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Résumé – Un estimateur optimal peut voir sa performance améliorée par une augmentation du niveau de bruit, une forme de résonance
stochastique. Ceci est montré au moyen d’un estimateur bayésien optimal opérant sur un mélange signal–bruit non linéaire avec du bruit non
gaussien. Le problème considéré est l’estimation de la fréquence d’un signal périodique pollué par un bruit de phase. L’estimateur bayésien
optimal minimisant l’erreur quadratique moyenne d’estimation est explicitement établi. L’existence de conditions où cette erreur minimale
diminue lorsque le niveau du bruit augmente est démontrée, à la fois de façon théorique et par simulation Monte-Carlo de l’estimateur optimal.

Abstract – An optimal estimator can have its performance improved by an increase in the level of noise, a form of stochastic resonance. This is
established by means of an optimal Bayesian estimator operating on a nonlinear signal–noise mixture with non-Gaussian noise. The addressed
problem is the estimation of the frequency of a periodic signal corrupted by a phase noise. The optimal Bayesian estimator minimizing the mean
square estimation error is explictly derived. Conditions where this minimal error decreases when the noise level increases are exhibited, both
theoretically and with a Monte Carlo simulation of the optimal estimator.
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1 Introduction

La résonance stochastique est un effet non linéaire par lequel
le traitement d’un signal peut se voir amélioré grâce à l’action
du bruit (voir [1, 2, 3] pour des revues récentes). Cet effet
paradoxal a été mis en évidence pour la première fois il y a
environ une vingtaine d’années dans le contexte de la physique
non linéaire. Il a depuis lors été étendu et observé dans une
grande variété de processus non linéaires, incluant des circuits
électroniques [4, 5, 6], des dispositifs optiques [7, 8], des
systèmes neuronaux [9, 10]. La résonance stochastique peut
survenir sous des formes diverses, selon les signaux, selon le
système réalisant le couplage signal-bruit non linéaire, et selon
la mesure de performance qui est améliorée grâce au bruit.

On a pu ainsi mettre en évidence des processus non linéaires
pour lesquels le rapport signal sur bruit en sortie [11, 12], ou
l’intercorrélation entrée–sortie [13, 14], ou l’information mu-
tuelle entrée–sortie [15, 16], ou la probabilité de détection en
sortie [17, 18], ou l’erreur d’estimation [19], ou d’autres me-
sures [20, 21, 22], pouvaient être améliorés par l’augmentation
du niveau de bruit.

Pendant longtemps, la résonance stochastique a été mise
en évidence uniquement dans des processus ou traitements
sous-optimaux [23, 24, 25]. Dans chacune des situations où
la résonance stochastique a été établie, pour une mesure de
performance donnée, une amélioration par augmentation du
bruit est montrée possible uniquement pour la performance
de dispositifs sous-optimaux ; et si le dispositif optimal est
introduit, alors sa performance subit une dégradation monotone
lorsque le niveau de bruit est augmenté.

Ce n’est que très récemment que la résonance stochastique a
été étendue aux traitements optimaux [26, 27]. Il a ainsi été
montré qu’il est possible, en présence de certains mélanges

signal–bruit non linéaires et de bruits non gaussiens, d’obte-
nir des détecteurs optimaux dont la performance s’améliore
lorsque le détecteur fonctionne à des niveaux de bruit plus
élevés, pour certaines gammes de niveau de bruit.

Ici, nous étendons la possibilité de résonance stochastique
dans les traitements optimaux. Nous considérons cette fois un
problème d’estimation, et montrons qu’il est possible d’obte-
nir des estimateurs optimaux dont la performance s’améliore
lorsque l’estimateur opère à des niveaux de bruit plus élevés.

2 Estimation bayésienne optimale

Nous nous plaçons dans le cadre classique de l’estimation
bayésienne [28]. Un signal observable ������� dépend d’un pa-
ramètre � dont les valeurs possibles a priori sont distribuées se-
lon la densité de probabilité 	�
 ����� . En observant ������� à  dates
distinctes ��� , ����� à  , on collecte  échantillons ��� � ��������� .
À partir de ces données ��� ��������������� �!� , on souhaite estimer
la valeur de � qui a produit les observations.

Pour un estimateur donné " � � � � , l’erreur quadratique moyenne
d’estimation est

# � � � �%$'& � ��()"� ��*,+ ��-��
.
& ��(/"� � � � - * 	 � � + � ��0 � � (1)

qui peut également être mise sous la forme# � � � ��& " ��(/$ � � + � � - *2143�576 � � + � �2� (2)

avec l’espérance $ � � + � � �98:�;	 � � + � ��0 � et la variance 3�576 � � + � ��<8=& ��(/$ � � + � � - * 	 � � + � ��0 � .
Comme 3�576 � � + � � de l’Éq. (2) est non négative et indépendante

de " � , l’estimateur bayésien optimal qui minimise l’erreur
# � � � ,



pour toute observation � donnée, se déduit comme

" ��� � � � �%$ � � + � � �
.

�;	 � � + � ��0 � � (3)

L’estimateur " ��� � � � de l’Éq. (3) atteint l’erreur minimale

# � � � � � 3�576 � � + � � �
.
& ��(/$ � � + � � - * 	 � � + � ��0 � � (4)

pour toute observation � donnée. Par conséquent, " ��� � � � atteint
aussi le minimum # � �

. # � � � � 	 � � ��0 � (5)

de l’erreur d’estimation moyennée sur toutes les observations� possibles, où 8 � 0 � représente l’intégrale  -dimensionnelle8 ����� 8 � 0 ��� ����� 0 � � .
Un modèle du processus produisant l’observation ������� à par-

tir du paramètre � (et du bruit polluant l’observation), permet
d’établir la densité de probabilité conditionnelle 	 � � + � � , puis
la formule de Bayes permet d’obtenir la densité a posteriori	 � � + � � � 	 � � + � � 	 
 � � ��� 	 � � � , où 	 � � � � 8'	 � � + � � 	 
 � � ��0 � ,
donnant accès à l’estimateur optimal " ��� de l’Éq. (3) et à sa
perfomance mesurée par l’Éq. (4) ou l’Éq. (5).

En général, lorsque l’observation ������� incorpore l’effet d’un
bruit polluant, dans les conditions usuelles (i.e. mélange signal–
bruit additif, bruit gaussien), l’estimateur optimal " ��� de l’Éq. (3)
possède une performance mesurée par l’Éq. (4) ou l’Éq. (5), qui
se dégrade de façon monotone à mesure que le niveau du bruit
augmente. Nous montrons ici, avec un mélange signal–bruit
non linéaire et du bruit non gaussien, qu’il est possible d’obte-
nir un estimateur optimal dont la performance peut s’améliorer
lorsque le niveau du bruit augmente.

3 Un mélange signal–bruit non
linéaire

Le processus considéré est constitué par une onde périodique� � � ��� de fréquence � (inconnue, à estimer), où � ����� est une
onde “mère” de période unité, par exemple � ����� ���
	 � ��������
ou autre. Un bruit � ����� pollue la phase de l’onde de façon à
produire le signal observable������� � � & � � 1 � ����� - � (6)

Une concrétisation simple de ������� de l’Éq. (6) est fournie par
une onde plane se propageant dans un milieu fluctuant, ou bien
rayonnée ou captée par un transducteur animé d’un mouvement
aléatoire.

Nous considérons les échantillons de bruit � ��� �;� statistique-
ment indépendants pour des � � distincts, si bien que la densité
conditionnelle 	 � � + � � se factorise en 	 � � + � � ��� ������ 	 ��� �,+ � � .
Également, les échantillons � ��� �;� sont identiquement distribués,
de fonction de répartition ��� ����� et de densité de probabilité� � ����� � 0 ��� ��0 � .

Afin de permettre un traitement analytique complet de l’es-
timateur optimal, nous considérons le cas simple où � ����� est
un signal carré de période 1 avec � ����� � � si ��� & � � � ��� & et� ����� � (!� si ��� & � ��� � � & . Nous avons alors la densité condi-
tionnelle

	 ��� �,+ � � ��� 6�� � � � (!� + �! �" ��� � 1 � � 1 � 6#� � � ��� + �! �" ��� � (!� � �
(7)

avec la probabilité� 6�� � � ��� + �! ���� 6�� � & � ��� 1 � �����;� -�� �� (8)

��� 6�$ � ��� 1 � �����;�%�'&( & ) � ) 1 � ��� &+* (9)

�,� 6 $ � �������%�'& ( & )=(4� ��� � )=(4� ��� 1 � ��� & * (10)
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) entier, et � 6�� � � ��(!� + �! ��� (6� 6�� � � � � + �! � (13)

La densité 	 � � + � � � � ������ 	 ��� �,+ � � incorpore, selon l’Éq. (7),
des produits de quantités de la forme � 6�� ��� �:9 � + �! �" ��� �<; � � .
La densité a posteriori découle alors comme

	 � � + � � �
	 
 � � �

�=
����� � 6�� � �,+ �! 

. -/.1 . 	 
 � � �
�=
����� � 6�� � �,+ �! 0 �
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où le vecteur d’observations � � ��������������� � � est limité aux� � états possibles de la forme ����� �:9 � �=����� � � �:9 � � .
Les Éqs. (12) et (13) permettent une évaluation explicite

des probabilités � 6�� ���,+ �! pour � � �>9 � , en fonction des
propriétés du bruit � ����� véhiculées par ��� ����� . Ces probabilités� 6�� � �,+ �! constituent tout ce qu’il faut pour accéder à la densité
conditionnelle 	 � � + � � de l’Éq. (14), qui ouvre la voie pour le
calcul explicite (éventuellement par intégration numérique) de
l’estimateur bayésien optimal de l’Éq. (3), et de sa performance
mesurée par les Éqs. (4) ou (5).

Explicitement,
# � � � � de l’Éq. (4), une fonction de l’obser-

vation � , est calculable comme

# � � � � � . -/.1 . � * 	 � � + � ��0 ��(@? . -/.1 . �;	 � � + � ��0 �BA * � (15)

et sa moyenne
# � selon � de l’Éq. (5) découle comme

# � � 0C�D�E<F 1��HG ��I ����� 0C�JKE<F 1��HG ��I # � � � �
. -/.1 . 	 
 � � �

�=
����� � 6�� � �,+ �! 0 � � (16)

la somme multiple courant sur les � � états possibles pour le
vecteur d’observation � .

4 Performance améliorée par le
bruit

Pour illustration de la possibilité d’améliorer la performance
de l’estimateur bayésien optimal " ��� � � � en élevant le niveau



du bruit, nous considérons pour le bruit � ����� les mélanges bi-
gaussiens, définis par la densité standardisée ( �������<� )���	� ����� � ���
 ���� � (�� *

������� ? ( ��� 1 � ��*��� �=(�� * � A 1����� ? ( ��� (�� ��*��� � (�� * � A�� �
(17)

associée à la fonction de répartition

� �	� ����� � �� 1 �� ? � 6���� � 1 �
 � � � (�� *�� 1�
6���� � (��
 ��� � (�� *�� A � (18)

Avec
� � ����� � ���	� ��� � � � ��� � � et ��� ����� � � �	� ��� � � � � , la

Fig. 1 représente l’erreur efficace
# �
4 *� de l’estimateur bayésien

optimal, en fonction de l’amplitude efficace � � du bruit � ����� .
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FIG. 1 – Erreur efficace
# �
4 *� de l’estimateur bayésien opti-

mal, en fonction de l’amplitude efficace � � du bruit � ����� choisi
comme un mélange bi-gaussien de paramètre de mélange� . Les traits pleins représentent

# �
4 *� de la théorie de

l’Éq. (16) ; les jeux de points discrets représentent
# �
4 *� évaluée

numériquement par simulation Monte-Carlo de l’estimateur
optimal de l’Éq. (3) ; avec � �>� � ! ( " ), � �>� � !�# ( $ ),� � � � !%! ( & ). La densité a priori 	�
 ����� est gaussienne de
moyenne � 
%� � et d’écart-type � 
%� � � �%# , avec  �('
mesures équiréparties au pas temporel � � � de � � � � à �*) � � .

Les évolutions de la Fig. 1 confrontent les résultats théoriques
établis ci-avant, avec une évaluation Monte-Carlo de la perfor-
mance de l’estimateur optimal, l’ensemble montrant un “par-
fait” accord, vu que la théorie est exacte. La Fig. 1 montre
aussi clairement l’effet de résonance stochastique : sur cer-
taines gammes du niveau de bruit � � , l’erreur d’estimation# �
4 *� de l’estimateur optimal se met à décroı̂tre lorsque le ni-
veau de bruit croı̂t.

D’autres distributions du bruit � ����� permettent d’obtenir un
effet similaire de résonance stochastique. Le modèle théorique
développé ici permet de tester des distributions quelconques
du bruit. Il est possible de vérifier que le bruit uniforme permet

l’effet de résonance stochastique. Toutefois, dans les conditions
explorées avec le présent modèle sur un signal carré + ����� , nous
avons observé que le bruit gaussien ne permet pas un effet
de résonance stochastique : l’erreur d’estimation augmente
de façon monotone lorsque l’amplitude efficace � � du bruit
gaussien croı̂t. C’est le comportement limite extrapolable à
partir de la Fig. 1 lorsque �-, � .

5 Conclusion

La résonance stochastique en estimation optimale décrite ici
présente un large parallélisme avec la résonance stochastique
en détection optimale introduite dans [26, 27]. Ces avancées
récentes étendent l’inventaire et l’investigation des propriétés
et des potentialités de la résonance stochastique. Il est possible
que d’autres processus optimaux se prètent aussi à un effet de
résonance stochastique, au delà des conditions adoptées ici afin
d’obtenir une démonstration de faisabilité de principe.

Au plan conceptuel, la résonance stochastique revêt une im-
portance patente, en montrant qu’en non-linéaire le bruit n’est
plus nécessairement une nuisance, mais qu’il peut profiter au
signal utile en coopérant avec lui. Qui plus est, l’amélioration
grâce au bruit peut se produire pour des processus optimaux,
comme le confirment les présents résultats. Ces propriétés in-
citent à poursuivre l’étude des nombreux aspects de la résonance
stochastique qui demeurent à explorer pour le traitement non
linéaire de l’information.

Dans cette perspective du traitement non linéaire de l’infor-
mation, il est intéressant d’avoir présent à l’esprit une classe
de processus naturels atteignant de remarquables performances
dans ce secteur : les processus neuronaux. Ces processus sont
intrinsèquement non linéaires et bruités. Ils mettent en jeu un
codage en phase de l’information, sous forme de trains d’im-
pulsions stéréotypées (les potentiels d’action) véhiculant l’in-
formation via le séquencement temporel des impulsions sur
un train, et le séquencement spatial sur plusieurs trains émis
en parallèle. De tels trains d’impulsions interagissent avec des
entités non linéaires (les neurones) à seuil et saturation. Il a
été montré que la résonance stochastique peut opérer sous des
formes très variées dans ces processus neuronaux [9, 10], of-
frant une propriété non linéaire spécifique pour contribuer à la
performance globale en traitement du signal et de l’informa-
tion.

L’étude de tels processus de traitement non linéaire du si-
gnal et de l’information, incluant la résonance stochastique, de-
meure encore largement ouverte pour l’exploration, et présente
des enjeux intéressant à la fois la connaissance fondamentale
et les applications.
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