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Résonance stochastique dans un détecteur bayésien optimal
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Résumé — Un détecteur optimal peut voir sa performance améliorée par une angmentation du nivean de bruit. Ceci est établi

au moyen d’un mélange signal-bruit non linéaire ou le bruit agit sur la phase d’un signal périodique.

Le détecteur bayésien

optimal réalisant le minimum Chyn du coiit moyen de détection est déterminé. Des conditions oll Chin est diminué lorsque le
niveau du bruit augmente sont démontrées, a la fois de fagon théorique et par simulation Monte-Carlo du détecteur optimal.

Abstract — An optimal detector can have its performance improved by an increase of the noise level. This is established with
a nonlinear signal-noise mixture where the noise acts on the phase of a periodic signal. The optimal Bayesian detector achieving
the minimum Chrin of the average detection cost is derived. Conditions where Chyin is decreased when the noise level is raised are
exhibited, both theoretically and with a Monte Carlo simulation of the optimal detector.

1 Introduction

La résonance stochastique est un effet non linéaire par
lequel la présence, voire I’ajout, de bruit est capable de
favoriser le signal utile (voir [1, 2] pour des revues ré-
centes). Cet effet paradoxal a été mis en évidence pour la
premiere fois il y a environ une vingtaine d’années. 1l a
depuis lors été étendu et observé dans une grande variété
de processus non linéaires, incluant des circuits électro-
niques [3, 4, 5], des dispositifs optiques [6, 7], des systémes
neuronaux [8, 9]. La résonance stochastique peut survenir
sous diverses formes, selon les signaux, selon le systéme
réalisant le couplage signal-bruit non linéaire, et selon la
mesure de performance qui est améliorée grace au bruit.

On a pu ainsi mettre en évidence des systémes non
linéaires pour lesquels le rapport signal sur bruit en sor-
tie [10, 1], ou I'intercorrélation entrée-sortie [11, 12], ou
I'information mutuelle entrée—sortie [13, 14], ou la proba-
bilité de détection en sortie [15, 16], pouvaient étre amélio-
rés par ajout de bruit.

Cependant, jusqu’a présent, la résonance stochastique
a été mise en évidence uniquement dans des systémes
ou des détecteurs sous-optimauz [17, 18]. Dans chaque
situation ou la résonance stochastique a été établie, pour
une mesure de performance donnée, une amélioration par
ajout de bruit est possible uniquement pour la perfor-
mance de dispositifs sous-optimaux ; et si le dispositif op-
timal est introduit, alors sa performance subit une dégra-
dation monotone lorsque le niveau de bruit est augmenté.

Ici, nous présentons un détecteur optimal, dont la per-
formance peut étre améliorée par ajout de bruit. Nous
nous placons dans le cadre classique de la détection opti-
male [19]. Un parmi deux signaux connus so(t) ou s1()
est mélangé & un bruit 7(t), de facon & fournir le signal
bruité x(¢) qui est observé. A partir de I'observation de
z(t), on souhaite décider si z(t) est formé de sq(t) mélangé
au bruit (hypothése Hy), ou de s1(#) mélangé au bruit

(hypothése Hy). La mesure de performance est un cott
moyen bayésien standard, et I’on considére le détecteur op-
timal qui minimise ce cout. Le niveau de bruit est mesuré
par amplitude efficace de n(¢). L’intuition commune est
que le cout de détection du détecteur optimal augmente
lorsque le niveau du bruit croit. Cette intuition prévaut,
en effet, pour des mélanges signal-bruit additifs avec du
bruit gaussien. Néanmoins, en présence de mélanges non
linéaires avec du bruit non gaussien, les possibilités de
prouver généralement cette intuition manquent. Il s’avére
en fait que cette intuition n’est pas vraie en général. Nous
montrons ici un détecteur optimal dont le cout de détec-
tion peut étre diminué en opérant & des niveaux de bruit
plus élevés. Pour ce faire, nous considérons un mélange
signal-bruit non linéaire constitué par un signal périodique
pollué par un bruit de phase.

2 Détection bayésienne optimale

Nous revoyons brievement les éléments de la détection
bayésienne optimale [19], afin de manisfester clairement
leur validité générale et leur applicabilité au mélange signal-
bruit non linéaire que nous considérerons.

Pour le probléme général de détection formulé dans I'In-
troduction, nous ajoutons que I’hypothése Hg (respective-
ment Hy) se produit avec la probabilité a priori Py (res-
pectivement P; = 1 — Py). Sur le signal observé x(t),
on préleve N échantillons z; = z({;) aux instants dis-
tincts ¢ pour k = 1 & N. Un détecteur donné décide Hy
quand I’observation ® = (z1,...2x) tombe dans la région
Ro de IRN, et décide H; quand @ tombe dans la région
complémentaire Ry de IRY. On introduit les quatre cotits
élémentaires Cj; de faire la décision H; lorsque ’hypothése
H; est valide, 4, j de 0 & 1, avec nécessairement Cig > Cog
et Cyp > (1 pour pénaliser les mauvaises décisions. Le



cout moyen de détection est alors

C = P()Coo/ p(az|H0)daz + P1001/ p(ZBlHl)dZB
Ro Ro

+ P()Clo/ p(az|H0)daz + PlCu/ p(ZBlHl)dZB s
R1 R1
(1)

ot p(x|H;) est la densité de probabilité d’observer & quand
H; est valide, et la notation [ . dz représente I'intégrale a

N dimensions f . f dzy...dxy.
Comme Rg et Ry sont complémentaires dans IRN, on a

/ p(z|H;)dx =1 —/ p(z|H;)dx | (2)
Ro R1
ce qui injecté dans I'Eq. (1) donne

C = PyCo+ PiCoi +

/73 [ Po(Cro — Coo)p(x|Ho) — (3)
Pi(Coy — C11)p(x|Hy) |da .

Le détecteur bayésien optimal atteint le minimum global
du cout C en rendant le plus négative possible I'intégrale
dans 1’Eq. (3), c’est-a-dire en incluant dans Ry tous et
seulement les points @ pour lesquels son intégrande est
négatif. Cela revient a utiliser le rapport de vraissem-

blance
_ p(z[Hy)  Pr{z|Hi}
M) = alf) ~ Pralio)

pour implémenter le test

(4)

o,y
Py Cho — Coo
L z 2129 5
(@) < Py Co1 — Chiq ®)
Hq

Le minimum C,iy atteint pour le cout moyen C par le
détecteur bayésien optimal s’écrit alors

Cmin = / min[PoCoop(az|H0) —|— P1001p(:13|H1) 5
RN

Poclop(ZBlHo) + P1011P(33|H1) i|d£)3 .

(6)
Comme min(a,b) = (a + b — |a — b])/2, il vient

;
%/]RN |P1(001 — Cy1)p(=|Hy) — (7)

Po(Clo — Coo)p(:BlHo) |d:)3 .

Cmin = [P1(Co1+C11)+P0(C10+Coo)} -

3 Meélange signal-bruit non linéaire

Nous introduisons maintenant un probléme spécifique de
détection relevant du traitement de la Section 2. Soit

w(t) une onde périodique de période unité. Un des deux
signaux & détecter est 1’onde w(t) a la fréquence vy, soit
so(t) = w(wvot) (probabilité a priori P). T autre signal
a détecter est la méme onde w(t) a la fréquence vy # vy,
soit $1(¢) = w(vit) (probabilité a priori Py). Un bruit 5(t)
pollue les phases de facon & produire les signaux obser-
vables

2(t)
x(t) =

De tels signaux périodiques pollués par du bruit de
phase apparaissent, par exemple, lorsqu’une onde pério-
dique se propage dans un milieu ou a travers une inter-
face fluctuant. Une onde plane tombant sur un détecteur
bougeant aléatoirement conduit aussi a cet effet. Le bruit
de phase est aussi naturellement présent dans les oscilla-
teurs, les boucles a verrouillage de phase.

A partir de I'observation ® = (21,...2zx) on doit dé-
cider entre les hypothéses Hy ou Hy, c’est-a-dire détecter
si I’'onde corrompue par le bruit de phase est de fréquence
Vg ou Vq.

Nous considérons que n(t) est un bruit blanc, ainsi les
probabilités conditionnelles définies & la Section 2 se fac-
torisent comme Pr{x|v 1} = ch\le Pr{zg|vi} et Pr{e|vo} =
ch\le Pr{xzi|vo}. Aussi, n(t) est supposé stationnaire, de
fonction de répartition statistique Fj(u) et de densité de
probabilité f,(u) = dF),/du.

Pour permettre un traitement analytique complet du
détecteur optimal, nous considérons le cas simple ot w(?)
est un signal carré de période 1 avec w(t) = 1 si ¢t €
[0,1/2) et w(t) = —1sit € [1/2,1). Nous avons alors les
probabilités

wlvol +1(t)]
wlvit +1(t)]

(hypothése Hy), ou  (8)
(hypothése Hy). (9)

Pr{z, = ljvn} = Pr{w[wity + n(ty)] = 1} (10)
= Pr{utin) e i e+ 1/2)} (1)

4
= Pr{n(ts) e It - vits 0~ mite +1/2)}(12)
4

+o00 L—vitr+1/2
- Z/Z T (13)

L=—00 —vitk
+oo
= > [F(l—vitp+1/2) — Fy(l—vity)], (14)
l=—o00
{ entier, et
Pr{zy = —1j1n} =1 =Pr{a = 1|1n} . (15)

De la méme fagcon

+o00
Prizi = 1o} = > [Fy(0—vots +1/2)— Fy(t—voty)] ,
l=—o00 (16)
et
Pr{zy = —1|vo} = 1 — Pr{zr = 1|1} . (17)

Une fois donnés F, (u), Py et les couts C;, quand une
réalisation @ est observée, les Eqs. (14)-(17) permettent
une évaluation explicite du rapport de vraissemblance de



I’'Eq. (4) sous la forme L(z) = (ch\le Pr{x“m})/(Hle
Pr{zy|vo}), rendant possible une implémentation explicite
du détecteur bayésien optimal de I’ Eq (5). Ce détecteur
réalise le cout de détection minimal Cinin, qui, selon I’ Eq (7),
est calculable explicitement comme

1
Chmin = §[P1(Co1 + Ch1) + Po(Chro + Coo)] —

1 1 1
Pl(C()l — 011)P1‘{l‘1|1/1} .. .PI’{.Z‘Nll/l} —
Po(Cho — Coo)Pr{z1|we} .. .Pr{xN|1/0}| ,

(18)
la somme multiple courant sur les 2V états possibles pour
P’observation @.

4 Amélioration par le bruit

Nous montrons maintenant qu’il existe des conditions ou
la performance du détecteur optimal, mesurée par Ciyin de
l’Eq. (18), peut étre améliorée lorsque "amplitude efficace
oy du bruit 5(t) croit.

Pour illustration, nous considérons d’abord le cas ou
7(t) est un bruit gaussien généralisé, associé a la densité

standardisée
Jeg(u) = Aexp(—|bul™) (19)

avee A = (a/DT(3/a)Y2/[T(1/a)P/? et b = [[(3/a)/
T'(1/a)]/?, paramétrée par exposant a > 0. Pour a = 2
on retrouve la densité gaussienne ; pour 0 < o < 2 on
obtient des densités leptokurtiques de queue plus épaisse
que la gaussienne ; pour 2 < a < 400 on a des den-
sités platikurtiques de queue plus fine que la gaussienne,
jusqu’a & = +oo qui donne la densité uniforme.

La densité de 7(t) est fournie par f,(u) = feg(u/0oy)/oy.
Nous choisissons C1g = Cy1 = 1 et Cyhg = C11 = 0, dans ce
cas le cout moyen C' représente la probabilité globale d’une
erreur de détection. La Fig. 1 représente 1’évolution de la
performance (la probabilité d’erreur) Cpin de I'Eq. (18)
du détecteur optimal, en fonction de o, pour différentes
valeurs de «. Nous avons observé que pour o > 2, la
probabilité d’erreur Cinin, évolue de facon non monotone
quand o, croit, au lieu d’une augmentation monotone,
qui est obtenue pour o < 2. Tl existe donc des plages pour
o, ou la probabilité d’erreur du détecteur optimal décroit
lorsque le niveau du bruit croit.

L’amélioration par ajout de bruit de la performance du
détecteur optimal se retrouve avec bien d’autres condi-
tions. Par exemple, considérons les mélanges de gaus-
siennes, associés a la densité standardisée (0 < m < 1)

1 (u+ m)?
m{ P2+

-4

fgm(“)

(20)

e o
EN 3]

probabilité d’erreur
o
w
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Fiag. 1: Probabilité d’erreur de détection du détecteur
optimal, en fonction de I'amplitude efficace o, du bruit
centré n(t) choisi gaussien (pointillés), gaussien généralisé
avec o = 4 (tirets), uniforme (trait plein). Aussi Py = 0.5,
vo = 1, 1y = 2/3, N = 11 échantillons équirépartis avec
un pas temporel 0.2 de t;1 =0 a4 t1; = 2.
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Fi1a. 2: Cout de détection minimal C,i, du détecteur op-
timal, en fonction de I'amplitude efficace o, du bruit cen-
tré n(t) mélange de gaussiennes de densité fom(u/0y)/oy
de I'Eq. (20) avec m = 0.95. Les traits pleins représentent
Chnin de l’Eq. (18) ; les points discrets représentent Chin
évalué numériquement, sur 10* tirages de Monte-Carlo du
test (5) pour chaque o, ; avec Cig = 2 et Cy1 = 5 (%),
Cio = 1 et Co1 = 2 (0). Par ailleurs, Cypo = Cy; = 0,
Py=0.5,v9=1, 11 =2/3, N = 6 échantillons équirépar-
tis avec un pas temporel 0.3 de t; = 0 a tg = 1.5.



Avec fp(u) = fem(u/oy)/oy, laFig. 2 montre a nouveau
des évolutions non monotones du cout Cpin de la détec-
tion optimale, en fonction de o, avec des possibilités de
diminuer Cin en augmentant o,. La Fig. 2 offre aussi
une validation numérique de I’évolution de Clyin, obtenue
par simulation de Monte-Carlo pour la détection optimale
de l’Eq. (5) et ’évaluation de son cout par comptage ex-
plicite.

Notons que le détecteur optimal implémenté ici aux
Figs. 1-2 est un détecteur cohérent ou synchronisé, qui
a accés a une origine temporelle ou les ondes w(vgt) et
w(vqt) ont un front montant sur lequel le détecteur cale
sa séquence d’échantillonnage {¢;}. Néanmoins, on peut
facilement vérifier avec l’Eq. (18) que la position de la
séquence d’échantillonnage {¢;} par rapport a un tel front
montant n’est pas critique pour 'obtention d’un cout Chyin
diminuable par ajout de bruit, et cette position aura peu
d’influence sur Cp,i, pourvu que {t;} réalise une cou-
verture suffisamment représentative des ondes w(vot) et
w(wyt) en regard de leurs périodes 1/vg et 1/v1. Le com-
portement d’un détecteur incohérent ou asynchrone, qui
verrait le signal z(¢) muni d’une phase & Iorigine constante
mais inconnue dans les Eqs. (8)-(9), peut se déduire en ab-
sorbant cette phase a I’origine dans la moyenne du bruit
n(t). L’exploitation de I'Eq. (18) montre que la possibilité
d’un cout Chin, diminuable par ajout de bruit est préservée
en présence d’une telle phase a ’origine, et également lors
d’un moyennage du cout Chi, sur cette phase a I'origine
distribuée entre 0 et 1.

5 Conclusion

Nous avons montré la possibilité de principe d’améliorer la
performance d’un détecteur optimal par ajout de bruit. Tl
est probable qu’une telle propriété puisse se retrouver dans
d’autres situations de mélange signal-bruit non linéaire.
Cet état de fait revet une grande importance conceptuelle,
de nature a faire évoluer le statut du bruit dans le con-
texte du non-linéaire, avec des potentialités d’application
en traitement non linéaire du signal.
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