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Transformée de Fourier et traitement du signal quantique
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domaine de 'information quantique

Les avancées technologiques ménent a des phénoménes et propriétés spécifiquement quantiques, ou le traitement du signal peut contribuer, par exemple sur des problématiques de

détection [1]| ou d’estimation |2| sur des signaux bruités opérant dans un cadre quantique.

e Pour 'estimation d’une phase quantique, un protocole exploitant la Transformeée

Ici pour illustration :
de Fourier (TF) quantique est introduit.

e Via l’intrication, I’estimation atteint une performance inaccessible en classique avec une erreur quadratique décroissant en 1/N? plutét qu’en 1/N.
e La performance d’estimation est aussi analysée en présence de bruit ou décohérence quantique.

II. Transformée de

e Soit les états quantiques dans un espace de Hilbert H  de dim. N sur C. Les N vecteurs
d’état |7) € {|0),|1),---,|N —1)} forment une base orthonormée de Hp, avec pour TF

7)) — 1) = Z exp(@%—) k) .

Les N vecteurs {|7)} = {|0),|1), ,|N - 1}} forment une autre base orthonormée de
H . Les deux bases sont reliées par |7) = Ug |j) via la matrice N X N symétrique unitaire

Ur de terme générique |exp(i2mjk/N)|/V'N.

Fourier quantique

7k

=) 1R

e La TF inverse est définie par : [7) — |j) = 127 —

e X (-
ou bien |j) = Ul]; 7)) car UF_1 — U;L la matrice ad301nte.

e Les états quantiques sont souvent constitués a partir d’un systéme élémentaire : le
qubit qui un systéme quantique & deux états de base (les deux états de polarisation
d’un photon ou de spin d’un électron) existant dans Hg rapporté a la base orthonormée

canonique {|0),]1)}, avec les vecteurs d’état |0)=[1,0] " et |1)=[0,1]" de Ha.

I1I. TF et estimation de phase quantique

e Considérons un processus quantique opérant sur le qubit, représenté par 1’'opérateur

unitaire Ug = |0) (0] 4 €27 |1) (1| = { (1) eigms } .

e On veut alors estimer le déphasage £ € [0,1] du processus Ug, déphasage qui peut

étre réalisé par un interféromeétre optique, qui pour un photon a 2 états de polarisation
laisse invariant un état de référence |0) et ajoute un déphasage sur 'autre état |1).
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e Signal d’excitation : des états quantiques & N — 1 qubits (N > 2), notés |k ), tels

n

N—1 N-—-1
_ ——N— —— _
que |k) = 10)---|0) [1)---|1) = |0---01---1) . Les N états {|k)} forment une base
N — ——
k

k
orthonormée d’un sous-espace H'y, de dim. NN de ’espace de Hilbert Hon—1 =

H@(N—l)
2
de dim. 2%V~ des N — 1 qubits. Les N — 1 qubits préparés dans l’état conjoint k)

sont successivement appliqués en entrée du processus Ug, on obtient en sortie un état
4 N — 1 qubits résultant de la transformation |k) — U?(N_l) k) = exp(i2mké) |k) .

e LLa superposition quantique permet de placer les N — 1 qubits d’entrée dans un
état superposé

N-1
Yin) = D arlk) , (1)
k=0

avec les coefficients ay € € normalisés par Z]kvz_ol lai|? = 1.

o Ce signal d’excitation |¢i,) € H';, produit, avec jz = N¢, la transformation entrée—

sortie
N—1 o B N
|Yin) — Z A exp<7,27r ng ) k) = |¢§> ; (2)
k=0

e Pour traiter ’état de sortie \Jg} € H'y, pour estimer la phase { - TF inverse

Zaly ,
1

— ap exp (i27r Ug — ])k> :

VN N

e Dans I'Eq. (1), avec une superposition d’entrée uniforme ou les ap = 1/ VN, et une
phase § € [0, 1] inconnue donnant je = N§ = jo, on aurait a’;, = d;;, et |¢¢) = [J) dans

U?; [Pe) = |te) =

N—1
k=0

avec les coefficients a;.

’Eq. (3). En mesurant [¢¢) on a ainsi la possibilité de connaitre précisément la
phase £ = jo/N.

e Dans le cas génér’ique d’une phase { avec j§ = N& non entier, pour I'état |¢¢) € H/y, a
N — 1 qubits de I’'Eq. (3), on envisage une mesure quantique consistant a projeter 1’état
¢) dans la base orthonormée des N états {|k)}. On a alors la probabilité P; = a’ 2 de

mesurer 1’état |i¢) sur le vecteur de base |7) pour j =0a N — 1.

e Pour un 53 donné par la mesure, on estime la phase par l’estimateur 5 = j/N donnant
=((£-¢)7) =20

_()1(€_J/N)2Pj7

— avec une périodicité selon la phase &, I'erreur alternative [4] 2 (&) = —2< sin?[r(£—¢ )]) -
T

— erreur quadratique moyenne d’estimation e? (5 )

~ 1
e Cas de ’entrée uniforme avec a; = 1/v' N, on calcule e2(£) = N sin?(wN¢) .
T
On retrouve bien lerreur nulle escomptée quand N§ = jo entier. Quand la résolution N
est grande, l’erreur €2 est faible et e? (€) ~ eg( )~ 1/N.

e Décroissance de l’erreur en 1/N en mesurant N qubits séparément — performance
analogue en estimation statistique classique.

IV. Avec de l'intrication quantique

e Le signal d’excitation |¢;,) & N —1 qubits :
~ 1
On établit e2(¢) = (1 - N 2

92
2(E) = —5 sin?

T

— Sln SN
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e Décroissance de ’erreur en 1/N? — bénéfice purement quantique da a ’intrication comme montrés dans [5, 6

la | \ak+1\> , avec minimisation pour des aj tels que ag

un état intriqué. et possibilité d’optimiser l’intrication via des ar. quelconques minimisant erreur d’estimation e2 :
que, P P L d q s

k

N

— \/% sin (7‘(‘ ) . En évaluant les probabilités P; = \a;-|2, on obtient 1’erreur

) . Quand N est grand — l'erreur e? faible et I’erreur quadratique moyenne d’estimation e?(£) ~ e2(¢) ~ 1/(4N?).

7|, ou dans |8, 2| pour la résistance au bruit.

V. Avec du bruit ou décohérence quantique

e Bruit quantique : bruit de phase-flip renversant aléatoirement la phase quantique, formalisé o Effet du bruit quantique sur 06— ,
avec l'opérateur unitaire de Pauli o, = |0){(0] — |1)(1]. la performance ﬁ* - |Erreur efficace d’estimation
Qubit d’état pur initial |¢) = ag|0) + a1 |1)— état mélangé, équivalent & un ensemble 0.5, I | * sans bruit (section IV)
statistique de deux états {(|gb> 1 — p), (az D), p) }, avec p la probabilité du bruit de phase-flip. . Sans bruit : intrication uni- ' | 0 avec bruit p=0.01 (section V)
e Les statistiques de mesure peuvent étre décrites par un opérateur densité p = (1 —p) |p)(P| + formément touj(.)urs bénéfique 0 | A avec bruit p=0.03 (section V)
po~ |¢)(p| ol représentant le qubit bruité [3, 9]. La probabilité de mesurer le qubit bruité sur Q0.4 R
un état |¢7) est donnée par (¢|p|¢’). — Avec Dbruit ropriété 8
e Schéma du protocole de mesure : le signal d’entrée |y;n) & N —1 qubits intriqués excite , bTop =
, . , , L~ , importante du signal intriqué. D 0.3r
le processus Ug dont on veut estimer la phase { & partir du signal de sortie |¢¢) possiblement Comportement non triv-
affecté par bruit de phase-flip. On réalise une TF inverse, puis on mesure chacun des N —1 ial avec un optimum de la 8
qubits dans la base {|0), |1)}. taille N (entre 6 et 8) pour qt_) 0.2r
I’'intrication.
> ol it bl TE-11»
‘w > Uf —> bruit Lk /7< Ce type  doptimum  de 0.1+
n ‘wﬁ > I’intrication en présence de bruit
~ ~ _ , .. est aussi observé dans |5, 10, 11
e On obtient I’erreur e?(§) ={(& — 5)2> = SV M€ — §/N)2P;, avec la probabilité P; de Taut 5, d] oL vy T
pOUL @ atitres = seenatios  de 12345678 91011121314151617181920

projeter sur 1’état |7) telle que P; = Ze . |cj (B)IQP’ (voir Darticle).

métrologie ou d’estimation.

résolution N
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