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Introdu
tion
Sous l'appellation Syst�emes (Dynamiques) �a Ev�enements Dis
rets (SED) sont regroup�es 
er-tains syst�emes, g�en�eralement de 
on
eption humaine1, dont le 
omportement dynamique ne peutêtre d�e
rit par des �equations di��erentielles ou aux di��eren
es. Cette 
lasse de syst�emes regroupeaussi bien les syst�emes de produ
tion, pour lesquels on �etudie par exemple les 
ux de mati�ere,que les syst�emes de transport ou les syst�emes informatique. Pour 
es syst�emes, se posent, entreautres, deux types de probl�emes :l'�evaluation de performan
es :ex. : estimer le taux de produ
tion ou le niveau d'en-
ours d'un syst�eme de produ
tion,d�eterminer le d�ebit maximum d'un r�eseau informatique pour un proto
ole parti
ulier : : :l'optimisation de syst�eme :ex. : 
al
uler un ordonnan
ement de tâ
hes qui optimise un 
rit�ere donn�e, d�eterminerl'allo
ation optimale de ressour
es (moyens de transports, ma
hines, pro
esseurs : : : )pour une performan
e souhait�ee : : :Il est n�e
essaire, pour aborder 
es probl�emes, de b�en�e�
ier de mod�eles aptes �a prendre en
ompte toutes les 
ara
t�eristiques dynamiques de 
es syst�emes. Or, les ph�enom�enes mis en jeupar les SED, et responsables de leur dynamique, sont nombreux et de natures diverses : tâ
hess�equentielles ou simultan�ees, temporis�ees ou non, syn
hronis�ees ou 
on
urrentes : : : De 
ettediversit�e de ph�enom�enes provient l'in
apa
it�e de d�e
rire l'ensemble des SED par un mod�eleunique qui soit �a la fois �d�ele �a la r�ealit�e et exploitable math�ematiquement. L'�etude des SED sefait don
 au travers de plusieurs th�eories 
ompl�ementaires parmi lesquelles on peut rappeler parexemple la th�eorie des R�eseaux de File d'Attente, pour l'�evaluation de performan
es de syst�emestemporis�es, ou la th�eorie des langages et automates, pour la des
ription et la 
ommande desyst�emes non temporis�es.Le travail pr�esent�e dans 
e m�emoire s'ins
rit dans le 
adre de la th�eorie des syst�emes (max,+)lin�eaires �egalement appel�ee th�eorie des syst�emes lin�eaires dans les dio��des. Cette th�eorie 
on-
erne la sous-
lasse des syst�emes �a �ev�enements dis
rets temporis�es dont l'�evolution de l'�etat estrepr�esentable par des �equations r�e
urrentes lin�eaires sur des stru
tures alg�ebriques parti
uli�erestelles que l'alg�ebre (max,+) ou l'alg�ebre (min,+). Le 
omportement des syst�emes 
ara
t�eris�espar des d�elais et des syn
hronisations peut être d�e
rit par de telles r�e
urren
es. Ces syst�emes
orrespondent en fait aux Graphes d'Ev�enements Temporis�es (GET) qui 
onstituent une sous-
lasse des R�eseaux de Petri (RdP) dont 
haque pla
e n'admet qu'une transition en amont etune transition en aval.1en opposition aux syst�emes "naturels" d�e
rits par les lois de la physique



4 On s'int�eresse i
i de mani�ere g�en�erale au probl�eme de 
ommande de GET qui 
onsiste �ar�epondre �a la question suivante :Quelle s�equen
e de tirs doit-on appliquer aux transitions d'entr�ee d'un GET pour obtenir lesperforman
es d�esir�ees?Plus pr�e
is�ement, le probl�eme de 
ommande abord�e dans 
e m�emoire peut être vu 
omme unprobl�eme de poursuite de mod�ele. Partant d'un syst�eme repr�esentable par un GET, l'obje
tifest de synth�etiser un 
orre
teur (une loi de 
ommande), �egalement des
riptible par un GET,de telle sorte que le 
omportement entr�ee-sortie du syst�eme 
orrig�e (syst�eme nominal + 
or-re
teur) soit aussi pro
he que possible de 
elui d'un mod�ele de r�ef�eren
e donn�e. Ce
i nousam�enera �a 
onsid�erer di��erents types de 
orre
tion dont les prin
ipaux seront la 
orre
tion ave
pr�e
ompensateur et la 
orre
tion par feedba
k2 de sortie. Pratiquement, 
ela revient �a �etudier
omment la dynamique d'un GET (syst�eme nominal) peut être modi��ee par l'ajout d'un autreGET (un 
orre
teur) pla
�e soit en amont, soit en feedba
k de la sortie vers l'entr�ee.Le plan de 
e m�emoire est le suivant :� Le premier 
hapitre fournit les outils alg�ebriques n�e
essaires �a la repr�esentation des GET et�a leur 
ommande. Il se divise en trois parties pr�esentant des �el�ements de la th�eorie des treil-lis, de la th�eorie de la r�esiduation ainsi que de la th�eorie des dio��des. L'originalit�e de 
ettepr�esentation r�eside dans l'�etude de la r�esiduabilit�e de 
ertaines restri
tions d'appli
ations.En parti
ulier, il apparâ�t que la restri
tion d'une fermeture �a son image est toujours uneappli
ation r�esiduable. On met ainsi en �eviden
e que 
ertaines appli
ations non r�esiduablespeuvent n�eanmoins b�en�e�
ier de restri
tions r�esiduables. Notamment, l'appli
ation �etoilede Kleene, qui joue un rôle 
l�e dans le probl�eme de synth�ese de feedba
k abord�e dans le
hapitre 3, b�en�e�
ie de 
ette propri�et�e d'être "en partie" r�esiduable.� Le se
ond 
hapitre pr�esente la mod�elisation des GET sur di��erents dio��des ren
ontr�esdans la litt�erature. Nous insisterons notamment sur la pr�esentation du dio��de Maxin J
; ÆKqui sera, et 
e tout au long du m�emoire, la stru
ture alg�ebrique privil�egi�ee pour led�eveloppement d'exemples. Sur 
ette stru
ture alg�ebrique, le transfert entr�ee-sortie d'unGET est une matri
e rationnelle. D�es lors, l'�etude des GET est tr�es li�ee �a l'alg�ebredes s�eries rationnelles de Maxin J
; ÆK. Ce 
hapitre est essentiellement bibliographique([Ba

elli et al., 1992℄,[Cohen, 1993℄); on met n�eanmoins en �eviden
e la propri�et�e suiv-ante : le produit du dio��de Maxin ratJ
; ÆK -dio��de des s�eries rationnelles de Maxin J
; ÆK- estr�esiduable. La r�esidu�ee de 
e produit repose �a la fois sur la r�esidu�ee du produit du dio��deMaxin J
; ÆK et sur la r�esidu�ee de l'inje
tion 
anonique du dio��de des s�eries 
ausales dans ledio��de Maxin J
; ÆK. Ce r�esultat nous permettra d'aborder dans le 
hapitre 3 la synth�ese de
orre
teurs rationnels optimaux (
.-�a-d. optimaux dans l'ensemble Maxin ratJ
; ÆK).� Le troisi�eme 
hapitre aborde le probl�eme de 
ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e. Aquelques ex
eptions soulign�ees dans le texte, les r�esultats propos�es dans 
e 
hapitre sontoriginaux. Plusieurs stru
tures de 
ommande sont propos�ees : pr�e
ompensation, feedba
kde sortie, feedba
k d'�etat et feedba
k de sortie sur l'�etat. Le probl�eme trait�e de mani�ere2nous utiliserons le terme anglo-saxon feedba
k, 
ommun�ement admis dans la 
ommunaut�e, en lieu et pla
e deretour (d'�etat ou de sortie).



5g�en�erale 
onsiste, en partant d'un GET nominal dont on 
onnâ�t le transfert not�e H dansMaxin J
; ÆK, �a 
al
uler un 
orre
teur not�e C (r�ealisable par un GET) tel que le GET no-minal muni du 
orre
teur ait un 
omportement aussi pro
he que possible de 
elui d'unesp�e
i�
ation �etablie sous forme de mod�ele de r�ef�eren
e not�e Gref . En outre, on 
her
he �ad�eterminer sous quelle 
ondition il existe un 
orre
teur maximal Copt (au sens de l'ordre deMaxin ratJ
; ÆK) 
onduisant �a la sp�e
i�
ation Gref ou permettant d'appro
her "au plus pr�es"
ette sp�e
i�
ation (
ette notion sera �evidemment pr�e
is�ee). Dans le 
adre de la synth�esede feedba
k, nous montrons que l'optimalit�e n'est garantie que pour 
ertains mod�eles der�ef�eren
e.� Le quatri�eme 
hapitre propose deux types d'appli
ations des r�esultats �enon
�es dans le
hapitre 3.Nous �etudions dans un premier temps des mod�eles de lignes de produ
tion g�er�ees �a
ux tir�es ayant fait l'objet de mod�elisations notamment dans la th�ese de Di Mas
olo[Di Mas
olo, 1990℄ ou plus r�e
emment dans [Chaouiya and Dallery, 1997℄. Nous mettonsen �eviden
e une �evolution possible de la politique de gestion des ordres de produ
tion d'unsyst�eme Kanban dans l'obje
tif de diminuer les en-
ours de produ
tion tout en 
onser-vant les mêmes performan
es entr�ee-sortie, 
'est-�a-dire la même qualit�e de servi
e. Nousobtenons ainsi un syst�eme de gestion Kanban modi��e que nous quali�ons de Kanban Dy-namique puisque le re
y
lage des kanbans suit une dynamique (max,+). C'est �a 
ettedynamique que l'on doit en parti
ulier la diminution des en-
ours du syst�eme par rapportau Kanban 
lassique.Dans un se
ond temps, nous abordons le probl�eme de stabilisation de GET (probl�emeabord�e dans [Cohen et al., 1984℄ et plus r�e
emment dans [Commault, 1998℄). On re-marquera que la stabilit�e, lorsqu'elle fait d�efaut, peut être obtenue par l'ajout d'unpr�e
ompensateur ou d'un feedba
k de sortie. Cette �etude s'appuie sur des r�esultatsth�eoriques obtenus par l'�equipe Max Plus dans [Max Plus, 1991b℄. Notre obje
tif estsimplement de montrer que la stabilit�e d'un GET peut être obtenue par un 
orre
teur(pr�e
ompensateur ou feedba
k) 
al
ul�e dans un obje
tif d'atteinte d'un mod�ele de r�ef�eren
e(
hapitre 3). Le probl�eme 
onsiste alors �a �etablir pour quels mod�eles de r�ef�eren
e Gref le
orre
teur synth�etis�e dans l'obje
tif de r�epondre au mieux �a la sp�e
i�
ation Gref poss�ede,en outre, la propri�et�e de stabiliser le syst�eme.� Les annexes sont divis�ees en trois parties. Une premi�ere annexe rappelle des notions 
las-siques sur la th�eorie des graphes. Nous rappelons dans une se
onde annexe les algorithmesde 
al
ul sur des s�eries p�eriodiques de Maxin J
; ÆK; nous proposons en parti
ulier le 
al
ulde l'inf et de la r�esidu�ee du produit de s�eries p�eriodiques. La troisi�eme annexe proposeune simulation en vue de 
omparer les performan
es de la gestion Kanban 
lassique ave
la gestion Kanban Dynamique (
al
ul�ee dans le 
hapitre 4) pour un mod�ele de ligne deprodu
tion ayant des temporisations al�eatoires.



6NotationsZmax : dio��de (Z[ f�1;+1g;max;+), appel�e aussi alg�ebre (max,+)Zmin : dio��de (Z[ f�1;+1g;min;+), appel�e aussi alg�ebre (min,+)ZmaxJ
K : dio��de des s�eries formelles en 
 �a exposants dans Z et 
oeÆ
ients dans Zmax.ZminJÆK : dio��de des s�eries formelles en Æ �a exposants dans Z et 
oeÆ
ients dans Zmin.DJ
K : dio��de 
�ZmaxJ
K.DJÆK : dio��de (Æ�1)�ZminJÆK.B J
; ÆK : dio��de des s�eries formelles en 
 et Æ �a exposants dans Z et 
oeÆ
ients bool�eens.Maxin J
; ÆK : quotient du dio��de B J
; ÆK par la 
ongruen
e R(
�Æ�1):s1(
; Æ)R(
�Æ�1)s2(
; Æ) () (
 � Æ�1)�s1(
; Æ) = (
 � Æ�1)�s2(
; Æ):Maxin+J
; ÆK : dio��de des �el�ements 
ausaux de Maxin J
; ÆKMaxin perJ
; ÆK : dio��de des �el�ements p�eriodiques de Maxin J
; ÆKMaxin ratJ
; ÆK : dio��de des �el�ements rationnels de Maxin J
; ÆKImf : image de l'appli
ation f : E ! F , Imf = fy 2 F j9x 2 E; y = f(x)g.fjA : restri
tion de l'appli
ation f au domaine A.Bjf : restri
tion de l'appli
ation f au 
odomaine B (ave
 Imf � B).BjfjA : restri
tion de l'appli
ation f au domaine A et au 
odomaine B (ave
 f(A) � B).f ℄: appli
ation r�esidu�ee de l'appli
ation f : f ℄(y) = Sup(fxjf(x) � yg).f [: appli
ation r�esidu�ee duale de l'appli
ation f : f [(y) = Inf(fxjf(x) � yg).Res℄(E;F ) : ensemble des appli
ations r�esiduables de E dans FRes[(E;F ) : ensemble des appli
ations dualement r�esiduables de E dans FLa : produit �a gau
he par a, La(x) = a
 x.Ra : produit �a droite par a, Ra(x) = x
 a.Ta : addition ave
 a, Ta(x) = a� x.K : appli
ation �etoile de Kleene d�e�nie sur un dio��de 
omplet, K(x) = x� =Li�0 xi.P : appli
ation "plus" d�eriv�ee de l'�etoile de Kleene, P(x) = x+ = xx� =Li�1 xi.ba = a Ænb : notation utilis�ee pour repr�esenter L℄a(b).



7ba = bÆ=a : notation utilis�ee pour repr�esenter R℄a(b).Pr+ : appli
ation r�esidu�ee de l'inje
tion 
anonique IdjMaxin+J
;ÆK :Maxin+J
; ÆK !Maxin J
; ÆK.
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Chapitre 1Outils alg�ebriques
Les dio��des sont des stru
tures alg�ebriques que l'on peut munir d'un ordre naturel d�e�ni �a par-tir de leur loi additive not�ee � (qui est une loi interne asso
iative, 
ommutative et idempotente).En e�et, 
ette loi leur 
onf�ere dire
tement une stru
ture de �-demi-treillis.De plus, lorsqu'un dio��de est 
omplet, on peut lui adjoindre une loi interne not�ee ^ qui estasso
iative, 
ommutative et idempotente et qui forme ave
 la loi � des lois de treillis (
omplet).Par 
ons�equent, une partie de la th�eorie des dio��des est intimement li�ee �a la th�eorie des treillis[Birkho�, 1940℄.D'autre part, ni la loi additive, ni la loi multipli
ative, not�ee 
, d'un dio��de n'a d'inverse.La th�eorie de la r�esiduation, pr�esent�ee dans [Blyth and Janowitz, 1972℄, fournit une alternative�a 
ette impossibilit�e d'inverser 
ertaines appli
ations d�e�nies sur des dio��des. Cette th�eoriepropose des �el�ements de r�eponse aux questions suivantes:soit une appli
ation f : (C;�)! (D;�) d�e�nie sur des ensembles ordonn�es,� existe-t-il, pour tout b 2 D, une plus grande solution �a l'in�equation f(x) � b ?� existe-t-il, pour tout b 2 D, une plus petite solution �a l'in�equation f(x) � b ?Cette th�eorie 
on
erne de fa�
on g�en�erale les appli
ations 
roissantes (ou isotones) d�e�niessur des ensembles ordonn�es C et D. En outre, des r�esultats parti
uliers se d�egagent lorsque C etD ont des stru
tures de demi-treillis, de treillis ou de treillis 
omplets. Ces r�esultats sp�e
i�questrouvent alors un domaine d'appli
ation dans la th�eorie des dio��des.Ce 
hapitre est 
onstruit de la fa�
on suivante.On rappelle tout d'abord quelques d�e�nitions et r�esultats 
lassiques de la th�eorie des treillis.Parmi les r�esultats 
on
ernant la th�eorie de la r�esiduation, nous rappelons des r�esultatsg�en�eraux sur les appli
ations isotones et les fermetures. Nous introduisons �egalement la notiond'appli
ation restreinte, 
e qui nous permettra d'aborder l'�etude d'appli
ations "partiellement"r�esiduables, 
'est-�a-dire pour lesquelles seules 
ertaines restri
tions sont r�esiduables. En parti
u-lier, il apparâ�tra que la restri
tion d'une fermeture �a son image est une appli
ation r�esiduable.Nous rappelons ensuite quelques propri�et�es des appli
ations r�esiduables d�e�nies sur des treillisou des treillis 
omplets.En�n, nous terminons 
e 
hapitre par des �el�ements de la th�eorie des dio��des 
ouramment ren-
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ontr�es dans la litt�erature (max,+). Nous insistons tout parti
uli�erement sur l'appli
ation de lath�eorie de la r�esiduation aux dio��des puisque 
ette th�eorie joue un rôle 
entral dans les probl�emesde 
ommande des GET abord�es par la suite. En parti
ulier, il apparâ�t que l'appli
ation �etoile deKleene est r�esiduable lorsque son 
odomaine est restreint �a son image. La synth�ese de feedba
kspour les GET propos�ee au 
hapitre 3 repose prin
ipalement sur 
ette propri�et�e.1.1 Ensembles Ordonn�es et TreillisNous renvoyons le le
teur �a [Birkho�, 1940℄ pour 
ette partie. Des rappels sur la th�eorie destreillis sont �egalement donn�es dans [Ba

elli et al., 1992℄ et [Blyth and Janowitz, 1972℄.Un ensemble ordonn�e est un ensemble E muni d'une relation d'ordre, 
.-�a-d. une relationbinaire qui est r�e
exive, antisym�etrique et transitive. Cette relation sera not�ee � et un ensembleordonn�e sera not�e simplement (E;�).Soit x; y 2 (E;�), x et y sont dits 
omparables (suivant l'ordre �) six � y ou y � x;
e que l'on notera x , y. Inversement, deux �el�ements x; y 2 (E;�) v�eri�ant x 6� y et y 6� x, sontdits in
omparables et seront not�es xky.Si 8x; y 2 (E;�), x , y; alors l'ordre est dit total, et (E;�) est dit totalement ordonn�e. Dansle 
as 
ontraire, 
'est-�a-dire s'il existe au moins un 
ouple x; y 2 (E;�), tel que x 6= y et xky,alors l'ordre est dit partiel et (E;�) est dit partiellement ordonn�e.Par la suite, on utilisera la notationa � b () fa � b et a 6= bg:Remarque 1.1 En pr�esen
e d'ambiguit�es, nous d�esignerons parfois l'ordre d'un ensemble Epar la notation alternative �E. �Tout sous-ensemble F d'un ensemble ordonn�e (E;�) peut �egalement être ordonn�e par larestri
tion de l'ordre de E aux �el�ements de F not�ee �F . Cet ordre restreint est simplementd�e�ni par x; y 2 F � E; x � y () x �F y:Au
une distin
tion de notation ne sera faite par la suite entre l'ordre � et sa restri
tion �a F(not�ee �F pr�e
�edemment).Remarque 1.2 Si (E;�) est partiellement ordonn�e, un sous-ensemble F � E, ordonn�e par larestri
tion de � �a F , peut être tel que tous les �el�ements de F soient in
omparables deux �a deux.L'ensemble (F;�) est alors dit totalement non ordonn�e. �Un ensemble ordonn�e �ni (E;�) peut être repr�esent�e par un graphe appel�e diagramme deHasse. Chaque �el�ement de E est repr�esent�e par un sommet (�). Un ar
 reliant deux sommetsdu diagramme signi�e que les �el�ements repr�esent�es par 
es sommets sont 
omparables. Par
onvention, l'ordre est 
roissant dans le sens du bas vers le haut du diagramme.Pour la �gure 1.1, l'ensemble E = fa; b; 
; dg est partiellement ordonn�e pour l'ordre � d�e
ritpar le diagramme. Le sous-ensemble F = fa; bg � E est un ensemble ordonn�e par la restri
tionde � �a F . N�eanmoins, dans 
e 
as pr�e
is, (F;�) est totalement non ordonn�e (remarque 1.2).



1.1. Ensembles Ordonn�es et Treillis 15
�6 t��� t���tta b
d akb (a et b in
omparables)a � 
; b � 
; 
 � da � d; b � d (par transitivit�e de l'ordre �)Figure 1.1 : Diagramme de Hasse d'un ensemble ordonn�e (fa; b; 
; dg;�)Remarque 1.3 Un ensemble totalement ordonn�e est �egalement appel�e une 
hâ�ne en r�ef�eren
e�a son diagramme de Hasse qui en est une. �Exemple 1.4 (Ensembles Ordonn�es)� (R;�), (Z;�), (N;�), (Q ;�) o�u � est l'ordre naturel, sont totalement ordonn�es.� Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E, not�e P(E), est un ensemble ordonn�epar l'in
lusion. Cet ensemble ordonn�e est not�e (P(E);�). Il s'agit d'un ordre partiel. Parexemple, deux sous-ensembles disjoints de E ne sont pas 
omparables suivant l'ordre �.� Soit (E;�) un ensemble ordonn�e. L'ensemble des ve
teurs  �� ! de E2�1 est ordonn�epar l'ordre  �� ! �  ab ! () (� � a et � � b):Même si � est total sur E, l'ordre qu'il induit sur E2�1 n'est que partiel. �D�e�nition 1.5 (Majorant, Minorant) Soit (E;�) un ensemble ordonn�e et F � E un sous-ensemble non vide de E. Un �el�ement z 2 E v�eri�ant 8x 2 F; z � x (resp. z � x) est appel�emajorant (resp. minorant) de l'ensemble F .D�e�nition 1.6 (Demi-treillis) Un ensemble ordonn�e (E;�) est appel�e sup-demi-treillis sitout sous-ensemble �ni de E admet un plus petit majorant dans E. Un ensemble ordonn�e (E;�)est appel�e inf-demi-treillis si tout sous-ensemble �ni admet un plus grand minorant.Remarque 1.7 (Bornes d'un ensemble) Lorsqu'il existe, le plus petit majorant d'unensemble F � E est souvent appel�e borne sup de F et est not�e Sup(F ). De même, lorsqu'ilexiste, le plus grand minorant de F est appel�e borne inf de F et est not�e Inf(F ). Lorsque 
esbornes sont d�e�nies, tout majorant de F est plus grand que Sup(F ) et tout minorant de F estplus petit que Inf(F ). �Exemple 1.8 L'ensemble ordonn�e d�e
rit par le diagramme de Hasse de la �gure 1.1 est unsup-demi-treillis, en parti
ulier Sup(fa; bg) = 
. En revan
he, 
e n'est pas un inf-demi-treillis



16 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESpuisque l'ensemble fa; bg, n'ayant pas de minorant dans l'ensemble E, n'a pas de borne inf. �Le th�eor�eme suivant fournit une 
ara
t�erisation des demi-treillis.Th�eor�eme 1.9. Un ensemble E peut être muni d'une stru
ture de sup-demi-treillis si, et seule-ment si, il peut être muni d'une loi de 
omposition interne, not�ee _, qui soit asso
iative, 
om-mutative et idempotente (8a 2 E; a _ a = a).Preuve :()) si un ensemble ordonn�e (E;�) a une stru
ture de sup-demi-treillis, en notanta _ b = Sup(fa; bg) (qui, par hypoth�ese, est d�e�ni pour tout sous-ensemble �ni),on v�eri�e fa
ilement que _ est une loi interne, asso
iative (Sup(fSup(fa; bg); 
g) =Sup(fa; b; 
g) = Sup(fa; Sup(fb; 
g)g)), 
ommutative (Sup(fa; bg) = Sup(fb; ag)) et idem-potente (Sup(fa; ag) = a).(() inversement, si E est muni d'une loi interne _ asso
iative, 
ommutative et idempotente,la relation binaire suivante (not�ee �)a � b () a _ b = a (1.1)est une relation d'ordre.On peut alors �e
rire a_b = a_a_b = a_b_b, puisque _ est idempotente, 
.-�a-d. a_b � aet a _ b � b selon l'ordre d�e�ni en (1.1). Pour 
et ordre, a _ b est don
 un majorant del'ensemble fa; bg. De plus, pour tout majorant 
 de fa; bg on af
 � a et 
 � bg () 
 = 
 _ a = 
 _ b = 
 _ a _ b () 
 � a _ b:Tout majorant de fa; bg est don
 plus grand que a _ b, ou en
ore, le 
ouple fa; bg admeta_ b 
omme plus petit majorant. En�n, puisque _ est asso
iative, tout sous-ensemble �nifx�g�2A de (E;�) admet W�2A x� 
omme plus petit majorant. L'ensemble E est don
un sup-demi-treillis pour l'ordre d�e�ni en (1.1). 2Remarque 1.10 (Prin
ipe de dualit�e) L'inverse d'une relation d'ordre � est une relationd'ordre not�ee ��. Par 
ons�equent, si (E;�) est un sup-demi-treillis, (E;��) est un inf-demi-treillis, et vi
e versa. En 
ons�equen
e, une relation impliquant �, Sup() et Inf() reste vraie enrempla�
ant � par �� et en permutant Sup() et Inf(). C'est 
e que l'on appelle le prin
ipe dedualit�e. �D�e�nition 1.11 (Treillis) Un ensemble ordonn�e (E;�) ayant �a la fois une stru
ture de sup-demi-treillis et d'inf-demi-treillis (pour l'ordre �) est appel�e treillis.Le th�eor�eme suivant fournit une 
ara
t�erisation de 
es stru
tures ordonn�ees.Th�eor�eme 1.12. Un ensemble E peut être muni d'une stru
ture de treillis si, et seulement si,il peut être dot�e de deux lois de 
omposition internes, not�ees _ et ^, telles que



1.1. Ensembles Ordonn�es et Treillis 17(i) les lois _ et ^ sont asso
iatives et 
ommutatives(ii) 8a; b 2 E; a _ (a ^ b) = a = a ^ (a _ b) (loi d'absorption).Preuve : le le
teur trouvera 
ette preuve dans [Birkho�, 1940℄. 2Exemple 1.13� Soit E = fa; b; 
g. (P(E);[;\) a une stru
ture de treillis si l'on 
onsid�ere l'ensemble vide
omme plus petit sous-ensemble de E. Le diagramme de Hasse de 
e treillis est donn�e surla �gure 1.2.
s ?sfag sfbg sf
gsfa; bg sfa; 
g sfb; 
gsE = fa; b; 
g
�����������

� ������������ ����
���� ����

Figure 1.2 : Diagramme de Hasse du treillis (P(E);[;\) ave
 E = fa; b; 
g� (N� ;�div), o�u l'ordre sur N� est d�e�ni para �div b () a divise b; (1.2)est un treillis. Les lois de treillis de (N� ;�div) sont a_ b = pp
m(a; b) et a^ b = pg
d(a; b).On repr�esente sur la �gure 1.3 l'ensembleE = f1; 2; 3; 4; 5; 6g ordonn�e par�div. L'ensemble(E;�div) � N est un inf-demi-treillis.
s1s2 s3 s5s4 s6
AAAA ��������������

Figure 1.3 : Diagramme de Hasse du demi-treillis (f1; 2; 3; 4; 5; 6g;�div ) �



18 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESD�e�nition 1.14 (Demi-treillis 
omplet et Treillis 
omplet) Un sup-demi-treillis (resp.inf-demi-treillis) E est dit sup-
omplet (resp. inf-
omplet) si tout sous-ensemble (�ni ou in-�ni) de E admet un plus petit majorant (resp. un plus grand minorant) dans E. Un treillis estdit 
omplet s'il est �a la fois inf-
omplet et sup-
omplet.Remarque 1.15 Pour un sup-demi-treillis (sup-)
omplet not�e (E;_), la borne sup de toutsous-ensemble de E est d�e�nie, y 
ompris pour E. Un sup-demi-treillis 
omplet E a don
n�e
essairement un plus grand �el�ement not�e �E = Wx2E x . Pour la même raison, un inf-demi-treillis 
omplet (E;^) a toujours un plus petit �el�ement not�e 0E = Vx2E x. En outre, undemi-treillis �ni est 
omplet (sup ou inf-
omplet) et un treillis �ni est 
omplet. �Exemple 1.16� En ajoutant l'�el�ement +1 �a Z, l'ensemble (Z [ f+1g;�) est totalement ordonn�e sup-
omplet.� En revan
he, (Q [ f+1g;�) est un ensemble totalement ordonn�e qui n'est ni sup-
ompletni inf-
omplet. Par exemple, le sous-ensemble fx 2 Q jx � p2g de Q n'a pas de plus petitmajorant dans Q . �Th�eor�eme 1.17. Un sup-demi treillis 
omplet E est un treillis 
omplet si, et seulement si, il aun plus petit �el�ement 0E.Preuve :()) si E est un treillis 
omplet alors il admet un plus petit �el�ement 0E (
f. remarque 1.15).(() supposons que E est un sup-demi-treillis sup-
omplet et poss�ede un plus petit �el�ement0E . Soit X = fx�g�2A un sous-ensemble non vide de E, et M = fm�g�2B l'ensemble desminorants de X. L'ensemble M est non vide puisque 0E 2 M . Posons m = W�2Bm�;l'�el�ement m est d�e�ni dans E puisque E est sup-
omplet.Par d�e�nition de l'ensemble M ,8x� 2 X;8m� 2M; m� � x�;ou en
ore, 8x� 2 X; m = _�2Bm� � x�:Don
 m est minorant de X, et par 
ons�equent, le plus grand des minorants de X. Toutsous-ensemble non vide de E admettant un plus grand minorant, E est un inf-demi-treillis
omplet et don
 �egalement un treillis 
omplet. 2Remarque 1.18 En raison du prin
ipe de dualit�e �enon
�e dans la remarque 1.10, on peut�enon
er le dual du th�eor�eme pr�e
�edent : un inf-demi-treillis 
omplet est un treillis 
omplet si,et seulement si, il a un plus grand �el�ement �E . �



1.1. Ensembles Ordonn�es et Treillis 19D�e�nition 1.19 (Treillis distributif) Un treillis (E;_;^) est dit distributif si les lois _ et ^distribuent l'une par rapport �a l'autre, 
'est-�a-dire sia _ (b ^ 
) = (a _ b) ^ (a _ 
) (1.3)a ^ (b _ 
) = (a ^ b) _ (a ^ 
): (1.4)D�e�nition 1.20 (Sous-Demi-Treillis, Sous-Treillis) Soit (E;_;^) un treillis. F est ditsous-_-demi-treillis de (E;_) si F � E et si F est ferm�e pour la loi _. De même, F estdit sous-treillis de E si F � E et si F est ferm�e pour les lois _ et ^.Remarque 1.21 Un sous-ensemble F d'un treillis (E;�) peut être un treillis (pour la restri
tionde l'ordre � �a F ) sans que les lois du treillis (F;�) soient 
elles du treillis (E;�), 
'est-�a-dire,sans que F soit un sous-treillis de E. Supposons (F;[;\) et (E;_;^) des treillis tels que F � Eet tels que l'ordre de F est la restri
tion de l'ordre de E �a F , 
'est-�a-dire8x; y 2 F � E; x � y () y = y _ x () y = y [ x:Les in�egalit�es suivantes sont alors v�eri��ees8x; y 2 F; x \ y � x ^ y � x _ y � x [ y:Pour illustrer 
e
i, on donne le diagramme de Hasse d'un treillis �ni (E;�) 
ontenant 6�el�ements (�g. 1.4). Les �el�ements a et b sont in
omparables suivant l'ordre � mais poss�edenta _ b 
omme borne sup et a ^ b 
omme borne inf (dans E). L'ensemble E poss�ede un �el�ementminimum 0E (ave
 a ^ b � 0E) et un �el�ement maximum �E (ave
 �E � a _ b).Si l'on 
onsid�ere le sous-ensemble F de E �egal �a F = E n fa _ b; a ^ bg (n 
orrespond �a lasoustra
tion ensembliste), alors, l'ensemble F poss�ede en
ore une stru
ture de treillis (il faut
onsid�erer les ar
s en pointill�es). Il faut n�eanmoins remarquer que ni a _ b, ni a ^ b ne sontd�e�nis dans F . Par 
ontre, l'ensemble fa; bg � F admet l'�el�ement 0E 
omme seul minorantet l'�el�ement �E 
omme seul majorant (dans F ). L'ensemble F a don
 en
ore une stru
ture detreillis, pour la restri
tion de l'ordre de E �a F , mais n'est pas un sous-treillis de E 
ar n'est pasferm�e pour _ et ^. �

sfs
ssfsfa sfba ^ ba _ b0E = a \ b

�E = a [ b
HHHH �������� HHHHJJJJJJ 

 

 



 

 

 JJJJJJ

Figure 1.4 : F : Æ et E: � ave
 F = Enfa _ b; a ^ bg



20 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES1.2 Th�eorie de la r�esiduationLa th�eorie de la r�esiduation 
on
erne le probl�eme g�en�eral de r�esolution d'in�equations de typef(x) � b (1.5)f(x) � b (1.6)d�e�nies sur des ensembles ordonn�es. Cette th�eorie permet d'�etablir l'existen
e de solutionsextr�emales (plus grande ou plus petite que toute autre solution) pour 
es in�equations. Ce
idonne une alternative �a l'inversion d'appli
ations lorsqu'une appli
ation n'est, par exemple, niinje
tive ni surje
tive.On rappelle dans la partie 1.2.1 des r�esultats 
lassiques de 
ette th�eorie. Les r�esultats li�es auxrestri
tions d'appli
ations r�esiduables sont ensuite pr�esent�es dans la partie 1.2.2. Nous d�edionsla partie 1.2.3 aux rappels des liens entre fermetures et appli
ations r�esiduables. Des travauxr�e
ents sur l'appro
he g�eom�etrique des syst�emes �a �ev�enements dis
rets [Cohen et al., 1996℄ mon-trent que 
ertaines fermetures, d�e�nies modulo une appli
ation r�esiduable, ont une signi�
ationparti
uli�ere. Nous rappelons quelques points de 
ette appro
he en 1.2.4. En�n, les r�esultatssp�e
i�ques aux appli
ations d�e�nies sur des treillis sont pr�esent�es dans la partie 1.2.5.Nous renvoyons le le
teur �a [Blyth and Janowitz, 1972℄ pour une pr�esentation approfondiede la th�eorie de la r�esiduation. Le le
teur trouvera �egalement dans [Ba

elli et al., 1992, 
hap.4℄, [Gaubert, 1992, 
hap. 0℄, [Menguy, 1997, 
hap. 1℄ et [Cohen, 1998℄ des rappels d�etaill�es sur
ette th�eorie. La r�ef�eren
e [Cohen, 1998℄ propose en outre un survol des domaines d'appli
ationde la th�eorie de la r�esiduation dans le 
adre des syst�emes (max,+) lin�eaires.1.2.1 Appli
ations Isotones, Appli
ations R�esiduablesLa th�eorie de la r�esiduation 
on
erne uniquement les appli
ations non d�e
roissantes (ou iso-tones) d�e�nies sur des ensembles ordonn�es.D�e�nition 1.22 (Appli
ations Isotones) Une appli
ation f : (E;�E)! (F;�F ) d�e�nie surdes ensembles ordonn�es est dite isotone six �E y ) f(x) �F f(y):Exemple 1.23 (Isotonie des lois de treillis) Soit (E;_;^) un treillis dont l'ordre est not�e�. La loi _ v�eri�e a � b () b = a _ b ) x _ b = x _ a _ x _ b) x _ a � x _ bet il en est de même pour la loi ^. Les lois de treillis sont don
 isotones pour l'ordre du treillis
'est-�a-dire



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 21a � b) ( x _ a � x _ bx ^ a � x ^ b : �Remarque 1.24 (Treillis non distributif) Si un treillis n'est pas distributif, les �egalit�es(1.3) et (1.4) ne sont pas v�eri��ees. En revan
he, en raison de l'isotonie des lois _ et ^,( b ^ 
 � bb ^ 
 � 
 ) ( a _ (b ^ 
) � a _ ba _ (b ^ 
) � a _ 
 ) a _ (b ^ 
) � (a _ b) ^ (a _ 
):En appliquant le prin
ipe de dualit�e on obtient don
a _ (b ^ 
) � (a _ b) ^ (a _ 
) et a ^ (b _ 
) � (a ^ b) _ (a ^ 
): (1.7)�Remarque 1.25 (Composition d'appli
ations isotones) On devra avoir �a l'esprit quel'isotonie est une propri�et�e 
onserv�ee par 
omposition d'appli
ations. �D�e�nition 1.26 (Appli
ations R�esiduables) Une appli
ation f : (E;�) ! (F;�) isotoneest dite r�esiduable, si l'�equation f(x) � b admet une plus grande solution dans E pour tout b 2 Fet dualement r�esiduable, si l'�equation f(x) � b admet une plus petite solution dans E pour toutb 2 F .Le th�eor�eme suivant fournit une 
ara
t�erisation de 
es appli
ations.Th�eor�eme 1.27. Soit f : (E;�)! (F;�) une appli
ation isotone. Sont �equivalents(i) f est r�esiduable.(ii) il existe une appli
ation isotone h : F ! E telle que f Æ h � IdF et h Æ f � IdE.De même, sont �equivalents(i') f est dualement r�esiduable.(ii') il existe une appli
ation isotone h0 : F ! E telle que f Æ h0 � IdF et h0 Æ f � IdE.Preuve : on donne uniquement la preuve de l'�equivalen
e (i) () (ii), la preuve de (i0) ()(ii0) s'�etablissant de mani�ere identique.(i)) (ii) Posons h(y) = Supfxjf(x) � yg. Puisque f est r�esiduable, h est d�e�nie pour touty 2 F . Par d�e�nition de h, et 
ar f est isotone, 
lairement on a f(h(y)) � y 
'est-�a-diref Æ h � IdF . Soit y0 � y, alorsf Æ h(y0) � y0 � y ) h(y0) 2 fxjf(x) � yg;en d'autres termes, h(y0) est solution de f(x) � y 
e qui impliqueh(y0) � Supfxjf(x) � yg = h(y):En r�esum�e, y0 � y ) h(y0) � h(y) (
.-�a-d. h est isotone):Pour �nir, h Æ f(x) = Supfx0jf(x0) � f(x)g. Puisque x 2 fx0jf(x0) � f(x)g, on aSupfx0jf(x0) � f(x)g � x qui 
onduit �a h Æ f � IdE.



22 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES(ii)) (i) Si h v�eri�e (ii), f Æ h(b) � b pour tout b 2 F , h(b) est don
 toujours solution def(x) � b. De plus, pour toute solution y 2 E v�eri�ant f(y) � b, on a h(f(y)) � h(b)puisque h est isotone, et y � h Æ f(y) en raison de (ii), 
'est-�a-dire, y � h Æ f(y) � h(b).Toute solution y de f(x) � b, et 
e pour tout b 2 F , est plus petite que h(b).L'�el�ement h(b) est don
 la plus grande solution de (1.5) pour tout b, ou en
ore f estr�esiduable. 2Remarque 1.28 (Uni
it�e de h et h0) Lorsque f est r�esiduable, l'appli
ation h v�eri�ant (ii)est unique. En e�et, supposons qu'il existe une autre appli
ation g v�eri�ant (ii). On v�eri�ealors h = IdE Æ h � (g Æ f) Æ h = g Æ (f Æ h) � g Æ IdF = g;g = IdE Æ g � (h Æ f) Æ g = h Æ (f Æ g) � h Æ IdF = h;) h = g:Pour les mêmes raisons, l'appli
ation h0 v�eri�ant (i0) et (ii0) est unique. �Notation 1.29 (Appli
ation R�esidu�ee, Appli
ation R�esidu�ee Duale) Puisque h estunique, on notera f ℄ = h 
ette unique appli
ation, f ℄ sera dite appli
ation r�esidu�ee de f . Demême, lorsque f est dualement r�esiduable, h0 est unique et sera not�ee f [. L'appli
ation f [sera dite appli
ation r�esidu�ee duale de f . Nous noterons par la suite Res℄(E;F ) l'ensembledes appli
ations r�esiduables de E dans F et Res[(E;F ) l'ensemble des appli
ations dualementr�esiduables de E dans F .Avant de poursuivre, nous fournissons quelques exemples pour lesquels la r�esiduabilit�e estfa
ile �a v�eri�er.Exemple 1.30 (Partie enti�ere) L'inje
tion 
anonique I : Z! R est r�esiduable et dualementr�esiduable. Habituellement, on utilise les notations suivantes I℄(x) = bx
 et I[(x) = dxe. �Exemple 1.31 Consid�erons l'ensemble des entiers naturels muni de l'ordre �div d�e�ni par larelation (1.2) dans l'exemple 1:13. Consid�erons l'appli
ation f d'un sous-ensemble A � N� dansun sous-ensemble B � N� ave
 f(A) � B:f : (A;�div) ! (B;�div)x 7! 2� xLe probl�eme de r�esiduation 
on
erne i
i la r�esolution de l'�equation suivante pour tout b 2 Bf(x) = 2� x �div b:On va 
hoisir des sous-ensembles �nis A et B pour lesquels on pourra v�eri�er l'optimalit�e ou nondes solutions de (1.5) pour tout b. On prendra dans tous les 
as le même domaine de d�e�nitionA = f1; 2; 3; 4; 5; 6g.On v�eri�e tout d'abord que dans tous les 
as suivants f est isotone (pour l'ordre �div) etf(A) � B.



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 231- Si B = f2; 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12g, f(x) �div b n'admet au
une solution pour b 2 f3; 5g) f n'est pas r�esiduable.2- Si B = f2; 4; 6; 8; 10; 12g,) f est r�esiduable (et inversible) (i
i B = Imf).3- Si B = f2; 4; 6; 8; 10; 12; 14g, l'in�equation f(x) �div 14 admet x = 1 
omme plus grandesolution dans A (au sens de �div). Notons que 
ette plus grande solution ne v�eri�e pasl'�egalit�e. Dans tous les autres 
as (b 2 B et b 6= 14), l'�equation f(x) = b admet unesolution unique.) f est r�esiduable (mais non inversible). �Le th�eor�eme suivant fournit des r�esultats 
lassiques de la th�eorie de la r�esiduation auxquelson fera fr�equemment r�ef�eren
e par la suite.Th�eor�eme 1.32. Soit f : E ! F et g : F ! G deux appli
ations r�esiduables et h : H ! I uneappli
ation dualement r�esiduable.f ℄ est dualement r�esiduable et (f ℄)[ = f (1.8)h[ est r�esiduable et (h[)℄ = h (1.9)f = f Æ f ℄ Æ f et f ℄ = f ℄ Æ f Æ f ℄ (1.10)g Æ f est r�esiduable et (g Æ f)℄ = f ℄ Æ g℄ (1.11)f est inje
tive () f ℄ Æ f = IdE () f ℄ est surje
tive (1.12)f est surje
tive () f Æ f ℄ = IdF () f ℄ est inje
tive (1.13)Preuve :(1.8) D'apr�es le th�eor�eme 1.27, si f 2 Res℄(E;F ), alors f ℄ Æ f � IdE et f Æ f ℄ � IdF . Don
f ℄ v�eri�e �egalement (ii0) du th�eor�eme 1.27, f ℄ est don
 dualement r�esiduable et f est sar�esidu�ee duale.(1.9) Preuve similaire.(1.10) f 2 Res℄(E;F )) f Æf ℄ � IdF (th. 1.27). Puique f est isotone, f Æf ℄Æf � IdF Æf = f .Inversement, f ℄Æf � IdE, don
 par isotonie de f , f Æf ℄Æf � f ÆIdE = f . La d�emonstrationde l'�egalit�e f ℄ = f ℄ Æ f Æ f ℄ est similaire.(1.11) Puisque g et f sont isotones (
ar r�esiduables), g Æ f et f ℄ Æ g℄ sont �egalement isotones(
f. remarque 1.25). De plus, puisque f 2 Res℄(E;F ) et g 2 Res℄(F;G), alors d'apr�es leth�eor�eme 1.27, d'une part g Æ (f Æ f ℄) Æ g℄ � g Æ IdF Æ g℄ = g Æ g℄ � IdG; et d'autre part,f ℄ Æ (g℄ Æg)Æf � f ℄ Æ IdF Æf = f ℄ Æf � IdE. Puisque l'appli
ation h v�eri�ant g Æf Æh � IdGet h Æ g Æ f � IdE est unique (remarque 1.28), alors g Æ f 2 Res℄(E;G) et (g Æ f)℄ = f ℄ Æ g℄.(1.12) (f ℄ Æ f = IdE ) f ℄ est surje
tive) 8x 2 E; f ℄ Æ f(x) = x implique E = Imf ℄,
.-�a-d. f ℄ est surje
tive.



24 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES(f ℄ Æ f = IdE ( f ℄ est surje
tive) Inversement, si f ℄ est surje
tive, pour tout y 2E, il existe x 2 F tel que f ℄(x) = y don
 f ℄ Æf(y) = f ℄ Æf Æf ℄(x) = f ℄(x) = y (appli
ationde (1.10)).(f ℄ Æ f = IdE ) f est inje
tive) f(x) = f(y)) x = f ℄ Æ f(x) = f ℄ Æ f(y) = y don
f est inje
tive.(f ℄ Æ f = IdE ( f est inje
tive) Si f est inje
tive, pour tout x l'�egalit�e suivantef Æ (f ℄ Æ f(x)) = f(x) implique f ℄ Æ f(x) = x.(1.13) Preuve semblable �a (1.12). 21.2.2 Restri
tions d'appli
ationsOn entend par restri
tion d'une appli
ation la restri
tion de son domaine et/ou de son
odomaine de d�e�nition. On 
her
he �a d�eterminer i
i des 
as o�u la propri�et�e de r�esiduabilit�eest 
onserv�ee apr�es restri
tion, ou �a l'inverse, des 
as o�u la restri
tion d'une appli
ation nonr�esiduable devient r�esiduable.Plus pr�e
is�ement, les probl�emes �etudi�es i
i sont les suivants. Soit f : (E;�) ! (F;�) uneappli
ation d�e�nie sur des ensembles ordonn�es. On s'int�eresse d'une part �a la restri
tion de f �aun domaine A � E et d'autre part �a la restri
tion de f �a un 
odomaine B tel que Imf � B � F .Les questions trait�ees i
i sont :a- Si f est r�esiduable, la restri
tion de f au domaine A l'est-elle �egalement ?b- Si f n'est pas r�esiduable, existe-t-il une restri
tion de f �a un 
odomaine B (tel que Imf �B � F ) qui soit r�esiduable ?� La premi�ere question est li�ee �a un probl�eme de 
ontrainte sur les solutions de l'�equationf(x) � b. Si f est r�esiduable, l'�equation pr�e
�edente admet toujours f ℄(b) 
omme plusgrande solution. Cependant, si l'on 
ontraint x �a appartenir �a un sous-ensemble "admis-sible" de solutions A, le probl�eme a-t-il toujours une solution optimale dans A?� Le se
ond probl�eme est un peu di��erent. Sa
hant que f n'est pas r�esiduable, s'int�eresser �aune restri
tion de f �a un 
odomaine B qui le soit revient �a 
her
her si f(x) � b admet dessolutions dont l'optimalit�e est garantie seulement pour 
ertains �el�ements b 2 B (et nonpour tout b 2 F ). Ce probl�eme n'a naturellement de sens que si Imf � B.Les notations introduites i
i s'inspirent de 
elles utilis�ees par Wonham dans [Wonham, 1979℄.D�e�nition 1.33 (Restri
tion d'une appli
ation �a un domaine A) Soit f : E ! F etA � E. Nous noterons fjA l'appli
ation d�e�nie de A dans F , v�eri�antfjA = f Æ IdjA



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 25o�u IdjA repr�esente l'inje
tion 
anonique de A dans E. L'appli
ation fjA sera appel�ee restri
tionde f au domaine A. Le diagramme suivant 
ommute1
A6E F-���3IdjA ffjARemarque 1.34 On pourra remarquer qu'une inje
tion 
anonique sera dor�enavant not�ee
omme la restri
tion d'une appli
ation identique. Notamment, l'inje
tion 
anonique de A dansE est aussi la restri
tion de l'appli
ation identique sur E (IdE) au domaine A, not�ee IdE jA ouplus simplement IdjA puisqu'il n'y pas d'ambiguit�e. �D�e�nition 1.35 (Restri
tion d'une appli
ation �a un 
odomaine B) Soit f : E ! F etImf � B � F . Nous noterons Bjf l'appli
ation d�e�nie de E dans B par l'�egalit�ef = IdjB Æ Bjfo�u IdjB repr�esente l'inje
tion 
anonique de B dans F . L'appli
ation Bjf sera dite restri
tion def au 
odomaine B. Le diagramme suivant 
ommute.

B6E F-QQQs IdjBfBjfOn repr�esente via Bjf l'a
tion de f non plus par rapport �a F tout entier, mais seulement parrapport �a un sous-ensemble B in
luant l'image de f .D�e�nition 1.36 (Restri
tion double) Soit f : E ! F , A � E et f(A) � B � F . Nousnoterons BjfjA l'appli
ation d�e�nie de A dans B par l'�egalit�efjA = IdjB Æ BjfjA:Le diagramme suivant 
ommute.
A6 BIdjA 6E F- IdjBfBjfjA-1un tel diagramme est dit 
ommutatif lorsque les di��erentes appli
ations permettant d'aller d'un point dudiagramme �a un autre sont �egales



26 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESRemarque 1.37 Puisque tous les diagrammes pr�e
�edents 
ommutent, l'�egalit�e suivante est�egalement v�eri��ee BjfjA = Bjf Æ IdjA:D'autre part, pour Imf � B � F , on peut remarquer qu'il est toujours possible d'�etablir lad�e
omposition suivante Bjf = BjIdjImf Æ Imf jf:Le diagramme suivant montre don
 plusieurs d�e
ompositions d'une appli
ation, 
e qui nouspermet �egalement de nous familiariser ave
 les notations d'appli
ations restreintes.
Imf

E BF66BjIdjImfIdjB-�����RHHHHHjfBjfImf jf �Remarque 1.38 (Isotonie des appli
ations restreintes) Soit une appli
ation f : (E;�)!(F;�). Quels que soient A � E et B � F , les sous-ensembles (A;�) et (B;�) sont ordonn�espour l'ordre � restreint �a A et B respe
tivement. Lorsque f est isotone, on v�eri�e fa
ilementque les restri
tions fjA, Bjf et BjfjA le sont �egalement. Autrement dit, la propri�et�e d'isotonieest 
onserv�ee par restri
tion. �L'introdu
tion de 
es restri
tions d'appli
ation 
onduit dire
tement aux r�esultats de la propo-sition suivante.Proposition 1.39. Soit f : (E;�)! (F;�). Les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :(i) si f est r�esiduable alors, pour tout sous-ensemble B de F tel que Imf � B � F ,l'appli
ation Bjf est r�esiduable et (Bjf)℄ = f ℄ Æ IdjB = (f ℄)jB :(i') si f est dualement r�esiduable alors, pour tout sous-ensemble B de F tel que Imf � B � F ,l'appli
ation Bjf est dualement r�esiduable et(Bjf)[ = f [ Æ IdjB = (f [)jB :(ii) si f est r�esiduable alors, pour tout sous-ensemble A de E tel que Imf ℄ � A � E,l'appli
ation fjA est r�esiduable et (fjA)℄ = Ajf ℄:(ii') si f est dualement r�esiduable alors, pour tout sous-ensemble A de E tel que Imf ℄ � A �E, l'appli
ation fjA est dualement r�esiduable et(fjA)[ = Ajf [:



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 27Preuve :(i) si f est r�esiduable alors Bjf est isotone (
f. remarque 1.38). De plus si f 2 Res℄(E;F ),8b 2 F; f ℄(b) est la plus grande solution de f(x) � b. En parti
ulier, pour tout b 2 B � F ,il existe une plus grande solution �a f(x) � b. L'appli
ation Bjf est don
, par d�e�nition,r�esiduable. Sa r�esidu�ee (Bjf)℄ est simplement la restri
tion de f ℄ au domaine B not�ee(f ℄)jB .(i0) preuve similaire.(ii) si f 2 Res℄(E;F ) alors f ℄ 2 Res[(F;E) (d'apr�es (1.8)). En 
ons�equen
e, d'apr�es (i0), siA est tel que Imf ℄ � A � E, alors Ajf ℄ 2 Res[(F;A) et (Ajf ℄)[ = ((f ℄)[)jA = fjA (d'apr�es(1.8)). Autrement dit (d'apr�es (1.9)), fjA est r�esiduable et (fjA)℄ = Ajf ℄.(ii0) preuve similaire. 2Proposition 1.40. Soit f : (E;�)! (F;�).(i) soit A � E. Si f est r�esiduable et si l'inje
tion 
anonique IdjA est r�esiduable alors fjA estr�esiduable et (fjA)℄ = (IdjA)℄ Æ f ℄:(i') soit A � E. Si f est dualement r�esiduable et si l'inje
tion 
anonique IdjA est dualementr�esiduable alors fjA est dualement r�esiduable et(fjA)[ = (IdjA)[ Æ f [:Preuve :(i) si f et IdjA sont r�esiduables, d'apr�es (1.11), leur 
omposition est �egalement r�esiduable et(fjA)℄ = (f Æ IdjA)℄ = (IdjA)℄ Æ f ℄:(ii) preuve analogue. 2Remarque 1.41 (R�esiduation Contrainte) Les r�esultats des propositions 1.39 et 1.40 don-nent un �el�ement de r�eponse au probl�eme de r�esiduation 
ontrainte2 que l'on reformule de lamani�ere suivante: si f est r�esiduable et Imf ℄ � A, alors le probl�eme 
ontraint (1.14)( f(x) � b; b 2 Fx 2 A (domaine admissible) (1.14)admet une solution optimale (admissible) donn�ee par appli
ation dire
te du point (ii) de laproposition 1.39.D'autre part, pour un sous-ensemble quel
onque A � E (n'in
luant pas n�e
essairement Imf ℄)si IdjA est r�esiduable, par appli
ation de la proposition 1.40, on a (fjA)℄ = (IdjA)℄ Æ f ℄. Leprobl�eme 
ontraint (1.14) admet alors �egalement une solution optimale. �2
ette d�enomination provient de [Cohen, 1998, x1.3℄



28 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESProposition 1.42 (D�e
omposition en appli
ations r�esiduables) Si f : E ! F et g :F ! G sont deux appli
ations isotones telles que g Æ f est r�esiduable, alors gjImf est r�esiduable.De plus, si f est r�esiduable, il est possible de fa
toriser g Æ f en appli
ations r�esiduables :gjImf 2 Res℄(Imf;G) et Imf jf 2 Res℄(E; Imf)(g Æ f)℄ = (gjImf Æ Imf jf)℄ = (Imf jf)℄ Æ (gjImf )℄:Preuve : Si g Æ f est r�esiduable, d'apr�es le th�eor�eme 1.27 on peut �e
riregjImf Æ (Imf jf Æ (g Æ f)℄) = g Æ f Æ (g Æ f)℄ � IdG:De même, toujours en a

ord ave
 le th�eor�eme 1.27, on a(g Æ f)℄ Æ g Æ f � IdE ;et puisque f est isotone (par hypoth�ese), f Æ (g Æ f)℄ Æ g Æ f � f , 
e qui est �equivalent �a8a 2 E; f Æ (g Æ f)℄ Æ g Æ f(a) � f(a):La derni�ere relation peut se lire �egalement8� 2 Imf; f Æ (g Æ f)℄ Æ g(�) � �;ou di��eremment,Imf jf Æ (g Æ f)℄ Æ gjImf � Imf jIdjImf = IdImf (appli
ation identique sur Imf):Il existe don
 une appli
ation isotone telle que gjImf v�eri�e le point (ii) du th�eor�eme 1.27.L'appli
ation gjImf est don
 r�esiduable et sa r�esidu�ee est (gjImf )℄ = Imf jf Æ (g Æ f)℄.Si de plus f est r�esiduable, d'apr�es la proposition 1.39, Imf jf est r�esiduable et la d�e
ompositionest alors une appli
ation de (1.11). 2Le diagramme 
ommutatif 
orrespondant �a 
ette d�e
omposition est le suivant :
Imf6E F G- -���3QQQs IdjImff gImf jf gjImfg Æ f 2 Res℄(E;G) ) gjImf 2 Res℄(Imf;G)g Æ f 2 Res℄(E;G) et f 2 Res℄(E;F ) ) Imf jf 2 Res℄(E; Imf) et gjImf 2 Res℄(Imf;G)Corollaire 1.43. Si f : E ! F est r�esiduable, alors il est possible de fa
toriser f en appli
a-tions r�esiduables IdjImf 2 Res℄(Imf; F ) et Imf jf 2 Res℄(E; Imf). On a don
f = IdjImf Æ Imf jf et f ℄ = (Imf jf)℄ Æ (IdjImf )℄



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 29Preuve : Il suÆt de poser g = IdF dans la proposition 1.42. 2
Imf6E F-QQQs IdjImffImf jff 2 Res℄(E;F )) Imf jf 2 Res℄(E; Imf) et IdjImf 2 Res℄(Imf; F )Remarque 1.44 En g�en�eral, la r�esiduabilit�e de l'appli
ation g Æ f ne permet pas d'aÆrmerque g est r�esiduable, et 
e, même si f est r�esiduable, 
.-�a-d.g Æ f 2 Res℄(E;G) 6) f 2 Res℄(E;F ) et g 2 Res℄(F;G):N�eanmoins, la proposition 1.42 donne une restri
tion de g r�esiduable quelle que soit l'appli
ationf . �Remarque 1.45 Si f est r�esiduable, toute restri
tion Bjf (ave
 Imf � B) est r�esiduable (
f.proposition 1.39). Notons que f peut se fa
toriser en f = IdjB Æ Bjf ; 
ependant, l'inje
tion
anonique IdjB n'est pas n�e
essairement r�esiduable. En revan
he, l'appli
ation Bjf peut sefa
toriser en appli
ations r�esiduables d'apr�es la proposition 1.42 et le 
orollaire 1.43 : Bjf =BjIdjImf Æ Imf jf ave
 BjIdjImf 2 Res℄(Imf;B) et Imf jf 2 Res℄(E; Imf). Autrement dit, pour toutB tel que Imf � B � F , la r�esiduabilit�e de f 
onduit don
 �a la r�esiduabilit�e de l'inje
tion
anonique BjIdjImf , mais pas n�e
essairement �a 
elle de IdjB. �Remarque 1.46 (R�esiduation Partielle) Par la suite on ren
ontrera des appli
ationsf : E ! F non r�esiduables pour lesquelles on peut montrer que Imf jf est r�esiduable. Celasigni�e que l'in�equation f(x) � b (1.5) n'admet de solution optimale que pour 
ertains se
ondsmembres b 2 F , notamment lorsque b 2 Imf .Mais, la r�esiduabilit�e de Imf jf n'implique pas n�e
essairement qu'il s'agisse de la seule res-tri
tion r�esiduable de f . Compte tenu des r�esultats pr�e
�edents (
f. 
orollaire 1.43), dire que fn'est pas r�esiduable, alors que Imf jf l'est, signi�e simplement que l'inje
tion 
anonique IdjImf :Imf ! F n'est pas r�esiduable.D'un point de vue purement ensembliste, on peut supposer n�eanmoins qu'il existe des�el�ements b 2 FnImf tels que (1.5) admette une solution optimale. Selon l'ordre d'in
lusion,il existe alors un plus grand ensemble B � F v�eri�ant Imf � B � F et tel que Bjf soitr�esiduable : B est simplement l'ensemble des �el�ements b tels que f(x) � b admette une solutionoptimale.Trouver l'ensemble B revient en quelque sorte �a d�eterminer la "plus petite restri
tion" detype Bjf , ou en
ore la restri
tion Bjf la "moins res
tri
tive", qui soit r�esiduable. L'ensemble Best alors �egalement le plus grand sous-ensemble de F v�eri�ant que l'inje
tion 
anonique BjIdjImfest r�esiduable (
f. remarque 1.45). �



30 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES1.2.3 FermeturesNous �etudions i
i une 
lasse parti
uli�ere d'appli
ations isotones : les fermetures. Les r�esultatsde la th�eorie de la r�esiduation sp�e
i�ques �a 
ette 
lasse d'appli
ations sont fournis dans unpremier temps (th�eor�eme 1.49). Ensuite, le th�eor�eme 1.50 montre qu'une fermeture peut toujourss'exprimer modulo une appli
ation r�esiduable.D�e�nition 1.47 (Fermeture, Fermeture Duale) On appelle fermeture une appli
ation iso-tone f : E ! E v�eri�ant f Æ f = f � IdE et fermeture duale une appli
ation isotone g : E ! Ev�eri�ant g Æ g = g � IdE :Lemme 1.48. Soit f : E ! E une appli
ation r�esiduable. On v�eri�e alors,(i) f � IdE () f ℄ � IdE(ii) f � IdE () f ℄ � IdE :Preuve :(i) f ℄ �etant isotone, f � IdE implique f ℄ Æ f � f ℄. De plus, puisque f est r�esiduable,IdE � f ℄ Æ f . Finalement IdE � f ℄ Æ f � f ℄. R�e
iproquement, IdE � f ℄ implique, parisotonie de f , f � f Æ f ℄ � IdE.(ii) preuve similaire. 2Th�eor�eme 1.49. Soit f : E ! E une appli
ation r�esiduable. Sont �equivalents(i) f est une fermeture.(ii) f ℄ est une fermeture duale.(iii) f ℄ = f Æ f ℄.(iv) f = f ℄ Æ f:Preuve :(i)) (ii) f = f Æ f (f est une fermeture) ) f ℄ = (f Æ f)℄ = f ℄ Æ f ℄ (d'apr�es (1.11)). Deplus, le lemme 1.48 indique f � IdE ) f ℄ � IdE . Si f est une fermeture, l'appli
ation f ℄est alors une fermeture duale.(ii)) (iii) si f ℄ est une fermeture duale, alors f Æ f ℄ = f Æ f ℄ Æ f ℄ � IdE Æ f ℄ = f ℄. De même,si f ℄ est une fermeture duale alors f ℄ � IdE et, d'apr�es le lemme 1.48, f � IdE. Don
, parisotonie de f ℄, f Æ f ℄ � f ℄, d'o�u l'�egalit�e.(iii)) (iv) f ℄ = f Æ f ℄ ) f ℄ Æ f = f Æ f ℄ Æ f = f (par appli
ation de (1.10)).(iv)) (i) f ℄ Æ f � IdE , puisque f est r�esiduable (th. 1.27), don
 (iv) implique f � IdE .D'autre part, (iv) implique �egalement f Æ f = f Æ f ℄ Æ f = f (
f. (1.10)), 
e qui implique�nalement que f est une fermeture.



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 312Th�eor�eme 1.50. Soit f : E ! E une appli
ation isotone. Sont �equivalents(i) f est une fermeture(ii) il existe un ensemble ordonn�e B, et une appli
ation g : E ! B r�esiduable,telle que f = g℄ Æ g:Nous introduisons une d�e�nition pour montrer le th�eor�eme pr�e
�edent. Elle provient de[Cohen et al., 1996℄ et sera r�eutilis�ee par la suite.D�e�nition 1.51 (Noyau de f) Soit f : (E;�)! (F;�) une appli
ation isotone. D�e�nissonsla relation d'�equivalen
e x ker f� y () f(x) = f(y):On dira que (x; y) appartient au noyau de f , not�e ker f , si x ker f� y. L'ensemble quotient E= ker fest par d�e�nition l'ensemble des 
lasses d'�equivalen
e modulo ker f . Une 
lasse de E= ker f seranot�ee [x℄f .Lemme 1.52. Soit f : E ! E une fermeture. Alors, 8x 2 E, f(x) est le plus grand �el�ementde [x℄f .Preuve : Puisque f est une fermeture, f(x) = f Æ f(x), 
'est-�a-dire, f(x) 2 [x℄f . De plus, tout�el�ement y 2 [f(x)℄f v�eri�e y � f(y) = f(x) puisque par d�e�nition f � IdE . L'�el�ement f(x)appartient don
 �a la 
lasse [x℄f et en est le plus grand �el�ement. 2Preuve (Th�eor�eme 1.50): Cette preuve s'inspire de 
elle trouv�ee dans[Blyth and Janowitz, 1972, Th. 2.7℄.(ii)) (i) g℄ Æ g = g℄ Æ (g Æ g℄ Æ g) (
f. (1.10)) et g℄ Æ g � IdE puisque g est r�esiduable.L'appli
ation f = g℄ Æ g est don
 une fermeture d�e�nie sur E.(i)) (ii) Le lemme 1.52 indique que 
haque 
lasse de E= ker f dispose d'un repr�esentant
anonique dans E qui est le plus grand �el�ement de la 
lasse. On peut don
 d�e�nir unerelation d'ordre dans E= ker f �a partir de l'ordre de E de la mani�ere suivante[x℄f � [y℄f () f(x) � f(y):La surje
tion 
anonique S : E ! E= ker fx 7! [x℄fest alors isotone.Comme 
ela a �et�e dit pr�e
�edemment, 
haque 
lasse [x℄f de E= ker f a un repr�esentant
anonique qui est f(x), on peut don
 d�e�nir l'inje
tion 
anonique suivante de E= ker f dansE I : E= ker f ! E[x℄f 7! f(x)



32 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESOn v�eri�e alors, ( I Æ S(x) = f(x) � xS Æ I([x℄f ) = S(f(x)) = [f(x)℄f = [x℄fDon
 I Æ S � IdE et S Æ I = IdE= ker f :Don
 S est r�esiduable et (S)℄ = I. L'appli
ation f s'e
rit par 
ons�equent f = S℄ Æ S. 2On a de plus le r�esultat suivant qui est simplement une reformulation du lemme 1.52.Proposition 1.53. Soit f : E ! E une fermeture. La restri
tion Imf jf est r�esiduable et sar�esidu�ee (Imf jf)℄ = IdjImfest l'inje
tion 
anonique de Imf dans E.Si f est une fermeture duale, la restri
tion Imf jf est dualement r�esiduable et(Imf jf)[ = IdjImf :Preuve : D'apr�es le lemme 1.52, si f est une fermeture, alors 
haque 
lasse [x℄f de E= ker fadmet f(x) 
omme plus grand �el�ement. Autrement dit, si f est une fermeture et si b 2 Imfalors f(x) � b admet b 
omme plus grande solution.De la même mani�ere, on montre que, pour f une fermeture duale, f(x) est le plus petit�el�ement de la 
lasse [x℄f de E= ker f (dual du lemme 1.52). Exprim�e di��eremment, si f est unefermeture duale et si b 2 Imf alors f(x) � b admet b 
omme plus petite solution. 2Remarque 1.54 D'apr�es la proposition 1.53, en posant g = Imf jf , une fermeture f s'�e
rit�egalement f = IdjImf Æ Imf jf = (Imf jf)℄ Æ Imf jf = g℄ Æ g:La d�e
omposition du th�eor�eme 1.50 n'est don
 pas unique. �1.2.4 Proje
teurs modulo des appli
ations r�esiduablesR�e
emment, [Cohen et al., 1996℄ ont montr�e l'importan
e de 
ertaines fermetures et ferme-tures duales form�ees �a partir d'appli
ations r�esiduables. En e�et, les appli
ations f Æ f ℄ etf ℄ Æ f sont des proje
teurs3 parti
uliers dans Imf et Imf ℄ respe
tivement. Nous rappelons i
iquelques-uns des r�esultats propos�es dans [Cohen et al., 1996℄. Les notations utilis�ees 
i-apr�essont �egalement issues de 
ette r�ef�eren
e.Notation 1.55 (Proje
teurs �f et �f) Soit f : E ! F une appli
ation r�esiduable. Ond�e�nit �f et �f les proje
teurs suivants�f = f Æ f ℄ et �f = f ℄ Æ f:3on entend par proje
teur une appli
ation � v�eri�ant � = � Æ�



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 33Le th�eor�eme 1.50 montre que �f est une fermeture (sur E). De même, on v�eri�e fa
ilement que�f = �f Æ �f � IdF est une fermeture duale (sur F ).Lemme 1.56. Soit f : E ! F une appli
ation r�esiduable. AlorsIm�f = Imf et Im�f = Imf ℄ (1.15)ker�f = ker f et ker�f = ker f ℄ (1.16)Preuve :(1.15) Im(f Æ f ℄) � Imf ) Im�f � Imf . D'autre part (1.10) donne f Æ f ℄ Æ f = �f Æ f = f) Imf = Im(�f Æ f) � Im�f . L'�egalit�e Im�f = Imf ℄ se montre en remarquant toutd'abord Im�f � Imf ℄ et, d'apr�es (1.10), �f Æ f ℄ = f ℄ ) Imf ℄ � Im�f .(1.16) f(x) = f(y) ) f ℄ Æ f(x) = f ℄ Æ f(y). Don
 ker f � ker�f . Inversement, si (x; y) 2ker�f ) f ℄Æf(x) = f ℄Æf(y). D'apr�es (1.10) on a don
 f Æf ℄Æf(x) = f(x) = f Æf ℄Æf(y) =f(y)) (x; y) 2 ker f . Soit ker �f � ker f , d'o�u l'�egalit�e. 2Th�eor�eme 1.57. Soit f : E ! F une appli
ation r�esiduable.(i) 8b 2 F , �f (b) est le plus grand �el�ement de Imf inf�erieur ou �egal �a b.(ii) 8x 2 E, �f (x) est le plus grand �el�ement de la 
lasse [x℄f .Preuve :(i) en appliquant la proposition 1.53, puisque �f est une fermeture duale, alors Im�f j�f estdualement r�esiduable et (Im�f j�f )[ = IdjIm�f . Or, d'apr�es le lemme 1.56, Im�f = Imf ,don
 (Im�f j�f )[ = IdjImf . D'apr�es (1.9), Im�f j�f = (IdjImf )℄, 
.-�a-d. l'inje
tion de Imf dansF est r�esiduable et sa r�esidu�ee est la restri
tion du proje
teur �f �a son image.(ii) il faut remarquer que �f est une fermeture, que ker f = ker�f (lemme 1.56) et appliquerle lemme 1.52. 2Remarque 1.58 Compte tenu des r�esultats du lemme 1.56 et du th�eor�eme 1.57, �f est appel�eproje
teur sur Imf parall�element au noyau ker f dans [Cohen et al., 1996℄. De même, �f est unproje
teur sur Imf ℄. On peut illustrer 
ette notion de proje
tion dans l'image de f et f ℄ par lesdiagrammes 
ommutatifs suivants:E f - F E � f ℄ F	�����Imf℄jf ℄ �����Imf jf RImf ℄Im�f j�f ? ImfIm�f j�f? �



34 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES1.2.5 Morphismes de TreillisOn s'int�eresse i
i �a l'a
tion des appli
ations r�esiduables par rapport aux lois de treillis.D�e�nition 1.59 (Sup-homomorphisme, Inf-homomorphisme) Soit f : E ! F . Si(E;_) et (F;[) sont deux sup-demi-treillis, l'appli
ation f sera dite sup-homomorphisme si8a; b 2 E; f(a _ b) = f(a) [ f(b).Si (E;^) et (F;\) sont deux inf-demi-treillis, l'appli
ation f sera dite inf-homomorphisme si8a; b 2 E; f(a ^ b) = f(a) \ f(b).D�e�nition 1.60 (Sup-homomorphisme Complet, Inf-homomorphisme Complet)Soit (E;_) et (F;[) deux sup-demi-treillis. L'appli
ation f : E ! F est un sup-homomorphisme 
omplet si f est sup-homomorphisme et si pour toute famille non vide fx�g�2Ade E pour laquelle W�2A x� existe, alors S�2A f(x�) existe etf(_�2Ax�) = [�2A f(x�):Soit (E;^) et (F;\) deux inf-demi-treillis. L'appli
ation f : E ! F est un inf-homomorphisme
omplet si f est un inf-homomorphisme et si pour toute famille non vide fx�g�2A de E pourlaquelle V�2A x� existe, alors T�2A f(x�) existe etf(�̂2Ax�) = \�2A f(x�):Remarque 1.61 Il faut remarquer dans 
ette d�e�nition qu'un sup-homomorphisme peut être
omplet sans que les sup-demi-treillis sur lesquels le sup-homomorphisme est d�e�ni ne soient
omplets. �Th�eor�eme 1.62. Si f : (E;_)! (F;[) est une appli
ation r�esiduable sur des sup-demi-treillis,alors f est un sup-homomorphisme 
omplet. De même, si f : (E;^)! (F;\) est une appli
ationdualement r�esiduable sur des inf-demi-treillis, alors f est un inf-homomorphisme 
omplet.Preuve : Soit fx�g�2A une famille d'�el�ements de E pour laquelle x = W�2A x� existe. Puisquef est isotone, 8� 2 A, f(x) � f(x�). L'�el�ement f(x) est don
 un majorant (dans F ) del'ensemble R = ff(x�)g�2A.Prenons y 2 F un majorant de R. Comme f est r�esiduable, f ℄ Æ f � IdE et don
 8� 2A; f ℄(y) � f ℄ Æ f(x�) � x�, en parti
ulier f ℄(y) � W�2A x� = x. Par 
ons�equent, par isotoniede f , f Æ f ℄(y) � f(x) et puisque f est r�esiduable, y � f Æ f ℄(y) � f(x). Tout majorant y de Rmajore f(x) �egalement. Autrement dit, f(x) est le plus petit des majorants de R. Puisque Fest un sup-demi-treillis on a f(x) = S�2A f(x�). 2Au vu de 
e th�eor�eme, une appli
ation f r�esiduable est n�e
essairement un sup-homomor-phisme (
omplet), 
'est-�a-dire l'image du Sup d'un ensemble (lorsqu'il existe) est le Sup del'image de 
et ensemble.Cette propri�et�e de 
onservation du Sup reste vraie �egalement lorsque le 
odomaine del'appli
ation r�esiduable n'est pas un sup-demi-treillis. Dans 
e 
as, si f : E ! F est r�esiduable



1.2. Th�eorie de la r�esiduation 35et E est un sup-demi-treillis, on v�eri�e alors que l'image de f a elle-même n�e
essairement unestru
ture de sup-demi-treillis, et 
e, même si F n'est pas un demi-treillis. Ce
i est pr�esent�e dansle r�esultat suivant.Proposition 1.63. Soit f : (E;_) ! (F;�) une appli
ation r�esiduable o�u E est un _-demi-treillis et F un ensemble partiellement ordonn�e. Alors, Imf est un sup-demi-treillis pour la loif~_ de�nie sur Imf par 8a; b 2 Imf; a f~_ b = f(f ℄(a) _ f ℄(b)):Preuve : Soit fy�g�2A un sous-ensemble �ni de Imf , 
'est-�a-dire 8� 2 A, 9a 2 E tel quef(a) = y�.1. f(W�2A f ℄(y�)) est un majorant de fy�g�2A.D'apr�es (1.10), 8� 2 A;9a 2 E; f Æ f ℄(y�) = f Æ f ℄ Æ f(a) = f(a) = y�. Par ailleurs,puisque E est un _-demi-treillis et que A est un ensemble �ni, W�2A f ℄(y�) est d�e�ni dansE et par isotonie de f 8� 2 A; f(_�2A f ℄(y�)) � f Æ f ℄(y�) = y�:Dans l'ensemble (Imf;�), f(W�2A f ℄(y�)) est don
 un majorant de fy�g�2A.2. f(W�2A f ℄(y�)) est le plus petit des majorants de fy�g�2A.Tout majorant z 2 Imf de l'ensemble fy�g�2A v�eri�e, en raison de l'isotonie de f ℄,8� 2 A; z � y� ) f ℄(z) � f ℄(y�):En parti
ulier, puisque E est un sup-demi-treillis,f ℄(z) � _�2A f ℄(y�):Finalement, puisque z 2 Imf , f Æ f ℄(z) = z et par isotonie de ff Æ f ℄(z) = z � f(_�2A f ℄(y�)):Don
 f( W�2A f ℄(y�)) est le plus petit majorant (dans Imf) de tout sous-ensemble �nify�g�2A de Imf . Le sous-ensemble Imf a don
 une stru
ture de sup-demi-treillis pourl'ordre de F restreint �a Imf . 2Remarque 1.64 Pour la proposition pr�e
�edente, il n'est pas n�e
essaire que F ait une stru
turede sup-demi-treillis. En revan
he, si (F;[) est un sup-demi-treillis, on v�eri�e fa
ilement que laloi sup f~_ d�e�nie sur Imf v�eri�e d'apr�es le th�eor�eme 1.62,8a; b 2 Imf; a f~_ b = f(f ℄(a) _ f ℄(b)) = f Æ f ℄(a) [ f Æ f ℄(b) = a [ b:Autrement dit, Imf est alors un sous-[-demi-treillis de F , 
'est-�a-dire, a; b 2 Imf ) a[ b 2 Imf .�



36 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESProposition 1.65. Soit f : (E;_) ! (F;\) une appli
ation r�esiduable o�u E est un sup-demi-treillis et F un inf-demi-treillis. Alors, (Imf; f~_; f~\) est un treillis en posant8a; b 2 Imf; a f~_ b = f(f ℄(a) _ f ℄(b)) et a f~\ b = �f (a \ b) = f Æ f ℄(a \ b):Preuve : (Imf; f~_) est un sup-demi-treillis en a

ord ave
 la proposition 1.63. De plus, puisqueF est un inf-demi-treillis, 8a; b 2 Imf , a \ b 2 F est le plus grand minorant de fa; bg (dansF ). Mais a \ b n'appartient pas n�e
essairement �a Imf . En revan
he, d'apr�es le th�eor�eme 1.57,�f (a \ b) est le plus grand �el�ement de Imf inf�erieur �a a \ b. Par 
ons�equent, �f (a \ b) est laborne inf de l'ensemble fa; bg dans (Imf;�). En a

ord ave
 la d�e�nition 1.11, Imf a don
 unestru
ture de treillis pour les lois f~_ et f~\. 2Proposition 1.66. Soit f : (E;_;^) ! (F;�) une appli
ation r�esiduable ave
 E un treillis
omplet et F un ensemble partiellement ordonn�e. Alors, (Imf; f~_) est un treillis 
omplet.Preuve : La preuve de la proposition 1.63 s'�etend aux ensembles �eventuellement in�nis, 
'est-�a-dire si E est 
omplet, on peut montrer que les sous-ensembles (�nis ou in�nis) de Imf ont unplus petit majorant. (Imf; f~_) est don
 un sup-demi-treillis sup-
omplet. De plus, puisque E est
omplet, il admet un plus petit �el�ement 0E . Par 
ons�equent, f(0E) 2 Imf et 8x� 2 E; x� �0E ) f(x�) � f(0E) par isotonie de f . Don
 f(0E) est le plus petit �el�ement de Imf . Parappli
ation du th�eor�eme 1.17, Imf a don
 une stru
ture de treillis 
omplet. 2Remarque 1.67 Nous rappelons que la borne inf du treillis 
omplet (Imf; f~_), not�ee f~̂ , est i
id�e�nie par a; b 2 Imf; a f~̂ b = f~_ fx 2 Imf jx � a; x � bg: �Proposition 1.68. Si f est une fermeture sur un treillis 
omplet (E;_;^), (Imf; f~_;^) est untreillis 
omplet, 
'est-�a-dire que Imf est stable par la loi ^, ou en
ore Imf est un sous-^-demi-treillis de E.Preuve : Si f est une fermeture, Imf jf est r�esiduable d'apr�es la proposition 1.53. Par 
ons�equent,si E est un treillis 
omplet, puisque l'image de l'appli
ation Imf jf est simplement Imf , il d�e
oulede la proposition 1.66 que (Imf; f~_) est un treillis 
omplet.En outre, si a; b 2 Imf , d'une part f(a ^ b) � a ^ b, puisque f � IdE , d'autre part( a ^ b � a) f(a ^ b) � f(a)a ^ b � b) f(a ^ b) � f(b) ) f(a ^ b) � f(a) ^ f(b) = a ^ b:Par 
ons�equent, si a; b 2 Imf , f(a ^ b) = a ^ b 
'est-�a-dire que a ^ b 2 Imf . 2Pour terminer sur les propri�et�es des appli
ations r�esiduables vis-�a-vis des lois de treillis, leth�eor�eme suivant 
ara
t�erise les appli
ations r�esiduables d�e�nies sur des treillis 
omplets.



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 37Th�eor�eme 1.69. Soit f : E ! F d�e�nie sur des treillis 
omplets. L'appli
ation f est r�esiduablesi, et seulement si, f est un sup-homomorphisme 
omplet et f(0E) = 0F .Preuve :()) si f est r�esiduable, alors d'apr�es le th�eor�eme 1.62, f est un sup-homomorphisme 
omplet.De plus, toute �equation f(x) � b admet au moins une solution dans E, en parti
ulierf(x) � 0F admet au moins 0E 
omme solution, or 0F est le plus petit �el�ement de F , il ya un don
 n�e
essairement �egalit�e.(() si f est un sup-homomorphisme 
omplet alors f est isotone, en e�eta � b () a = a _ b) f(a) = f(a _ b) = f(a) _ f(b) () f(a) � f(b):De plus, si f(0E) = 0F alors toute �equation f(x) � b admet au moins 0E 
omme solution,par 
ons�equent l'ensemble X = fxjf(x) � bg est non vide pour tout b 2 F . De plus,Sup(X) existe puisque E est sup-
omplet. On v�eri�e en parti
ulier,f( _fxjf(x)�bg x) = _fxjf(x)�bg f(x) � bpuisque f est un sup-homomorphisme 
omplet. Autrement dit, le sup de l'ensemble dessolutions de f(x) � b est solution et 
'est la plus grande. L'appli
ation f est don
, pard�e�nition, r�esiduable. 21.3 El�ements de la th�eorie des dio��desA la di��eren
e des demi-anneaux g�en�eraux, les demi-anneaux idempotents (ou dio��des) peu-vent être munis d'une stru
ture ordonn�ee 
anonique. Un dio��deD apparâ�t naturellement 
ommeun demi-treillis (D;�). De plus, en 
ompl�etant un dio��de, 
'est-�a-dire en d�e�nissant un �el�ementmaximum, un dio��de peut être muni d'une stru
ture de treillis 
omplet.Les appli
ations x 7! a 
 x et x 7! x 
 a d�e�nies sur un dio��de 
omplet apparaissent alors
omme des sup-homomorphismes 
omplets de treillis 
omplets, et sont don
 �a 
e titre des ap-pli
ations r�esiduables. Par 
ons�equent, 
ertaines appli
ations d�e�nies sur un dio��de 
omplet D,obtenues par exemple par 
omposition des lois 
, � et d'�el�ements de D, sont r�esiduables.Notre travail sur les graphes d'�ev�enements temporis�es s'appuie essentiellement sur le 
ara
t�erer�esiduable de 
ertaines appli
ations ou de 
ertaines de leurs restri
tions. Les rappels sont don
prin
ipalement orient�es sur l'appli
ation de la th�eorie de la r�esiduation aux dio��des.1.3.1 Dio��des: d�e�nitions et exemplesD�e�nition 1.70 (Mono��de) (M;�; ") est un mono��de si � est une loi interne, asso
iative, etadmettant un �el�ement neutre " (8m 2M;m� " = "�m = m). Si la loi � est 
ommutative, lemono��de est dit 
ommutatif.



38 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESD�e�nition 1.71 (Dio��de) (D;�;
) est un dio��de si� (D;�; ") est un mono��de 
ommutatif idempotent, 8a 2 D; a� a = a.� (D;
; e) est un mono��de� la loi 
 distribue �a gau
he et �a droite par rapport �a �� " est absorbant pour la loi 
, 8a 2 D; a
 " = "
 a = ".Si (D;
; e) est un mono��de 
ommutatif, le dio��de (D;�;
) est dit 
ommutatif.Puisqu'un dio��de D b�en�e�
ie naturellement d'une stru
ture de mono��de 
ommutatif idempo-tent (D;�), D a naturellement une stru
ture de �-demi-treillis pour l'ordre suivant (
f. preuvedu th. 1.9): a � b () a = a� b: (1.17)Cet ordre, d�e�ni 
omme ordre naturel d'un dio��de, sera partiel pour 
ertains dio��des 
onsid�er�espar la suite. En parti
ulier, l'ordre d'un dio��de est total si, et seulement si,8a; b 2 D; soit a � b; soit a � b () a� b = a ou b:Puisqu'un dio��de peut être vu 
omme un �-demi-treillis, l'addition est isotone (
f. ex. 1.23)suivant l'ordre du dio��de. La multipli
ation est �egalement isotone. Par distributivit�e de la loi 
sur �, on v�eri�e en e�eta � b () a = a� b) 

 a = 

 (a� b) = (

 a)� (

 b) () 

 a � 

 b:Il en est de même pour le produit �a droite.Exemple 1.72 Alg�ebres (max,+) et (min,+)� Rmax = (R [ f�1g;max;+) ou Zmax = (Z[ f�1g;max;+) sont des dio��des 
ommutatifspour lesquels " = �1 et e = 0. L'ordre � asso
i�e �a Zmax est total et 
o��n
ide ave
 l'ordrenaturel �.� Rmin = (R [ f+1g;min;+) ou Zmin = (Z[ f+1g;min;+) sont des dio��des 
ommutatifspour lesquels " = +1 et e = 0. L'ordre naturel � asso
i�e �a Zmin est total et 
o��n
ide ave
l'ordre inverse de �. �Exemple 1.73 (Dio��de matri
iel) L'ensemble des matri
es de Zn�nmax est un dio��de pour lasomme et le produit de matri
es d�e�nis par : A;B 2 Zn�nmax(A�B)ij = Aij �Bij et (A
B)ij = nMk=1Aik 
Bkj:L'ordre naturel sur le dio��de matri
iel Zn�nmax est partiel. �D�e�nition 1.74 (Sous-dio��de) Soit (D;�;
) un dio��de et C � D. (C;�;
) est dit sous-dio��de de D si "; e 2 C et si C est ferm�e pour les lois � et 
.



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 39Exemple 1.75 Zmax est un sous-dio��de de Rmax . �D�e�nition 1.76 (Dio��de 
omplet) Un dio��de est dit 
omplet s'il est ferm�e pour les sommesin�nies et si la loi 
 distribue sur les sommes in�nies, 
'est-�a-dire si pour tout 
 2 D et toutsous-ensemble A � D, 

 (Mx2Ax) =Mx2A 

 x:Exemple 1.77 Le dio��de Zmax 
ompl�et�e par l'�el�ement +1 est un dioide 
omplet not�e Zmax =(Z[ f�1;+1g;max;+). �Puisque un dio��de D a une stru
ture de sup-demi-treillis (D;�), s'il est 
omplet, il admet unplus grand �el�ement. On notera T 
e plus grand �el�ement. L'�el�ement T 
orrespond �a la sommede tous les �el�ements de D : T =Lx2D x.D'autre part, un dio��de admet toujours " 
omme �el�ement minimum. Un dio��de 
omplet estdon
 un �-demi-treillis 
omplet ave
 un �el�ement minimum. Par appli
ation du th�eor�eme 1.17,un dio��de 
omplet a don
 une stru
ture de treillis 
omplet pour l'ordre �.Notation 1.78 (Borne Inf) Si D est un dio��de 
omplet, nous noterons ^ la loi asso
iative
ommutative et idempotente qui fait de (D;�;^) un treillis 
omplet: a^ b =Lx�a;x�b x. La loi^ v�eri�e en 
ons�equen
e a = a� b () a � b () b = a ^ b:D�e�nition 1.79 (Dio��de distributif) Un dio��de D est dit distributif s'il est 
omplet et si letreillis (D;�;^) est distributif (
f. d�e�nition 1.19).Remarque 1.80 Les lois � et ^ sont des lois de treillis, elles sont don
 isotones pour l'ordre�. Si le dio��de n'est pas distributif, on v�eri�e n�eanmoins toujours les in�egalit�es suivantes (
f.remarque 1.24 relations (1.7)) a� (b ^ 
) � (a� b) ^ (a� 
)a ^ (b� 
) � (a ^ b)� (a ^ 
):De même, bien que la loi 
 distribue sur la loi �, il n'en est pas g�en�eralement de même vis-�a-visde la loi ^. Par 
ontre, la sous-distributivit�e suivante est v�eri��ee :
(a ^ b) � 
a ^ 
b: �D�e�nition 1.81 (Homomorphisme, Isomorphisme) Une appli
ation f : D ! C d�e�niesur des dio��des est un homomorphisme si8a; b 2 D f(a� b) = f(a)� f(b) et f(") = " (1.18)f(a
 b) = f(a)
 f(b) et f(e) = e (1.19)Une appli
ation v�eri�ant seulement (1.18) est dite �-morphisme et une appli
ation v�eri�antseulement (1.19) est dite 
-morphisme. Un homomorphisme bije
tif est appel�e isomorphisme.



40 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESD�e�nition 1.82 (Congruen
e) Une 
ongruen
e sur un dio��de D est une relationd'�equivalen
e (not�ee �) 
ompatible ave
 les lois du dio��de, 
'est-�a-dire8a; b; 
 2 D; a � b) ( a� 
 � b� 
a
 
 � b
 
 :Th�eor�eme 1.83 (Dio��de Quotient) Soit un dio��de D et � une 
ongruen
e sur D. En notant[a℄ = fx 2 Djx � ag la 
lasse d'�equivalen
e de a 2 D, le dio��de quotient de D par 
ette
ongruen
e est un dio��de not�e D=� pour lequel la somme et le produit sont d�e�nis par[a℄� [b℄ d�ef= [a� b℄[a℄
 [b℄ d�ef= [a
 b℄ (1.20)Preuve : Il 
onvient de souligner qu'en raison de la 
ompatibilit�e de � ave
 les lois du dio��deD, en prenant a; a0 et b; b0 tels que [a℄ = [a0℄ et [b℄ = [b0℄ on obtient[a� b℄ = [a0 � b0℄ et [a
 b℄ = [a0 
 b0℄;
'est-�a-dire que les 
lasses [a � b℄ et [a 
 b℄ d�ependent seulement des 
lasses [a℄ et [b℄ et nondes repr�esentants de 
es 
lasses. Les op�erations sur le quotient donn�ees par (1.20) sont par
ons�equent parfaitement d�e�nies et 
onf�erent au quotient D=� une stru
ture de dio��de. 2Th�eor�eme 1.84. Soit � un homomorphisme de D dans C. La relation ker�� d�e�nie sur D para ker�� b () �(a) = �(b)est une 
ongruen
e. �(D) est un dio��de isomorphe au dio��de quotient D= ker�.Preuve : Le fait que ker�� soit une 
ongruen
e est imm�ediat. D'autre part, puisque � est un ho-momorphisme, l'ensemble �(D) est ferm�e pour les lois � et 
 de C. De plus, les �el�ements neutrespour l'addition et le produit de C appartiennent �egalement �a �(D) (� est un homomorphismedon
 �(") = " et �(e) = e). Don
 �(D) b�en�e�
ie d'une stru
ture de dio��de. L'appli
ationD= ker� ! �(D); [x℄� 7! �(x) d�e�nit alors un isomorphisme de dio��des. 2Exemple 1.85 (Dio��de de s�eries formelles, Dio��de de polynômes) Soit D un dio��de.On d�e�nit une s�erie formelle en p variables (
ommutatives), not�ees z1 �a zp, �a 
oeÆ
ients dans D
omme une appli
ation f de Zp dans D : 8k = (k1; � � � ; kp) 2 Zp, f(k) repr�esente le 
oeÆ
ientde zk11 � � � zkpp . Une autre repr�esentation �equivalente de la s�erie f estf = Mk2Zpf(k1; � � � ; kp)zk11 � � � zkpp :L'ensemble des s�eries formelles dot�e des op�erations suivantesf � g : (f � g)(k) = f(k)� g(k)f 
 g : (f 
 g)(k) = Mi+j=k f(i)
 g(j)



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 41est un dio��de not�e DJz1; � � � ; zpK.Si D est 
omplet alors DJz1; � � � ; zpK l'est �egalement.On appelle support de la s�erie f l'ensembleSupp(f) = fk 2 Zpjf(k) 6= "g:La valuation et le degr�e de la s�erie f sont d�e�nis respe
tivement 
omme la borne inf et la bornesup de Supp(f) : val(f) = Inf(Supp(f))deg(f) = Sup(Supp(f)):Une s�erie formelle �a support �ni est appel�e polynôme. Une s�erie formelle dont le support est unsingleton (de Zp) est appel�e monôme. Le sous-ensemble des polynômes est un sous-dio��de deDJz1; : : : ; zpK not�e D[z1; : : : ; zp℄. Par d�e�nition, le dio��de des polynômes D[z1; : : : ; zp℄ n'est pas
omplet. �1.3.2 Equation impli
ite x = ax� bCertaines �equations au point �xe d�e�nies sur des dio��des 
omplets admettent des solutionsparti
uli�eres extrêmes, 
.-�a-d. plus petite ou plus grande que toute autre solution. Des r�esultatsg�en�eraux 
on
ernant l'�etude d'�equations au point �xe sur des dio��des 
omplets sont fournisdans [Ba

elli et al., 1992, 
hap. 4℄. Nous rappelons i
i simplement le r�esultat 
on
ernant lar�esolution de l'�equation impli
ite x = ax� b.Th�eor�eme 1.86 (Th�eor�eme de l'�etoile) Soit D un dio��de 
omplet, l'�equation impli
itex = ax� b (1.21)admet x = a�b =Lk�0 akb 
omme plus petite solution.L'op�erateur � est appel�e 
ouramment �etoile de Kleene dans la litt�erature.Preuve : On v�eri�e tout d'abord que x = a�b est solution de (1.21). On aa(a�b)� b = a(e� a� a2 � :::)b� b = (e� a� a2 � a3:::)b = a�b:De plus, si x est solution de (1.21), x = ax� b, soit, par d�e�nition de l'ordre � de D,x � ax et x � b:Par isotonie du produit, on obtient don
x � ax) x � ax � a2x � ::: � akx;et, par sommation, x �Lk�0 akx = a�x. Finalement,x � a�x et x � b) x � a�b:Toute solution de (1.21) est don
 plus grande que la solution a�b. 2



42 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESNotation 1.87 (Etoile de Kleene) Soit D un dio��de 
omplet. L'appli
ation �etoile de Kleene,d�e�nie sur D, sera not�ee K par la suite,K : D ! Dx 7! x� = Lk�0xk:On utilisera �egalement une notation parti
uli�ere pour l'appli
ation "plus" d�eriv�ee de l'�etoileP : D ! Dx 7! x+ = Lk�1xk:Les appli
ations K et P sont isotones (par 
omposition d'appli
ations isotones) et a� = e � a+ou a+ = a
 a�.Les appli
ationsK et P v�eri�ent les relations suivantes. Certains de 
es r�esultats sont montr�es�egalement dans [Gaubert, 1992℄.Th�eor�eme 1.88. Soit D un dio��de 
omplet. 8a; b 2 Da+ � a� (1.22)(a�)� = a� (K est une fermeture ) (1.23)(a+)� = a� (1.24)a(ba)� = (ab)�a (1.25)(a� b)� = (a�b)�a� = a�(ba�)� = b�(ab�)� = (b�a)�b� (1.26)a�a� = a� (1.27)(a�)+ = a� (1.28)(a+)+ = a+ (P est une fermeture ) (1.29)(ab�)+ = a(a� b)� (1.30)(ab�)� = e� a(a� b)� (1.31)(a� b)� = (a� � b)� = (a� b�)� = (a�b�)� = (a� � b�)� (1.32)En outre, lorsque D est 
ommutatif (a� b)� = a�b�: (1.33)Preuve :(1.22) par d�e�nition, P � K(1.23) Par d�e�nition de l'�etoile de Kleene,(a�)� =Mk�0Ml�0 (ak)l =Mk�0Ml�0 ak+l = Mj=k+l�0aj = a�:On v�eri�e ainsi K ÆK = K � Id (K est une fermeture).



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 43(1.24) par d�e�nition de P, a � a+ 
e qui implique a� � (a+)�, en raison de l'isotonie de K.D'autre part, a+ � a� implique �egalement (a+)� � (a�)� = a� d'apr�es (1.23). On obtientdon
 l'�egalit�e par l'en
adrement a� � (a+)� � (a�)� = a�.(1.25) (ab)�a = a� aba� ababa� � � � = a(ba)�.(1.26) d'apr�es le th�eor�eme 1.86, sont �equivalents:x = (a� b)�x = ax� bx� ex = a�bx� a�x = (a�b)�a�De même, x = (a � b)� () x = (b�a)�b�. D'apr�es (1.25), on a l'�egalit�e (a�b)�a� =a�(ba�)� = (b�a)�b� = b�(ab�)�.(1.27) d'apr�es (1.26) et en raison de l'idempoten
e de �, (a)� = (a � a)� = (a�a)�a� =(a+)�a� = a�a� (en appliquant (1.24)).(1.28) par d�e�nition de P, a+ = aa� ) (a�)+ = a�(a�)� = a�a� = a� (en appliquant (1.23)et (1.27)).(1.29) (a+)+ = a+(a+)� = a+a� = aa�a� = a+ (par appli
ations su

essives de (1.24) et(1.27)). On v�eri�e ainsi que P Æ P = P � Id 
.-�a-d. P est une fermeture.(1.30) (ab�)+ = ab�(ab�)� = a(b�(ab�)�) = a(a� b)� grâ
e �a (1.26).(1.31) (ab�)� = e� (ab�)+ = e� a(a� b)� d'apr�es (1.30).(1.32) (a � b�)� = (b�)�(a(b�)�)� par appli
ation de (1.26), 
.-�a-d. (a � b�)� = b�(ab�)� =(a � b)�. On obtient de fa�
on identique (a � b)� = (a� � b)� = (a� � b�)�. Par ailleurs,d'apr�es (1.26) et (1.27), (a � b)� = a�(ba�)� = a�a�(ba�)� = a�(a � b)�. Finalement, enappliquant (1.31) puis en simpli�ant, (a�b�)� = e � a�(a� � b)� = e � a�(a � b)�, soit�nalement (a�b�)� = (a� b)�.(1.33) si D est 
ommutatif, pour k � 1, (a�b)k = (a�)kbk = a�bk. Dans 
e 
as, (a � b)� =(a�b)�a� = (e�Lk�1 a�bk)a� = a� �Lk�1 a�bk = a�(e�Lk�1 bk) = a�b�. 2Remarque 1.89 Le th�eor�eme [Blyth and Janowitz, 1972, Th. 4.4 p.30℄ �enon
e: soit f : E ! Eet g : E ! E deux fermetures, sont �equivalentsf � g () f Æ g = g () g Æ f = g:Ce
i relie les r�esultats (1.22), (1.24) et (1.28), 
'est-�a-direP � K () K = P ÆK () K = K Æ P: �Les r�esultats �enon
�es par le th�eor�eme 1.88 sont v�eri��es pour tout dio��de 
omplet, y 
omprismatri
iel. Dans le 
as matri
iel, on a en parti
ulier le r�esultat suivant permettant de 
al
ulerl'�etoile d'une matri
e d�e
ompos�ee en 4 blo
s.



44 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESTh�eor�eme 1.90. Soit A 2 Dn�n partitionn�ee en quatre blo
sA =  a11 a12a21 a22!La matri
e A� s'�e
rit alors a�11 � a�11a12(a21a�11a12 � a22)�a21a�11 a�11a12(a21a�11a12 � a22)�(a21a�11a12 � a22)�a21a�11 (a21a�11a12 � a22)� ! :Preuve : on renvoie le le
teur �a [Cohen et al., 1989b℄ ou [Ba

elli et al., 1992℄ pour 
e r�esultat.21.3.3 Th�eorie de la r�esiduation appliqu�ee aux dio��desLes prin
ipaux r�esultats pr�esent�es i
i sont issus de [Ba

elli et al., 1992℄ et [Gaubert, 1992℄.Le le
teur retrouvera �egalement la plupart de 
es r�esultats dans [Cohen, 1998℄.Il faut garder �a l'esprit que les r�esultats g�en�eraux �enon
�es par les th�eor�emes 1.32 et 1.49s'appliquent �egalement dans le 
adre des dio��des puisqu'il s'agit de stru
tures ordonn�ees. Deplus, un dio��de est naturellement un �-demi-treillis ou un treillis 
omplet s'il s'agit d'un dio��de
omplet. Ce
i nous permet don
 d'appliquer 
ertains des r�esultats �enon
�es au x1.2.5.Sur les dio��des 
omplets, le th�eor�eme suivant donne une 
ara
t�erisation des appli
ationsr�esiduables.Th�eor�eme 1.91. Soit f : D ! C o�u D et C sont des dio��des 
omplets. Alors, f est r�esiduablesi, et seulement si, pour tout sous-ensemble X de Df(Mx2X x) = Mx2X f(x) (1.34)f(") = " (1.35)Th�eor�eme 1.92. Soit f : D ! C o�u D et C sont des dio��des 
omplets. Alors, f est dualementr�esiduable si, et seulement si, f(x̂2X x) = x̂2X f(x) (1.36)f(T ) = T (1.37)Preuve (th�eor�emes 1.91 et 1.92): C'est l'appli
ation du th�eor�eme 1.69 (et de son dual) enremarquant que les dio��des 
omplets ont une stru
ture de treillis 
omplet. 2De plus, l'image d'une appli
ation r�esiduable d�e�nie sur des dio��des 
omplets a une stru
turede treillis 
omplet.Proposition 1.93. Soit f : D ! C une appli
ation r�esiduable d�e�nie sur des dio��des 
omplets.Alors Imf a une stru
ture de treillis 
omplet not�e (Imf;�; f~̂), la borne inf �etant d�e�nie sur Imfpar �; � 2 Imf; � f~̂ � = f Æ f ℄(� ^ �) = �f (� ^ �):



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 45En outre, l'�el�ement minimum du treillis (Imf;�; f~̂) est f(") et l'�el�ement maximum f(T ).Preuve : Si D et C sont des dio��des 
omplets, 
e sont �egalement des treillis 
omplets not�es(D;�;^) et (C;�;^). D'une part, d'apr�es le th�eor�eme 1.62, f est un �-homomorphisme de Ddans C. D'autre part, d'apr�es la proposition 1.66, (Imf; f~�) a une stru
ture de treillis 
omplet.Par 
ons�equent, ave
 �; � 2 Imf , 9a; b 2 D, tels que � = f(a); � = f(b), on v�eri�e alors� f~� � = f(f ℄(�)� f ℄(�))= f Æ f ℄ Æ f(a)� f Æ f ℄ Æ f(b) (puisque f est un sup-homomorphisme )= f(a)� f(b) (d'apr�es (1:10))= �� �L'ensemble Imf est don
 ferm�e pour � 
'est-�a-dire (Imf;�) est un sous-�-demi-treillis du treillis(C;�;^). Par ailleurs, puisque C est �egalement un ^-demi-treillis, en appliquant le r�esultat dela proposition 1.65, pour � et � dans Imf , l'�el�ement �f (� ^ �) = f Æ f ℄(� ^ �) est la borne infdu 
ouple (�; �). 2Appli
ations r�esiduables et dualement r�esiduables sur les dio��des 
ompletsOn se propose i
i d'�etudier le 
ara
t�ere r�esiduable ou dualement r�esiduable de 
ertainesappli
ations de r�ef�eren
e d�e�nies sur des dio��des 
omplets.Soit La, Ra et Ta les appli
ations4 suivantes d�e�nies sur un dio��de 
omplet DTa : x 7! a� x (1.38)La : x 7! a
 x (1.39)Ra : x 7! x
 a (1.40)� En r�ef�eren
e �a la d�e�nition 1.76, sur un dio��de 
omplet, la multipli
ation distribue surles sommes in�nies, �a gau
he ou �a droite. De plus, La(") = " et Ra(") = ". En appliquant leth�eor�eme 1.91, La et Ra sont don
 r�esiduables sur un dio��de 
omplet. Lorsque D est 
ommutatif,La = Ra implique don
 �egalement L℄a = R℄a.� Si D est 
omplet et distributif, alors Ta est un ^-homomorphisme 
omplet et Ta(T ) = T .Don
 Ta v�eri�e le th�eor�eme 1.92 et est par 
ons�equent dualement r�esiduable.Nous utiliserons les notations suivantes introduites notamment dans [Ba

elli et al., 1992℄.Notation 1.94 (Appli
ations R�esidu�ees de La, Ra) Nous noteronsL℄a(x) = a Ænx = xaR℄a(x) = xÆ=a = xales appli
ations r�esidu�ees respe
tives de La et Ra.La r�esidu�ee duale de Ta est not�ee T [a(x) = x Æ� a dans la litt�erature.4nous 
onserverons par la suite 
es mêmes notations



46 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESTh�eor�eme 1.95. Les appli
ations L℄a et R℄a v�eri�ent les propri�et�es suivantesa xa � x xa a � x (1.41)axa � x xaa � x (1.42)a axa = ax xaa a = xa (1.43)a(a Ænx)a = xa (xÆ=a)aa = xa (1.44)x ^ ya = xa ^ ya x ^ ya = xa ^ ya (1.45)xa� b = xa ^ xb xa� b = xa ^ xb (1.46)x� ya � xa � ya x� ya � xa � ya (1.47)xa ^ b � xa � xb xa ^ b � xa � xb (1.48)xab = a Ænxb xba = xÆ=ab (1.49)xa b � xba b xa � bxa (1.50)Si b est inversible (
.-�a-d. il existe b�1 2 D tel que bb�1 = b�1b = e) alorsab = b�1a (1.51)Preuve :(1.41)-(1.42) La et Ra v�eri�ent le point (ii) du th�eor�eme 1.27.(1.43)-(1.44) proviennent de l'identit�e (1.10).(1.45) L℄a est dualement r�esiduable (d'apr�es (1.8)), 
'est don
 un inf-homomorphisme 
om-plet (th. 1.92), 
.-�a-d. L℄a(a ^ b) = L℄a(a) ^ L℄a(b).(1.46) xa�b est la plus grande solution (en y) de (a� b)y � x.ay � by � x () ( ay � xby � x () ( y � xay � xb () y � xa ^ xb :(1.47) L℄a est isotone don
 L℄a(x � y) � L℄a(x) et L℄a(x � y) � L℄a(y), 
.-�a-d. L℄a(x � y) �L℄a(x)� L℄a(y).



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 47(1.48) d'apr�es (1.46), ax�y = ax ^ ay . Par 
ons�equent, si y � x, 
.-�a-d. y = y � x, alors onv�eri�e ay = ax ^ ay ou en
ore ay � ax . L'appli
ation x 7! ax est don
 antitone (inversel'ordre). Revenons �a (1.48), a^ b � a et a^ b � b implique xa^b � xa et xa^b � xb et don
�egalement xa^b � xa � xb .(1.49) d'apr�es (1.11), Lab = La Æ Lb ) (Lab)℄ = L℄b Æ L℄a.(1.50) d'apr�es (1.41), a xa � x 
e qui implique a xa b � xb. En remarquant que X = xba estla plus grande solution de aX � xb, et que xa b est �egalement solution de 
ette in�equation,n�e
essairement xa b � xba .(1.51) si b a un inverse not�e b�1, alors d'une part ab = e 
 ab = b�1b ab � b�1a d'apr�es(1.41), et d'autre part ab = e
ab = bb�1
ab � b�1a d'apr�es (1.42) soit ab = b�1a. 2Remarque 1.96 Nous ne rappelons pas les r�esultats 
on
ernant la r�esidu�ee duale de Ta. Lele
teur trouvera 
es r�esultats dans [Ba

elli et al., 1992℄ ou [Gaubert, 1992℄. �Proposition 1.97 (Inje
tion 
anonique) Soit IdjDsub : Dsub ! D l'inje
tion 
anonique d'unsous-dio��de 
omplet dans un dio��de 
omplet. L'inje
tion IdjDsub est r�esiduable et sa r�esidu�ee seranot�ee (IdjDsub)℄ = Prsub:Preuve : Si Dsub est 
omplet alors l'inje
tion 
anonique IdjDsub est un sup-homomorphisme
omplet et IdjDsub(") = ". Le th�eor�eme 1.91 donne le r�esultat. 2Remarque 1.98 La r�esidu�ee de l'inje
tion 
anonique d'un sous-dio��de 
omplet dans un dio��de
omplet, not�ee Prsub, est une proje
tion de D dans Dsub. En e�et, tout �el�ement de x 2 Dsub estinvariant par Prsub (appli
ation de (1.12)) :x 2 Dsub () Prsub(x) = x:Ce
i justi�e don
 la notation Prsub. �Remarque 1.99 (R�esiduation 
ontrainte) Nous rappelons que si f : D ! D est r�esiduableet l'inje
tion IdjDsub est r�esiduable (o�u Dsub est un sous-dio��de 
omplet de D) alors l'appli
ationrestreinte fjDsub est �egalement r�esiduable (
f. th�eor�eme 1.32 (1.11)), sa r�esidu�ee est simplementPrsub Æ f ℄. Suite �a la remarque 1.41, 
ela signi�e don
 que le probl�eme 
ontraint( f(x) � bx 2 Dsubadmet une solution optimale dans le sous-dio��de Dsub pour tout b de D. �Propri�et�es de 
ertaines fermetures d�e�nies sur un dio��de 
omplet� Si D est 
omplet, Ta v�eri�e Ta Æ Ta = Ta, puisque la loi � est idempotente, et Ta � IdD,don
 Ta est une fermeture. Cependant, Ta ne v�eri�e pas Ta(") = " (sauf si a = ").



48 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESDe même, on se rappelle que K et P sont des fermetures (
f. (1.23) (1.29)). N�eanmoins, niK ni P ne sont des �-homomorphismes sur un dio��de 
omplet. En 
ons�equen
e, les fermeturesTa, K et P ne sont pas r�esiduables en tant qu'appli
ations d�e�nies sur un dio��de 
omplet D (
f.th. 1.91).La proposition 1.53 permet n�eanmoins d'�etablir le r�esultat suivant.Proposition 1.100. Les restri
tions ImTajTa, ImKjK et ImPjP sont r�esiduables. Leurs r�esidu�eesrespe
tives sont les inje
tions 
anoniques(ImTajTa)℄ = IdjImTa ; (ImKjK)℄ = IdjImK; et (ImPjP)℄ = IdjImP:� Si D est 
omplet, nous avons vu pr�e
�edemment que La et Ra sont r�esiduables, pour touta 2 D. En parti
ulier, en prenant un �el�ement a = b� 2 ImK, Lb� et Rb� sont r�esiduables. Cesappli
ations v�eri�ent en outre Lb�(x) = b�x = b�b�x = Lb� Æ Lb�(x) d'apr�es (1.27) et Lb� � IdD.Lb� et Rb� sont don
 des fermetures r�esiduables. Leurs appli
ations r�esidu�ees sont simplementL℄b� et R℄b� .L'appli
ation du th�eor�eme 1.49 
onduit aux r�esultats suivants.Th�eor�eme 1.101. Soit x; a 2 D un dio��de 
omplet.xa� = a� Ænxa� xa� = xÆ=a�a� (1.52)a�x = a�xa� xa� = xa�a� (1.53)xa� = a� xa� xa� = xa� a� (1.54)Preuve :(1.52) Puisque La� est une fermeture r�esiduable, sa r�esidu�ee est une fermeture duale d'apr�esle th�eor�eme 1.49-(ii), elle v�eri�e don
 L℄a� = L℄a� Æ L℄a� .(1.53)- (1.54) Puisque La� est une fermeture, elle v�eri�e �egalement les points (iii) et (iv)du th�eor�eme 1.49. 2Images d'appli
ations r�esiduables et stru
tures de treillisOn rappelle qu'une des propri�et�es des appli
ations r�esiduables est de 
onserver les Sup (quiexistent). Ce
i se 
ara
t�erise par le fait que l'image, par une appli
ation r�esiduable, d'un sup-demi-treillis est un sup-demi-treillis, l'image d'un sup-demi-treillis 
omplet est un sup-demi-treillis 
omplet et en�n l'image d'un treillis 
omplet est un treillis 
omplet.En s'appuyant sur la proposition 1.93, on peut don
 donner une stru
ture de treillis �a l'imaged'une appli
ation r�esiduable d�e�nie sur un dio��de 
omplet.



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 49Notamment, puisque La et Ra sont r�esiduables sur un dio��de 
omplet, les ensembles ImLa etImRa ont don
 des stru
tures de treillis pour l'ordre � (plus exa
tement, pour l'ordre � de Drestreint �a ImLa et ImRa).� (ImLa;�; La~̂ ) et (ImRa;�;Ra~̂ ) sont des treillis 
omplets d'�el�ement minimum " et d'�el�ementsmaxima respe
tifs5 a
 T et T 
 a.Cela signi�e que pour deux �el�ements � et � de ImLa,�� � est le plus petit �el�ement de ImLa plus grand ou �egal �a � et �;a �^�a est le plus grand �el�ement de ImLa plus petit ou �egal �a � et �:De même les appli
ations ImKjK et ImPjP sont r�esiduables. Il faut remarquer que les ensemblesImK et ImP n'ont pas de stru
ture de dio��de pour les lois� et 
 de D. N�eanmoins, en a

ord ave
la proposition 1.68, 
es ensembles peuvent être munis d'une stru
ture de treillis de la mani�eresuivante :� (ImK; K~�;^) et (ImP; P~�;^) sont des treillis 
omplets d'�el�ements minima respe
tifs e et " ettous deux d'�el�ement maximum T . Les lois de treillis sont respe
tivement (
f. proposition 1.68),quels que soient a; b 2 D a� K~� b� = (a� � b�)�a+ P~� b+ = (a+ � b+)+Le treillis ImK et le treillis ImP sont don
 des sous-^-demi-treillis du treillis 
omplet D.S
h�ematiquement, les �el�ements de D et de ImK peuvent être repr�esent�es par la �gure 1.5.
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sha� shb�a� ^ b�a� � b�a� K~� b�
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Figure 1.5 : �: �el�ements de D Æ: �el�ements de ImKRemarque 1.102 Il faut remarquer i
i que l'ordre de ImK et ImP sont des restri
tions del'ordre de D �a ImK et ImP respe
tivement. Ce
i illustre don
 la remarque 1.21 puisque K estun treillis mais n'est pas un sous-treillis du treillis D. En e�et, on v�eri�e i
i fa
ilement que poura�; b� 2 ImK on a a� � b� � a� K~� b�: �5si D est ar
him�edien [Ba

elli et al., 1992, def. 4.33 ℄, alors, 8a 6= ", a
 T = T .



50 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUESExtension au 
as matri
iel : r�esiduation du produitLes appli
ations La et Ra sont r�esiduables sur un dio��de 
omplet D (s
alaire). Si l'on 
onsid�ered�esormais l'appli
ation LA d�e�nie sur le dio��de matri
iel Dn�nLA : Dn�n ! Dn�nX 7! AXon obtient le r�esultat suivant.Th�eor�eme 1.103. Soit D 
omplet et Dn�n le dio��de des matri
es �a valeurs dans D. SoitB 2 Dn�n, la plus grande solution de AX � B est la matri
e L℄A(B) 2 Dn�n, not�ee �egalementBA = A ÆnB. Les valeurs de 
ette matri
e sont donn�ees par la relation(A ÆnB)ij = n̂l=1Ali ÆnBlj:Preuve : AX � B �equivaut �a 8l; j � n, (A 
X)lj = nLi=1(AliXij) � Blj . Don
, 
e
i �equivauten
ore �a 8l; j; i � n, (AliXij) � Blj. Puisque La d�e�nie sur D est r�esiduable, AX � B est don
�equivalent �a 8l; j; i � n, Xij � Ali ÆnBlj ou 8i; j, Xij � nVl=1Ali ÆnBlj. 2Se pla
er dans un dio��de matri
iel revient �a manipuler ex
lusivement des matri
es 
arr�ees.N�eanmoins, on s'autorisera �egalement la d�e�nition plus g�en�erale des appli
ations LA et RA0suivantes, o�u les tailles des matri
es sont 
ompatiblesLA : Dp�q ! Dn�qX 7! AX (A 2 Dn�p) RA0 : Dq�p ! Dq�nX 7! XA0 (A0 2 Dp�n)Les �equations AX � B et XA0 � B0 admettent alors L℄A(B) et R℄A0(B) 
omme plus grandessolutions respe
tives. Les valeurs de 
es matri
es s'obtiennent par la relationB 2 Dn�q; (A ÆnB)ij = n̂l=1Ali ÆnBljB0 2 Dq�n; (B0Æ=A0)ij = n̂l=1B0ilÆ=A0jlRemarque 1.104 Les ensembles de d�e�nition de LA et RA0 
onsid�er�es pr�e
�edemment, nepeuvent pas, �a premi�ere vue, êtres 
onsid�er�es 
omme des dio��des matri
iels (le produit de matri-
es n'est pas alors une op�eration interne). Pour que 
es appli
ations puissent être vues 
omme�etant d�e�nies sur des dio��des 
omplets (matri
iels) il faudrait en fait 
onsid�erer le dio��de matri
ielDm�m, o�um = max(n; q; p). L'ensemble des matri
esDn�q est alors vu 
omme un sous-ensemblede Dm�m de matri
es dont 
ertaines lignes et/ou 
ertaines 
olonnes ne 
ontiennent que l'�el�ement" de D. L'in
onv�enient de 
ette �e
riture r�eside alors dans la manipulation de matri
es pouvantêtre prin
ipalement 
onstitu�ees de valeurs nulles, notamment lorsqu'on manipule des ve
teurs.On s'autorisera don
 par la suite l'�e
riture simpli��ee des appli
ations LA et RA0 o�u les matri
esX et A 
onsid�er�ees ne sont pas n�e
essairement de même taille mais de tailles 
ompatibles pourle produit de matri
es. On gardera tout de même �a l'esprit la possibilit�e de tout r�e�e
rire dansun dio��de matri
iel Dm�m. �



1.3. El�ements de la th�eorie des dio��des 511.3.4 Compl�ement sur l'�etoile de KleeneNous a
hevons 
ette pr�esentation des outils alg�ebriques n�e
essaires �a l'�etude des graphesd'�ev�enements temporis�es par des r�esultats 
ompl�etant l'�etude de l'appli
ation K dans le 
asmatri
iel.Le lemme 1.105 et le th�eor�eme 1.106 proviennent de la r�ef�eren
e [Max Plus, 1991b℄.Lemme 1.105. Soit K : Dn�n ! Dn�n;X 7! X�. Soit A 2 Dp�n et B 2 Dn�q. Il existeX;X 0 2 Dn�n tels que A ÆnA = X� et BÆ=B = (X 0)�:Autrement dit, A ÆnA 2 ImK et BÆ=B 2 ImK.Preuve : D'apr�es (1.42), A ÆnA � E, o�u E est la matri
e identit�e de Dn�n. D'autre part, d'apr�es(1.43), A = A(A ÆnA) don
 A ÆnA = A Æn[A(A ÆnA)℄. Or d'apr�es (1.50), A Æn[A(A ÆnA)℄ � A ÆnA
A ÆnA.On peut don
 �etablir l'en
adrement suivantE � (A ÆnA)2 � A ÆnA;et même pour tout n � 1, E � (A ÆnA)n � A ÆnA. Par sommation on obtient don
 (A ÆnA)� = A ÆnA.Une autre fa�
on de lire 
e r�esultat est "A ÆnA est une �etoile". 2Th�eor�eme 1.106. Soit A 2 Dn�n, sont �equivalents(i) A = A�(ii) A = A ÆnAPreuve :(i)) (ii) si A = A� alors d'apr�es (1.53) A� = A� ÆnA� = A ÆnA.(i)( (ii) si A = A ÆnA alors d'apr�es le lemme 1.105, A = A ÆnA = (A ÆnA)� = A�. 2Remarque 1.107 Ces r�esultats donnent un moyen pratique de v�eri�er qu'une matri
e A 2Dn�n appartient �a l'image de K d�e�nie sur Dn�n. D'une part une �etoile est invariante parl'appli
ation x 7! x Ænx, et elle est �egalement invariante par l'�etoile elle-même (puisque K est unefermeture). �Remarque 1.108 (L'appli
ation x 7! x Ænx : un proje
teur parti
ulier) Le lemme1.105, asso
i�e au th�eor�eme 1.106, indique que l'appli
ation x 7! x Ænx est un "proje
teur" dansl'ensemble des �etoiles : pour D un dio��de 
omplet, on a8x 2 D x Ænx 2 ImK8x 2 D x Ænxx Ænx = x Ænx:Mais 
e proje
teur n'est pas isotone. On en a pour preuve que " Æn" = T , e Æne = e, et T ÆnT = T .En 
ons�equen
e, on ne peut pas l'�etudier via la th�eorie de la r�esiduation. �



52 CHAPITRE 1. OUTILS ALG�EBRIQUES1.4 Con
lusionsLes restri
tions d'appli
ations introduites dans 
e 
hapitre nous permettent d'aborder l'�etudede l'�etoile de Kleene 
omme l'�etude d'une appli
ation "partiellement" r�esiduable. Plus exa
te-ment, K : D ! D; x 7! x� d�e�nie sur un dio��de 
omplet D n'est pas r�esiduable mais sa restri
-tion �a l'image ImKjK l'est. On peut en 
ons�equen
e se demander s'il s'agit de la seule restri
tionr�esiduable de K.A titre d'exemple, prenons K d�e�nie sur Zmax. On obtient alors K(x) = 0 si x � 0 etK(x) = +1 sinon. L'image de K d�e�nie sur Zmax est simplement ImK = f0;+1g. On v�eri�ealors fa
ilement que ImKjK est r�esiduable. Cependant, on remarquera �egalement que pour tout b(�ni) appartenant �a l'intervalle [0;+1[, l'in�equation K(x) � b admet x = 0 
omme plus grandesolution. Il est alors 
lair que sur Zmax, ImKjK n'est pas la seule restri
tion r�esiduable de Kpuisque la restri
tion [0;+1℄jK l'est �egalement.On �evoquait lors de la remarque 1.46 qu'en raison de la r�esiduabilit�e de ImKjK, il doitn�e
essairement exister un plus grand 
odomaine B (au sens ensembliste) in
luant ImK et telque la restri
tion BjK soit r�esiduable. Notamment, pour K d�e�nie sur Zmax, on vient d'�etablirintuitivement que le plus grand 
odomaine B tel que BjK soit r�esiduable est B = [0;+1℄. Nousrappelons que B est alors �egalement le plus grand ensemble tel que l'inje
tion 
anonique BjIdjImKsoit r�esiduable.Pour un dio��de 
omplet D quel
onque, le probl�eme est de 
ara
t�eriser alg�ebriquement B.Plus exa
tement, il serait int�eressant de pouvoir d�eterminer si B a, ou n'a pas, de stru
ture dedemi-treillis ou de treillis.Supposons que B ait une stru
ture de sup-demi-treillis dont la loi sup est not�ee t. Nous rap-pelons que l'inje
tion 
anonique BjIdjImK n'est r�esiduable que s'il s'agit d'un sup-homomorphisme
omplet (d'apr�es le th�eor�eme 1.62). En 
ons�equen
e, si (B;t) a une stru
ture de sup-demi-treillis, 
e demi-treillis est tel que8a�; b� 2 ImK; BjIdjImK(a� K~� b�) = a� t b�
'est-�a-dire plus simplement (puisque BjIdjImK est simplement une inje
tion 
anonique),8a�; b� 2 ImK; a� K~� b� = a� t b�:Si B a une stru
ture de sup-demi-treillis, alors (ImK; K~�) est n�e
essairement un sous-sup-demi-treillis de B, 
'est-�a-dire que les sup existants dans ImK doivent exister �egalement dansB. Mais il n'est pas a priori n�e
essaire que B ait une stru
ture de sup-demi-treillis (pour l'ordrede D restreint �a B) pour que BjK soit r�esiduable. Nous n'avons don
 pas explor�e plus loin lare
her
he de restri
tions r�esiduables de K moins restri
tives que ImKjK.Apr�es avoir rappel�e dans 
e premier 
hapitre les prin
ipaux outils alg�ebriques n�e
essaires �al'�etude et la 
ommande de GET, nous pr�esentons dans le 
hapitre suivant tout d'abord quelquesnotions sur la mod�elisation de syst�emes �a �ev�enements dis
rets par des r�eseaux de Petri, puisdi��erentes repr�esentations ren
ontr�ees dans la litt�erature(repr�esentation aux dateurs, aux 
omp-teurs ou par des s�eries formelles) du 
omportement des GET.



Chapitre 2Comportement lin�eaire des GETdans les dio��des
2.1 Introdu
tionL'�etude des syst�emes �a �ev�enements dis
rets (SED) 
onstitue, depuis le d�ebut des ann�ees 70,un domaine de re
her
he tr�es a
tif (de par son int�erêt th�eorique et �e
onomique) ayant donn�e lieu�a de nombreuses publi
ations. De 
ette litt�erature se d�egagent de multiples 
lasses de syst�emesmettant en jeu des ph�enom�enes de natures di��erentes : parall�elisme, saturation, syn
hronisa-tion, ex
lusion mutuelle, 
hoix, s�equen
ement : : : En raison de la dynamique 
omplexe de 
essyst�emes, les mod�eles math�ematiques utilis�es pour les d�e
rire n'en permettent pas toujours uneanalyse eÆ
a
e.Certaines sous-
lasses de SED b�en�e�
ient n�eanmoins de mod�eles bien adapt�es pour aborderles probl�emes d'�evaluation de performan
e ou de 
ommande. En parti
ulier, au d�ebut des ann�ees80, une nouvelle th�eorie, permettant d'�etudier une 
lasse parti
uli�ere de syst�emes, a vu le joursous l'impulsion de 
her
heurs r�eunis par la suite dans le groupe Max Plus. Leurs premierstravaux montrent que 
ertains r�eseaux de Petri1 (RdP), les graphes d'�ev�enements temporis�es2(GET), peuvent être munis d'une repr�esentation d'�etat lin�eaire sur une stru
ture alg�ebrique dedio��de.A la di��eren
e du mod�ele d'�etat 
lassiquement asso
i�e �a un RdP, l'�etat 
onsid�er�e pour aboutir�a 
ette repr�esentation lin�eaire est asso
i�e non plus aux pla
es des GET mais �a leurs transitions.Les variables d'�etat 
onsid�er�ees sont de type dateurs d'�ev�enements ou 
ompteurs d'�ev�enements.La stru
ture alg�ebrique utilis�ee pour 
ette repr�esentation est un dio��de.En 
onsid�erant 
es nouvelles variables d'�etat et une stru
ture alg�ebrique di��erente, larepr�esentation d'�etat d'un GET est, dans la forme, tr�es pro
he de la repr�esentation d'�etat d'unsyst�eme lin�eaire 
ontinu.1les r�eseaux de Petri 
onstituent un des mod�eles de des
ription des syst�emes �a �ev�enements dis
rets les plusr�epandus2il est 
lair aujourd'hui que 
e ne sont d'ailleurs pas les seuls mod�eles analysables via l'appro
he (max,+). Onpeut 
iter notamment [Gaubert and Mairesse, 1997℄,[Gaubert, 1995a℄ pour les automates (max,+) et les empile-ments de pi�e
es, ainsi que [Lahaye et al., 1999a℄ et [Lahaye et al., 1999b℄ pour l'�etude des GET non-stationnaires.
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e 
hapitre les mod�eles math�ematiques 
ouramment ren-
ontr�es dans la litt�erature (max,+). Le le
teur trouvera un expos�e d�etaill�e de
es mod�eles et de leur �etude dans les r�ef�eren
es suivantes : [Cohen et al., 1985a℄,[Cohen et al., 1985b℄, [Cohen et al., 1986℄, [Cohen et al., 1989b℄, [Max Plus, 1990℄,[Max Plus, 1991a℄, [Max Plus, 1991b℄, [Gaubert and Klimann, 1991℄, [Ba

elli et al., 1992℄,[Gaubert, 1992℄, [Cohen et al., 1993℄. On dispose �egalement aujourd'hui de quelques �etatsde l'art dans 
ette th�eorie, les plus r�e
ents �etant [Cohen, 1993℄, [Cohen et al., 1998℄ et[Gaubert, 1998℄, [Olsder, 1998℄(
es deux derniers ont �et�e pr�esent�es lors d'une �e
ole de printempsd�edi�ee �a l'appro
he (max,+) en automatique et informatique).Le dio��de privil�egi�e pour la repr�esentation entr�ee-sortie des GET sera par la suite le dio��deMaxin J
; ÆK. Nous rappelons quelques 
ara
t�eristiques de 
ette stru
ture alg�ebrique et renvoyonsle le
teur �a [Cohen et al., 1989b℄, [Cohen, 1993℄ et [Ba

elli et al., 1992℄ pour une pr�esentationplus approfondie.2.2 Les graphes d'�ev�enements temporis�esApr�es de brefs rappels sur les r�eseaux de Petri (ordinaires), 
ette premi�ere partie rappelleles d�e�nitions et 
ertaines 
ara
t�eristiques g�en�erales des graphes d'�ev�enements (non temporis�espuis temporis�es).2.2.1 Les r�eseaux de PetriLes R�eseaux de Petri (RdP) sont des mod�eles, �a la fois graphiques et math�ematiques, prin-
ipalement d�edi�es �a la repr�esentation du 
omportement des syst�emes dynamiques �a �ev�enementsdis
rets. En raison de leur grande puissan
e de mod�elisation, 
es mod�eles ont fait l'objet de tr�esnombreux travaux de re
her
he 
es 30 derni�eres ann�ees. On ne propose i
i que de brefs rappelssur 
es outils. Le le
teur int�eress�e par de plus amples d�eveloppements trouvera une pr�esentationg�en�erale et des r�ef�eren
es bibliographiques dans [Murata, 1989℄, ainsi que des r�esultats parti
u-liers sur les RdP temporis�es dans [Chr�etienne, 1983℄.Un RdP (non temporis�e) est 
onstitu�e d'une part d'un graphe orient�e 
omportant deux typesde sommets (pla
es et transitions), et d'autre part, d'un marquage, 
'est-�a-dire, d'un ensemblede jetons.On notera N = (P;Q; E) le graphe bipartite orient�e asso
i�e �a un r�eseau de Petri, o�u P estl'ensemble des pla
es, Q est l'ensemble des transitions et E � P �Q[Q�P l'ensemble des ar
sorient�es. Graphiquement, les pla
es sont repr�esent�ees par des 
er
les et les transitions par desbarres. On remarquera qu'il n'y a pas d'ar
 de pla
e �a pla
e, ni de transition �a transition. La�gure 2.1 repr�esente un tel graphe.Une transition sans pla
e amont est dite transition sour
e et une transition sans pla
e avalest dite transition puits.Remarque 2.1 (Th�eorie des Graphes) Une partie du vo
abulaire utilis�e pour d�e
rire lesRdP d'un point de vue stru
turel est issue de la th�eorie des graphes. Nous invitons don
 le
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Figure 2.1 : Repr�esentation graphique d'un r�eseau de Petri (non marqu�e)

le
teur �a 
onsulter l'annexe A pour 
ertaines d�e�nitions (
hemins, 
ir
uits, 
onnexit�e : : : ). �La di��eren
e majeure entre les RdP et les graphes orient�es 
onventionnels r�eside dansl'introdu
tion d'un marquage not�e M : P ! N. Cette appli
ation asso
ie �a toute pla
e pi 2 Ple nombre de jetons qu'elle 
ontient. La parti
ularit�e de 
e marquage est de pouvoir �evoluer lorsd'o

uren
es d'�ev�enements asso
i�es aux transitions du RdP. Un RdP doit don
 être vu 
ommeun mod�ele dynamique, le marquage de ses pla
es �etant repr�esentatif de son �etat. Le marquaged�eterminant l'�etat du RdP initialement est dit marquage initial et est not�eM0. Il est importantde noter qu'un RdP est 
ompl�etement 
ara
t�eris�e par le 
ouple (N ;M0).La dynamique d'un RdP (ordinaire) est r�egie par les r�egles d'�evolution du marquage suivantes:- une transition est dite fran
hissable si toutes les pla
es amont �a 
ette transition 
ontiennentau moins une marque (un jeton)- une transition fran
hissable peut être, ou ne pas être, fran
hie selon l'o

uren
e ou non del'�ev�enement asso
i�e �a 
ette transition.- le fran
hissement de la transition pr�el�eve un jeton dans 
ha
une de ses pla
es amont etajoute un jeton dans 
ha
une de ses pla
es aval.Remarque 2.2 La d�e�nition du RdP donn�ee i
i 
orrespond �a 
elle d'un r�eseau dit ordinaire,
'est-�a-dire tel que 
haque fran
hissement pr�el�eve (resp. restitue) exa
tement 1 jeton dans 
ha-
une des pla
es amont (resp. aval). A titre d'information, on rappelle que les RdP ordinairesne sont qu'un 
as parti
ulier des RdP dits g�en�eralis�es qui poss�edent des ar
s pond�er�es. De 
espond�erations d�ependent le nombre de jetons pr�elev�es (resp. retitu�es) au 
ours d'un fran
hisse-ment. �Pour un RdP (N ;M0), on dit qu'un marquage M0 est atteignable s'il existe, depuis lemarquage M0, une s�equen
e de fran
hissements de transitions, not�ee �, permettant d'atteindrele marquage M0. Plus synth�etiquement, l'atteignabilit�e du marquage M0 depuis le marquageinitial sera repr�esent�ee par la notation M0 �!M0.Puisque l'�etat d'un RdP est 
ara
t�eris�e par son marquage, une autre vision du 
omportementd'un RdP 
onsiste dans la des
ription de son graphe des marquages atteignables, aussi appel�egraphe d'atteignabilit�e. Chaque noeud de 
e graphe orient�e est un marquage atteignable dusyst�eme (N ;M0). Les ar
s de 
e graphe sont parfois �etiquet�es des �ev�enements (transitions)donnant lieu �a des 
hangements d'�etats. On note R(M0) 
e graphe d'atteignabilit�e: R(M0) =fMij9�;M0 �!Mig.Exemple 2.3 Le RdP de la �gure 2.2 repr�esente un syst�eme, par exemple informatique, o�u2 tâ
hes requi�erent une même ressour
e renouvelable. Pour 
e RdP, on a P = fp1; p2; p3g etQ = fq1; q2; q3; q4g. Le marquage initial du RdP est M0 = (0; 1; 0). Un jeton dans la pla
e
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q2q1q4q3 p3
p2p1 tâ
he a en 
ours

tâ
he b en 
oursFigure 2.2 : R�eseau mod�elisant le 
omportement d'un syst�eme �a ressour
e partag�eep2 signi�e que la ressour
e est disponible. Un jeton dans la pla
e p1 (resp. p2) signi�e que latâ
he a (resp. b) dispose de la ressour
e 
ommune. Les �ev�enements asso
i�es aux transitions q1et q2 signi�ent respe
tivement "r�eservation de la ressour
e par la tâ
he a" ou "r�eservation de laressour
e par la tâ
he b", et 
eux asso
i�es �a q3 et q4 
on
ernent la restitution de la ressour
e.
(0; 1; 0)(1; 0; 0) (0; 0; 1)q2

q4
q3
q1

Figure 2.3 : Graphe des marquages atteignables du r�eseau �gure 2.2.La �gure 2.3 pr�esente le graphe R(M0) 
orrespondant �a 
e RdP. Le graphe R(M0) r�esume lesseuls �etats possibles du syst�eme ainsi que les �ev�enements (transitions) �a l'origine des 
hangementsd'�etat. �Con
urren
e et syn
hronisation Parmi les ph�enom�enes ren
ontr�es dans les syst�emes �a�ev�enements dis
rets, 
ertains peuvent être mod�elis�es par des stru
tures �el�ementaires de RdP.Les quatre stru
tures repr�esent�ees par la �gure 2.4 sont appel�ees respe
tivement- 
on
urren
e �a la 
onsommation de jetons d'une pla
e (a) : lorsque plusieurs ar
s divergent�a partir d'une même pla
e; 
e "
on
it" stru
turel n�e
essite un arbitrage, un 
hoix. Lessyst�emes faisant apparâ�tre 
e type de 
on
it sont dits non-d�eterministes.- 
on
urren
e �a la fourniture de jetons dans une pla
e (b) : lorsque plusieurs ar
s 
onvergentsur une même pla
e.
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hronisation dans la 
onsommation de jetons de plusieurs pla
es (
) : lorsque plusieursar
s 
onvergent sur une même transition.- syn
hronisation dans la fourniture de jetons �a plusieurs pla
es (d) : lorsque plusieurs ar
sdivergent depuis une même transition.
(a) (b) (
) (d)Figure 2.4 : Con
urren
e et syn
hronisation dans les RdP.Quelques propri�et�es des RdPLe graphe de marquages R(M0) asso
i�e �a un RdP fournit des indi
ations essentielles sur lefon
tionnement du syst�eme qu'il repr�esente. Suivant que R(M0) est �ni ou in�ni, qu'il pr�esenteou non des 
ir
uits, 
e graphe des marquages re
�ete 
ertaines propri�et�es 
ara
t�eristiques dusyst�eme mod�elis�e.D�e�nition 2.4 (Bornitude) Un RdP (N ;M0) est dit born�e si pour tout marquage M0 2R(M0), le marquage de 
haque pla
e est born�e, 
'est-�a-dire qu'il existe un entier K v�eri�ant8pi 2 P;8M0 2 R(M0);M0(pi) � K:Remarque 2.5 Un RdP born�e a don
 un graphe des marquages R(M0) �ni, ou de mani�ere�equivalente, les �etats possibles du RdP sont d�enombrables. �Lorsqu'un RdP mod�elise un syst�eme manufa
turier, 
ertaines pla
es repr�esentent des 
on-voyeurs ou bien des zones de sto
kages interm�ediaires. La bornitude du marquage du mod�ele estalors synonyme de limitation de la taille des sto
ks internes du syst�eme. La bornitude du RdPre
�ete alors en quelque sorte une propri�et�e de "stabilit�e" du syst�eme de produ
tion mod�elis�e.D�e�nition 2.6 (Viva
it�e) Un RdP (N ;M0) est dit vivant si pour tout marquage M1 2R(M0) et pour toute transition qi 2 Q, il existe au moins un marquage M2 atteignable depuisM1 ( 9�jM1 �!M2) par une s�equen
e de fran
hissements qui in
lut qi (qi 2 �).Pour un RdP vivant, toute transition qi peut être fran
hie apr�es une s�equen
e de fran
hisse-ments � �nie, et 
e depuis n'importe quel marquage atteignable M0 2 R(M0). A l'inverse, unRdP non vivant est tel qu'au moins une transition qj n'est, �a partir d'un marquageM0 2 R(M0),plus jamais fran
hissable. Ces transitions qui ne sont plus jamais fran
hissables apr�es un nom-bre �ni de fran
hissements sont dites mortes. La non-viva
it�e r�ev�ele souvent un probl�eme de
on
eption du syst�eme mod�elis�e; elle montre qu'une partie du syst�eme n'est, �a partir d'un �etatdonn�e, plus sensible aux �ev�enements externes.



58 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DES2.2.2 Les graphes d'�ev�enements temporis�esSuite �a 
es quelques notions sur les RdP, notre int�erêt va se porter d�esormais tout parti
u-li�erement sur la sous-
lasse appel�ee 
lasse des graphes d'�ev�enements. On d�e�nit formellement
ette 
lasse de RdP ainsi que 
ertaines de leurs propri�et�es.D�e�nition 2.7 (Graphe d'�ev�enements) Un graphe d'�ev�enements est un RdP tel que toutepla
e a exa
tement une transition amont et une transition aval.En 
ons�equen
e, les syst�emes faisant apparâ�tre des ph�enom�enes de 
on
urren
e (�g. 2.4(a)-(b)) ne peuvent pas être mod�elis�es par des graphes d'�ev�enements. En raison de 
ette parti-
ularit�e, les graphes d'�ev�enements sont souvent appel�es des mod�eles d�eterministes.Remarque 2.8 On �evoquait en introdu
tion la n�e
essit�e de 
lassi�er les syst�emes a�n deleur asso
ier un mod�ele math�ematique adapt�e. Parmi 
es 
lasses, deux se d�egagent fa
ilement.D'une part, 
elle des syst�emes faisant apparâ�tre uniquement des ph�enom�enes de 
on
urren
e,d'autre part 
elle des syst�emes ne pr�esentant que des ph�enom�enes de syn
hronisation, les graphesd'�ev�enements �etant repr�esentatifs de 
ette derni�ere 
lasse.La 
lasse des RdP ne faisant apparâ�tre que des ph�enom�enes de 
on
urren
e, 
'est-�a-direpour lesquels les transitions ont exa
tement une pla
e amont et une pla
e aval (voir �g. 2.2), estappel�ee 
lasse des ma
hines d'�etat. Pour 
ette 
lasse de syst�emes, le mod�ele math�ematique leplus adapt�e a �et�e introduit par Ramadge et Wonham [Ramadge and Wonham, 1989℄ et s'appuiesur la th�eorie des langages.Notons �egalement la 
lasse des RdP �a 
hoix libre pour laquelle Ba

elli propose un mod�ele[Ba

elli et al., 1995℄,[Ba

elli et al., 1996℄. Cette 
lasse 
ontient l'ensemble des RdP pourlesquels les transitions en 
on
urren
e sur la 
onsommation des jetons d'une pla
e (�g. 2.4(a)) ne syn
hronisent pas la 
onsommation de jetons de plusieurs pla
es (�g. 2.4 (
)). �Propri�et�es des graphes d'�ev�enementsOn rappelle bri�evement quelques 
ara
t�eristiques des graphes d'�ev�enements au travers desth�eor�emes suivants.Th�eor�eme 2.9. Dans un graphe d'�ev�enements, le nombre de jetons d'un 
ir
uit �el�ementaireest 
onstant.Preuve : Si une transition fran
hissable appartenant �a un 
ir
uit �el�ementaire est fran
hie, sonfran
hissement prend un jeton dans une des pla
es du 
ir
uit pour la remettre imm�ediatementdans une autre pla
e du 
ir
uit. L'op�eration de fran
hissement d'une transition d'un 
ir
uitlaisse don
 invariant le nombre de jetons du 
ir
uit. 2Un graphe d'�ev�enements sera dit autonome s'il ne 
ontient pas de transition sour
e.Th�eor�eme 2.10. Un graphe d'�ev�enements autonome est vivant si, et seulement si, il ne 
on-tient pas de 
ir
uit sans jeton.
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ir
uit d'un graphe d'�ev�enements autonome ne 
ontient pas de jeton, en r�ef�eren
eau th�eor�eme 2.9, 
e 
ir
uit n'en 
ontiendra jamais et don
 toutes ses transitions sont en perma-nen
e non fran
hissables : le graphe d'�ev�enements est alors non vivant. Inversement, pour ungraphe d'�ev�enements autonome non vivant, si une transition n'est fran
hie pour au
une s�equen
ede fran
hissements (transition morte), 
'est qu'une de ses transitions amont n'est, elle-même,jamais fran
hie. En remontant ainsi d'une transition morte �a une autre situ�ee en amont, onaboutit �nalement �a la transition d'un 
ir
uit qui est don
 n�e
essairement sans jeton. 2Remarque 2.11 Les graphes d'�ev�enements 
onsid�er�es dor�enavant seront syst�ematiquementvivants. �
Introdu
tion du temps dans les graphes d'�ev�enementsLes mod�eles de SED �etudi�es par la suite sont temporis�es. On rappelle qu'il y a deux fa�
onsnaturelles d'introduire le temps dans un RdP. On peut asso
ier un temps de fran
hissementaux transitions ou un temps de s�ejour aux pla
es (ou les deux �a la fois). Il a �et�e montr�e queles r�eseaux P-temporis�es (temporis�es sur les pla
es) peuvent toujours se ramener �a des r�eseauxT-temporis�es (temporis�es sur les transitions) et inversement (
f. [Murata, 1989℄). Le 
hoix del'un ou l'autre de 
es mod�eles temporis�es est don
 arbitraire. Par sou
i d'homog�en�eit�e ave
 lalitt�erature (max,+), nous ne 
onsid�erons par la suite que des r�eseaux P-temporis�es. Les graphesd'�ev�enements temporis�es (GET) pr�esent�es dor�enavant seront don
 des graphes d'�ev�enementsP-temporis�es.On note T : P ! N l'appli
ation qui �a toute pla
e pi 2 P asso
ie sa temporisation T (pi). Onnote T0 l'ensemble des temporisations initiales, 
ette temporisation sera 
onsid�er�ee i
i 
omme in-variante au 
ours de l'�evolution du r�eseau. De tels GET sont 
onsid�er�es 
omme stationnaires, enopposition aux graphes d'�ev�enements non-stationnaires (temporisations variables) voire sto
has-tiques (les temporisations sont des variables al�eatoires 
ara
t�eris�ees par des lois de distribution).Pour les GET stationnaires, les r�egles d'�evolution du marquage s'�enon
ent de la fa�
on suivan-te : lorsqu'un jeton arrive dans une pla
e pi munie d'une temporisation �egale �a T0(pi), le jetondoit s�ejourner au minimum T0(pi) unit�es de temps dans 
ette pla
e avant de pouvoir 
ontribuerau fran
hissement de la transition aval (unique) �a 
ette pla
e.Sur la �gure 2.5, le marquage initial de la pla
e situ�ee entre la transition a et b �etant nul, sila transition a est fran
hie �a la date t, la transition b n'est pas fran
hissable avant la date t+2.Pour illustrer 
e type de mod�ele temporis�e, nous proposons l'exemple d'un GET repr�esentantle fon
tionnement d'une ma
hine.Exemple 2.12 Le GET de la �gure 2.5 repr�esente une ma
hine 
apable de traiter une pi�e
e�a la fois, de temps de traitement �egal �a 2 u.t. (unit�es de temps) et de temps de re
on�guration�egal �a 1 u.t.. Pour 
e mod�ele, la pla
e 
ontenant initialement un jeton doit se voir attribuer lesens suivant : ma
hine disponible ou en re
on�guration. Les �ev�enements asso
i�es �a a et b sontde type "r�eservation" et "lib�eration" de la ma
hine. La transition u 
orrespond �a l'alimentationdu sto
k amont �a la ma
hine en pi�e
es brutes et y au pr�el�evement de pi�e
es �nies dans le sto
kaval �a la ma
hine. �
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2
1

a bu yFigure 2.5 : Mod�ele GET d'une ma
hine.2.3 Repr�esentation d'�etat des graphes d'�ev�enements temporis�esJusqu'�a pr�esent, la variable repr�esentative de l'�etat d'un RdP a �et�e le marquage. Clas-siquement, la variation du marquage d'un RdP, not�ee �M, peut s'�e
rire 
omme l'expressiondu produit d'une matri
e, appel�ee matri
e d'in
iden
e, par un ve
teur de tirs de transitions.L'�evolution du marquage est repr�esent�ee par une �equation de la forme Mf = M0 + �M. Ils'agit du mod�ele math�ematique le plus 
ouramment asso
i�e aux RdP (le le
teur int�eress�e par 
emod�ele math�ematique pourra se reporter �a [Murata, 1989℄).Si l'on se r�ef�ere �a la �gure 2.5, la seule 
ara
t�eristique que re
�ete une telle repr�esentationd'�etat 
on
erne l'�etat de la ma
hine : ma
hine libre ou o

up�ee.Pour pouvoir dis
uter les performan
es du syst�eme temporis�e, 
'est-�a-dire d�eterminer sonr�egime transitoire ou son r�egime permanent (temps de 
y
le), il semble n�e
essaire de passer �aun autre type de repr�esentation.2.3.1 Equations d'�etat des GET dans les dio��des Zmax et ZminEn e�et, pour la 
lasse des GET, un autre mod�ele math�ematique, 
orrespondant au 
hoixd'un ve
teur d'�etat di��erent du marquage, semble plus pertinent.Tout d'abord, l'�etat qu'il nous faut 
onsid�erer d�esormais n'est plus li�e aux pla
es, mais auxtransitions. Nous introduisons pour 
e faire deux types d'appli
ations :Soit xj 2 Q une transition d'un GET, nous utiliserons les notations suivantes :xj(k) : date �a laquelle l'�ev�enement num�erot�e k (tir) asso
i�e �a xj a lieuxj(t) : nombre de tirs de la transition xj ayant eu lieu jusqu'�a la date tLe premier type d'appli
ation est dit dateur d'�ev�enements et le se
ond 
ompteur d'�ev�ene-ments.Conditions initiales et num�erotation Par 
onvention, les �ev�enements (les tirs des transi-tions) seront num�erot�es �a partir de 0; le tir nÆ 0 est le premier tir d'une transition. De plus,xj(k) = +1 signi�e, par 
onvention, que l'�ev�enement num�erot�e k (ainsi que tous les �ev�enementssuivants) n'a jamais lieu. D'autre part, les marques pr�esentes dans le GET seront suppos�ees
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'est-�a-dire depuis la date �1. C'est 
e que l'on appelledes 
onditions initiales 
anoniques.Les ve
teurs X(k) = �x1(k) : : : xjQj(k)�t et X(t) = �x1(t) : : : xjQj(t)�t d�e�nissent ainsi denouveaux ve
teurs d'�etat pour un GET. A la di��eren
e du marquage, 
es variables d'�etat ontpar nature une propri�et�e de monotonie qui doit être soulign�ee: 8xj 2 Q,xj(k + 1) � xj(k) et xj(t+ 1) � xj(t):Hypoth�ese de fon
tionnement FIFO Le mode de fon
tionnement des pla
es des graphesGET 
onsid�er�es par la suite sera de type FIFO (First-In, First-Out), 
'est-�a-dire que le k-i�eme jeton rentr�e dans une pla
e sera �egalement le k-i�eme �a 
ontribuer au fran
hissement de latransition aval �a 
ette pla
e.L'introdu
tion de 
ette hypoth�ese de fon
tionnement permet d'�etablir un syst�emed'in�equations sur les variables d'�etats (dateurs ou 
ompteurs). On pr�esente simplement lesin�equations relatives aux deux graphes �el�ementaires de la �gure 2.6. On obtient pour 
es mod�elesles in�egalit�es suivantes faisant intervenir les dateurs et 
ompteurs asso
i�es aux transitions :1. Repr�esentation par des dateursxn(k) � max(xm(k); xl(k)) (2.1)xj(k) � xi(k � �) + � (2.2)2. Repr�esentation par des 
ompteursxn(t) � min(xm(t); xl(t)) (2.3)xj(t) � xi(t� �) + � (2.4)

xi �� jetons xjxl
xm xn

xj(k) � xj(k � �) + �
xn(k) � max(xm(k); xl(k))

Figure 2.6 : Equations aux dateurs sur des graphes d'�ev�enements temporis�es �el�ementairesLes in�egalit�es (2.1) �a (2.4) restent valides pour n'importe quelle s�equen
e de tir des transitionsxi; xj ; xl; xm et xn et par 
ons�equent tiennent 
ompte de toute �evolution possible du r�eseau.



62 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESNotamment, les in�egalit�es (2.1) et (2.3) repr�esentent le ph�enom�ene de syn
hronisation. En e�et,pour la �gure 2.6, la transition xn ne peut être fran
hie k fois que si xm et xl ont �et�e fran
hies�egalement au moins k fois 
ha
une. Du point de vue 
ompteur, la syn
hronisation se 
ara
t�erisedon
 par la pr�esen
e d'un op�erateur min, et du point de vue dateur, par un op�erateur max.N�eanmoins, l'obtention d'in�egalit�es sur les variables d'�etat n'est pas en
ore pleinement sa-tisfaisante. Ces in�egalit�es prennent en 
ompte "trop" d'�evolutions possibles du syst�eme. Pourpouvoir 
ara
t�eriser l'�evolution des variables d'�etat par des �equations r�e
urrentes, il nous fautdon
 
onsid�erer un 
as "limite" de fon
tionnement appel�e fon
tionnement au plus tôt.Fon
tionnement au plus tôt Nous partitionnons l'ensemble des transitions de la fa�
onsuivante, Q = I [ S [O, o�uI : ensemble des transitions sour
esO : ensemble des transitions puitsS : ensemble des transitions internes (S = QnfI [ Og)On utilisera d�esormais les notations suivantes:ui(:) d�esignera un 
ompteur ou un dateur asso
i�e �a une transition de Ixi(:) sera asso
i�e �a une transition de Syi(:) sera asso
i�e �a une transition de O.On appellera 
ouramment transitions d'entr�ee et de sortie respe
tivement les transitions deI et de O.On appelle fon
tionnement au plus tôt le mode de fon
tionnement d'un GET suivant :- les transitions de S [ O sont fran
hies d�es qu'elles sont fran
hissables- les transitions de I sont en permanen
e fran
hissables, mais ne sont fran
hies que surl'o

uren
e d'�ev�enements asso
i�es �a 
es transitions.En fon
tionnement au plus tôt, seules les transitions d'entr�ee sont fran
hies sur des s�equen
esd'�ev�enements externes. Par analogie ave
 la th�eorie de la 
ommande 
lassique, on appellera plustard 
ommandes 
es s�equen
es asso
i�ees aux transitions d'entr�ee.Sous l'hypoth�ese de fon
tionnement au plus tôt qui, nous le rappelons, est un 
omportementlimite du GET, l'�evolution des 
omposantes xi de l'�etat est alors exprim�ee par les �equationssuivantes : repr�esentation par des dateurs( xn(k) = max(xm(k); xl(k))xj(k) = xi(k � �) + �repr�esentation par des 
ompteurs( xn(t) = min(xm(t); xl(t))xj(t) = xi(t� �) + �Ces �equations r�e
urrentes se r�e�e
rivent d�esormais fa
ilement dans les dio��des Zmax et Zmin.Dans le dio��de Zmax, les dateurs asso
i�es aux transitions de la �gure 2.6 v�eri�ent les �egalit�essuivantes xn(k) = xm(k)� xl(k)xj(k) = � 
 xi(k � �)
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ompteurs asso
i�es �a 
es mêmes transitions v�eri�ent les �equationsr�e
urrentes suivantes xn(t) = xm(t)� xl(t)xj(t) = � 
 xi(t� �)Dans les deux 
as, l'op�erateur � du dio��de 
orrespond �a l'op�eration de syn
hronisation pourle GET.Le th�eor�eme suivant fournit la forme g�en�erale des �equations r�e
urrentes obtenues pour unGET quel
onque dans les dio��des Zmax et Zmin.Th�eor�eme 2.13. Soit un graphe d'�ev�enements temporis�e (P;Q; E ;M0;T0). Pour toute pla
epi 2 P;M0(pi) d�esigne le marquage initial de la pla
e pi et T0(pi) la temporisation initiale (etd�e�nitive) de 
ette pla
e. Soit M = maxpi2P(M0(pi)) et T = maxpi2P(T0(pi)).Si l'on asso
ie un dateur �a 
haque transition qj 2 Q, on obtient alors la repr�esentation d'�etatsuivante sur le dio��de Zmax8>><>>: X(k) = MLi=0AiX(k � i)� MLi=0BiU(k � i)Y (k) = MLi=0CiX(k � i) (2.5)Si l'on asso
ie un 
ompteur �a 
haque transition qj 2 Q, on obtient alors la repr�esentation d'�etatsuivante sur le dio��de Zmin8>>><>>>: X(t) = TLj=0AjX(t� j) � TLj=0BjU(t� j)Y (t) = TLj=0CjX(t� j)Exemple 2.14 Nous fournissons i
i la repr�esentation d'�etat sur le dio��de Zmax 
orrespondantau GET de la �gure 2.7. Les variables d'�etat de 
e GET sont reli�ees par les relations aux dateurssuivantes: x1(k) = 1x2(k)� 1u1(k � 1)x2(k) = x1(k � 1)� u2(k)x3(k) = 2x1(k � 2)� x2(k)y(k) = x3(k)
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x2
x1 x3

u2
u1 y11 2

Figure 2.7 : GET �a deux entr�ees et une sortieCe qui 
onduit �a la repr�esentation d'�etat suivante:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
X(k) = 0B�" 1 "" " "" e "1CAX(k) �0B�" " "e " "" " "1CAX(k � 1)�0B�" " "" " "2 " "1CAX(k � 2)

�0B�" "" e" "1CAU(k)�0B�1 "" "" "1CAU(k � 1)Y (k) = �" " e�X(k)ave
 X(k) = �x1(k) x2(k) x3(k)�t et U(k) = �u1(k) u2(k)�t. �Forme r�e
urrente expli
ite La repr�esentation d'�etat sous une forme ARMA d'un GETfournie par le th�eor�eme 2.13 peut toujours se ramener �a une forme r�e
urrente markovienne dutype : sur Zmax : ( X(k) = AX(k � 1)�BU(k)Y (k) = CX(k) (2.6)ou sur Zmin : ( X(t) = AX(t� 1)�BU(t)Y (t) = CX(t)au prix d'une extension du ve
teur d'�etat X(k) ou X(t).Pour obtenir la forme r�e
urrente expli
ite (2.6) �a partir de la forme ARMA (2.5) sur Zmax,on doit exprimer un GET dont le 
omportement est �equivalent �a 
elui repr�esent�e par (2.5) et telque les matri
es Ai soient nulles pour i 6= 1 et que les matri
es Bi, Ci soient nulles pour i > 0.Pour le GET �equivalent 
ela signi�e:- au
une pla
e situ�ee entre deux transitions internes (2 S) ne doit 
ontenir plus d'un jeton
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x2
x1 �2

u2
�1 x3 yu1 11 2

Figure 2.8 : GET �equivalent �a 
elui de la �gure 2.7 en vue d'une repr�esentation markovienne.- toutes les pla
es situ�ees entre une transition sour
e (2 I) et une transition interne doiventêtre sans jeton- toutes les pla
es situ�ees entre une transition interne et une transition puits (2 O) doiventêtre sans jetonExemple 2.15 La �gure 2.8 repr�esente un GET dont le 
omportement entr�ee-sortieest �equivalent �a 
elui de la �gure 2.7. En introduisant des �etats interm�ediaires �1et �2, on aboutit �a la repr�esentation d'�etat suivante sur le dio��de Zmax ave
 X(k) =��1(k) x1(k) x2(k) �2(k) x3(k)�t8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: X(k) = 0BBBBB�" " " " "" " 1 " "" " " " "" " " " "" " e " "
1CCCCCAX(k) �0BBBBB�" " " " "1 " " " "" e " " "" 2 " " "" " " e "

1CCCCCAX(k � 1)�0BBBBB�e "" "" e" "" "
1CCCCCAU(k)

Y (k) = �" " " " e�X(k)Il suÆt alors de supprimer la partie impli
ite de l'�equation d'�etat grâ
e au th�eor�eme 1.86.La plus petite solution3 en X(k) de l'�equation impli
ite X(k) = A0X(k)�A1X(k� 1)�BU(k)est X(k) = (A0)�A1X(k � 1) � (A0)�BU(k) ave
 A�0 = E � A0 � A20 � : : : o�u E est la matri
eidentit�e. La forme r�e
urrente expli
ite de 
e GET est don
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: X(k) = 0BBBBB�" " " " "1 1 " " "" e " " "" 2 " " "" e " e "
1CCCCCAX(k � 1)�0BBBBB�e "" 1" e" "" e

1CCCCCAU(k)
Y (k) = �" " " " e�X(k) �3qui 
orrespond �a l'�evolution de l'�etat du GET en fon
tionnement au plus tôt



66 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DES2.3.2 Rappels sur la th�eorie spe
trale des matri
es (max,+) et (min,+)On rappelle i
i 
ertains des plus an
iens r�esultats obtenus via la repr�esentation d'�etat (max,+)ou (min,+) des GET. En e�et, les premiers travaux r�ealis�es via 
ette appro
he mirent en �eviden
ela 
ara
t�erisation alg�ebrique de 
rit�eres de performan
es tels que le temps de 
y
le ou le tauxde produ
tion des GET. Nous ne rappelons i
i que l'appro
he (max,+), le raisonnement �etantidentique dans l'alg�ebre (min,+).Consid�erons un GET dont la forme r�e
urrente expli
ite sur Zmax a pour �equation d'�etatX(k) = AX(k � 1)�BU(k):Si les entr�ees de 
e syst�eme sont U(k) = (" : : : ")t, 8k 2 Z l'�evolution de l'�etat s'exprime simple-ment par la r�e
urren
e X(k) = AX(k � 1):Une telle entr�ee 
orrespond pratiquement �a tirer toutes les transitions d'entr�ee une in�nit�e defois �a la date �1, 
'est-�a-dire que l'entr�ee n'est pas une 
ontrainte pour l'�evolution de l'�etat duGET. Le fon
tionnement du GET pour 
e type d'entr�ee est appel�e r�egime autonome.Le probl�eme de re
her
he de valeurs propres et ve
teurs propres de la matri
e A s'exprime
omme la re
her
he de 
ouples (�; v), ave
 v 6= " tels queA
 v = �
 v:Pour l'�evolution de l'�etat du syst�eme en r�egime autonome, si � est valeur propre de A etX(0), le ve
teur d'�etat initial, est ve
teur propre de A alorsX(k) = �kX(0) = �X(k � 1)soit, dans l'alg�ebre usuelle, pour 
ha
une des variables d'�etat xi(:)xi(k) = �+ xi(k � 1)autrement dit, toutes les variables d'�etat sont in
r�ement�ees de � lorsque k est in
r�ement�e de 1.En r�esum�e, si A dispose d'une valeur propre, en partant d'un �etat initial X(0) �egal �a unve
teur propre de A, alors le GET fon
tionne en r�egime autonome de fa�
on p�eriodique de p�eriode1 d�es l'�etat initial et la valeur propre � 
orrespond au temps de 
y
le du GET, 
'est-�a-dire autemps s�eparant deux tirs 
ons�e
utifs d'une transition. L'analyse spe
trale de la matri
e A visedon
 �a fournir un 
rit�ere de performan
e sur le syst�eme mod�elis�e.Les r�esultats de th�eorie spe
trale des matri
es (max,+) fournis par la suite permettent don
d'aborder l'�evaluation de performan
e des GET d'un point de vue alg�ebrique. Le le
teur trouveraune d�emonstration de 
es r�esultats dans [Gondran and Minoux, 1985℄, [Ba

elli et al., 1992℄ ou[Gaubert, 1992℄.Th�eor�eme 2.16. Soit A 2 Zn�nmax. Si A est irr�edu
tible4 alors A admet une valeur propre �unique �egale au rayon spe
tral �(A) = nMk=1 tr(Ak)1=k4G(A), le graphe de pr�e
�eden
e asso
i�e �a A, est fortement 
onnexe (
f annexe A)



2.4. Relation entr�ee-sortie d'un GET 67o�u tr(Ak) = nLi=1[Ak℄ii.Remarque 2.17 Il est possible de 
al
uler 
ette valeur propre en termes de graphe. En notant
i un 
ir
uit �el�ementaire du GET, N(
i) le nombre de jetons de 
e 
ir
uit et T (
i) la somme destemporisations de 
e 
ir
uit, on obtient la valeur propre � unique, et don
 le temps de 
y
le duGET, par l'expression � = max
ir
uits �el�ementaires T (
i)N(
i) : �Remarque 2.18 (Cas r�edu
tible) Le 
as o�u A est irr�edu
tible signi�e que toutes les transi-tions internes du GET sont dans une même 
omposante fortement 
onnexe. Le 
as plus g�en�eralo�u A est r�edu
tible a �et�e �egalement trait�e dans [Gaubert, 1992℄. Les r�esultats �enon
�es dans le
as r�edu
tible s'appuient sur une d�e
omposition du graphe de pr�e
�eden
e de A en 
omposantesfortement 
onnexes, et une �etude s�epar�ee de 
ha
une de 
es 
omposantes. Ce qui se d�egage de
ette �etude est qu'il n'y a plus n�e
essairement uni
it�e de la valeur propre lorsque A est r�edu
tible.Cependant, le rayon spe
tral �(A) demeure valeur propre de A (
'est la plus grande pour lesmatri
es (max,+)). �L'�etablissement d'une valeur propre de A permet d'�evaluer le 
omportement p�eriodique d'unGET en r�egime autonome lorsque la 
ondition initiale X(0) est ve
teur propre. On peut sedemander 
omment se 
omporte le graphe pour une 
ondition initiale quel
onque. Le th�eor�emesuivant et son interpr�etation fournissent la r�eponse �a 
ette question.Th�eor�eme 2.19 ([Cohen et al., 1983℄,[Chr�etienne, 1983℄) Soit A 2 Zn�nmax irr�edu
tible. Ilexiste deux entiers N et 
 tels quen � N ) An+
 = �(A)
An;
 est appel�e 
y
li
it�e de A.Si A est irr�edu
tible, on peut don
 �e
rire en r�egime autonomeX(k) = An+
X(k � n� 
)= �(A)
 
X(k � 
):Autrement dit, en r�egime autonome, pour k suÆsamment grand (k � N)X(k) = 
+ �(A) +X(k � 
):Ce
i peut s'�enon
er: un GET en r�egime autonome atteint apr�es un r�egime transitoire �ni unr�egime p�eriodique.2.4 Relation entr�ee-sortie d'un GETLa 
ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e pour les GET qui sera d�evelopp�ee au 
hapitre 3s'appuie essentiellement sur une repr�esentation entr�ee-sortie des syst�emes. Nous d�edions don
 la



68 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESderni�ere partie de 
e 
hapitre aux rappels des di��erentes repr�esentations de 
e type ren
ontr�eesdans la litt�erature.Nous privil�egierons �nalement, pour le d�eveloppement d'exemples, la repr�esentation des GETpar des s�eries formelles en deux variables 
ommutatives 
 et Æ sur le dio��de Maxin J
; ÆK.2.4.1 R�eponse impulsionnellePartant de la forme r�e
urrente expli
ite (2.6), le d�eveloppement de la r�e
urren
e donneY (k) = CX(k)= CAX(k � 1) �CBU(k)= CA2X(k � 2)� CABU(k � 1)� CBU(k)= : : := CApX(k � p)� p�1Mi=0 CAiBU(k � i):En adoptant la 
onvention (x(k) = " et u(k) = " pour k < 0, 
.-�a-d. des 
onditions initialesnulles), on peut r�e�e
rire le 
omportement entr�ee-sortie du GETY (k) =Mi2ZH(i) 
 U(k � i)ave
 H(i) = ( " i < 0CAiB i � 0 :Interpr�etation de [H(k)℄ij L'�el�ement [H(k)℄ij de la matri
e H(k) est simplement la date dukieme tir de la sortie yi(:) d�ependant de l'entr�ee uj(:) du typeuj(k) = ( " k < 0e k � 0toutes les autres entr�ees �etant ul(k) = ";8l 6= j 2 Z.Une telle entr�ee uj(:), qui 
orrespond au tir d'une in�nit�e de jetons �a la date 0, peut êtreinterpr�et�ee 
omme l'�equivalent d'une impulsion appliqu�ee �a l'entr�ee uj du GET et l'�el�ement[H(k)℄ij est alors la r�eponse impulsionnelle 
orrespondante.En 
onsid�erant un GET mono-entr�ee mono-sortie, on peut remarquer que la sortie 
orrespondalors �a une 
onvolution, plus exa
tement une sup-
onvolution, de la r�eponse impulsionnelle parl'entr�ee y(k) =Mk2Zh(i)u(k � i) def= (h � u)(k):L'analogie ave
 la relation entr�ee-sortie d'un syst�eme lin�eaire 
ontinu est alors �evidente.



2.4. Relation entr�ee-sortie d'un GET 692.4.2 Transform�ee en 
 et en ÆLes transform�ees en 
 et en Æ rappel�ees i
i jouent un rôle analogue �a la transform�ee enz dans la th�eorie des syst�emes lin�eaires 
ontinus en temps di
ret. Elles transforment les sup-
onvolutions (pr�esent�ees pr�e
�edemment) en des produits de s�eries formelles. La sortie d'un GETmono-entr�ee mono-sortie apparâ�t alors 
omme le produit d'une s�erie de transfert par une s�eried'entr�ee. La stru
ture alg�ebrique qu'il 
onvient d'utiliser pour une telle repr�esentation est en
ons�equen
e 
elle d'un dio��de de s�eries formelles (
f. exemple 1.85).Transform�ee en 
 Soit fd(k)gk2Z un dateur asso
i�e �a une transition d'un GET. La trans-form�ee en 
 de fd(k)gk2Z est d�e�nie 
omme la s�erie formelleD(
) =Mk2Zd(k)
k:Supposons deux dateurs reli�es par l'�egalit�e x1(k) = x2(k�1), 
e qui 
orrespond �a deux transitionss�epar�ees par une pla
e 
ontenant un seul jeton. Alors la transform�ee en 
 de 
ha
un des dateursdevient X1(
) =Mk2Zx1(k)
k =Mk2Zx2(k � 1)
k = 
Mk2Zx2(k � 1)
(k�1) = 
X2(
):On peut don
 interpr�eter l'op�erateur 
 
omme op�erateur de d�e
alage "�ev�enementiel", 
e quel'on �e
rit parfois formellement x(k � 1) = 
x(k).Transform�ee en Æ De la même mani�ere, on peut introduire une s�erie formelle pour 
oder unetraje
toire d�e
rite par un 
ompteur f
(t)gt2Z.La transform�ee en Æ de f
(t)gt2Z est d�e�nie 
omme la s�erie formelleC(Æ) =Mt2Z 
(t)Æt:L'op�erateur Æ joue le rôle d'op�erateur de d�e
alage "temporel", soit formellement 
(t�1) = Æ
(t).Dio��des ZmaxJ
K et ZminJÆK Comme nous l'avons rappel�e dans l'exemple 1.85, un ensemblede s�eries formelles �a 
oeÆ
ients sur un dio��de 
omplet peut �egalement être muni d'une stru
turede dio��de 
omplet dont la loi � est la somme de s�eries formelles et la loi 
 le produit de s�eriesformelles. Les transform�ees en 
 (resp. Æ) des dateurs (resp. 
ompteurs) peuvent don
 être
onsid�er�ees 
omme appartenant �a des dio��des de s�eries formelles en 
 (resp. Æ).Nous noterons ZmaxJ
K le dio��de 
omplet des s�eries formelles en 
 �a 
oeÆ
ients dans Zmaxet exposants dans Z, et ZminJÆK le dio��de des s�eries formelles en Æ �a 
oeÆ
ients dans Zminet exposants dans Z. On rappelle que l'�el�ement neutre de l'addition de ZmaxJ
K est la s�erie"(
) =Lk2Z"
k (o�u " = �1 est l'�el�ement neutre de l'addition dans Zmax) et l'�el�ement neutrede la multipli
ation est la s�erie e(
) = e
0 (o�u e = 0 est l'�el�ement neutre de la multipli
ation deZmax).Notons que 
es dio��des permettent de 
oder tout type de traje
toire. Or, l'�evolution desdateurs xi(k) ou des 
ompteurs xi(t) asso
i�es aux transitions des GET sont par nature mono-tones: le kieme tir d'une transition est toujours post�erieur au (k � 1)ieme. Par 
ons�equent, le



70 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESmod�ele math�ematique utilis�e pour repr�esenter le 
omportement d'un GET doit tenir 
ompte de
e 
ara
t�ere monotone.Monotonie des traje
toires de tir d'un GET Soit fd(k)gk2Z un dateur d�e�ni sur Zmax etf
(t)gt2Z un 
ompteur d�e�ni sur Zmin. En se rappelant que l'ordre d�e�ni sur Zmin est l'inversede l'ordre naturel �, la monotonie de 
es variables s'�e
rit :8k; t 2 Z d(k) � d(k � 1) et 
(t+ 1) � 
(t):Les variables dateurs sont don
 monotones non d�e
roissantes sur Zmax et les variables 
ompteursmonotones non 
roissantes sur Zmin.Un dateur et un 
ompteur v�eri�ent respe
tivement sur Zmax et Zmind(k) = d(k � 1)� d(k)
(t) = 
(t+ 1)� 
(t):Les transform�ees respe
tives en 
 et Æ de 
es �egalit�es produisent les relations suivantes, simpli��eesen a

ord ave
 le th�eor�eme 1.86 :D(
) = 
D(
)�D(
) ) D(
) = 
�D(
)C(Æ) = Æ�1C(Æ)� C(Æ) ) C(Æ) = (Æ�1)�C(Æ):Autrement dit, pour pouvoir prendre en 
ompte les qualit�es de monotonie des s�eries formellesasso
i�ees aux transitions d'un GET, il nous faut don
 
onsid�erer, parmi les s�eries de ZmaxJ
K,
elles qui restent invariantes lorsqu'on les multiplie par la s�erie 
�. Le th�eor�eme suivant montreque 
et ensemble de "s�eries 
roissantes" a �egalement une stru
ture de dio��de qui est en outreisomorphe �a un dio��de quotient.Th�eor�eme 2.20.1. Le sous ensemble 
�ZmaxJ
K des �el�ements de la forme 
�D(
) est un dio��de d'�el�ementneutre "(
) pour l'addition et 
� pour la multipli
ation. Ce dio��de sera not�e DJ
K.2. Soit la 
ongruen
e R
 suivante d�e�nie sur ZmaxJ
K parfD1(
)R
D2(
)g () f
�D1(
) = 
�D2(
)g:Chaque 
lasse du dio��de quotient ZmaxJ
K=R
 
ontient un plus grand �el�ement qui appartient�a DJ
K.3. Les dio��des DJ
K et ZmaxJ
K=R
 sont isomorphes.Preuve :1. il faut remarquer que l'ensemble DJ
K est stable pour la somme et le produit de ZmaxJ
Ket admet "(
) 
omme �el�ement neutre de l'addition et 
� 
omme �el�ement neutre de lamultipli
ation. Cet ensemble a don
 une stru
ture de dio��de 
omplet. En revan
he, puisqueDJ
K et ZmaxJ
K n'ont pas les mêmes �el�ements neutres, DJ
K n'est pas un sous-dio��de deZmaxJ
K.



2.4. Relation entr�ee-sortie d'un GET 712. l'appli
ation x 7! 
�x est une fermeture. D'apr�es le lemme 1.52, 
haque 
lasse [x℄R
du dio��de quotient admet don
 
�x 
omme plus grand repr�esentant de la 
lasse. Cerepr�esentant appartient justement �a DJ
K.3. l'appli
ation x 7! 
�x d�e�nit un homomorphisme du dio��de ZmaxJ
K dans DJ
K. Leth�eor�eme 1.84 fournit le r�esultat. 2Au vu de 
e th�eor�eme, il faut en 
on
lure que le (v�eritable) dio��de des "transform�ees en 
 desappli
ations dateurs" est don
 le dio��de DJ
K et non ZmaxJ
K. On peut �evidemment formulerun r�esultat �equivalent pour les transform�ees en Æ des 
ompteurs.Manipulation des �el�ements de ZmaxJ
K=R
 et simpli�
ation d'�e
riture Puisque lestraje
toires de tir des GET sont 
od�ees par des s�eries de DJ
K et que 
e dio��de est isomorphe �aZmaxJ
K=R
 , on manipulera indi��eremment des s�eries de DJ
K ou des 
lasses de ZmaxJ
K=R
 .D'apr�es le th�eor�eme 1.83, les op�erations d'addition et de multipli
ation sur les 
lasses deZmaxJ
K=R
 ne d�ependent pas des s�eries de ZmaxJ
K 
hoisies pour repr�esenter 
es 
lasses. On peutdon
 ramener les op�erations sur ZmaxJ
K=R
 �a des op�erations sur ZmaxJ
K pour des repr�esentantsquel
onques.Par la suite, on adoptera la simpli�
ation d'�e
riture 
onsistant �a omettre les 
ro
hets [:℄R
pour d�esigner un �el�ement de ZmaxJ
K=R
 . Les �el�ements manipul�es seront don
 ta
itement des
lasses, bien que les �e
ritures employ�ees ne fassent �gurer que des repr�esentants parti
uliers de
es 
lasses.En remarquant que sur ZmaxJ
K, on a
�(
n � 
n0) = 
�
min(n;n0);et en appliquant l'all�egement d'�e
riture propos�e pr�e
�edemment, on peut �e
rire la r�egle de sim-pli�
ation suivante sur ZmaxJ
K=R
 : 
n � 
n0 = 
min(n;n0): (2.7)Remarque 2.21 La manipulation des repr�esentants de ZmaxJ
K=R
 peut don
 être assimil�ee �ala manipulation des �el�ements de ZmaxJ
K �a laquelle on ajoute la r�egle de simpli�
ation (2.7). �Pour des raisons identiques, et en utilisant le même all�egement d'�e
riture (qui 
onsiste �a nepas faire de distin
tion entre un repr�esentant d'une 
lasse et la 
lasse elle-même), on obtient lar�egle de simpli�
ation suivante sur ZminJÆK=RÆ�1Æt � Æt0 = Æmax(t;t0): (2.8)Exemple 2.22 Pour l'exemple de la �gure 2.7, on obtient la repr�esentation par des s�eriesformelles en 
 suivante8>>>>>><>>>>>>: X(
) = 0B� " 1 "
 " "2
2 e "1CAX(
) �0B�1
 "" e" "1CAU(
)Y (
) = �" " e�X(
)



72 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DES�2.5 Repr�esentation bi-dimensionnelle : dio��de Maxin J
; ÆKOn rappelle i
i la d�emar
he qui permet de 
oder les traje
toires de tir des GET par des s�eriesformelles en deux variables 
ommutatives, 
 et Æ, �a exposants dans Z et �a 
oeÆ
ients bool�eens.Les aspe
ts �ev�enementiel et temporel d'un GET sont alors 
onsid�er�es de mani�ere sym�etrique.On rappelle tout d'abord formellement 
omment 
ertaines s�eries en 
es deux variables 
om-mutatives permettent la prise en 
ompte de la monotonie des traje
toires de tir.2.5.1 D�e�nition formelle de Maxin J
; ÆKSoit B J
; ÆK le dio��de des s�eries formelles en deux variables 
ommutatives 
 et Æ �a exposantsdans Z et 
oeÆ
ients dans le dio��de de Boole B .Th�eor�eme 2.23. Nous appelons Maxin J
; ÆK le dio��de B J
; ÆK quotient�e par la 
ongruen
eX1(
; Æ)R
�Æ�1X2(
; Æ) () X1(
; Æ) = (
 � Æ�1)�X2(
; Æ):Maxin J
; ÆK est un dio��de 
omplet isomorphe �a DJ
K et DJÆK.Preuve : L'isomorphisme entre Maxin J
; ÆK et les dio��des DJ
K et DJÆK est montr�e par exempledans [Ba

elli et al., 1992℄. 2Cela signi�e que les 
lasses de Maxin J
; ÆK sont �egalement bien adapt�ees �a repr�esenter lestraje
toires de tir d'un graphe d'�ev�enements temporis�e.Avant de pr�esenter Maxin J
; ÆK 
omme outil de mod�elisation, nous rappelons quelques 
ara-
t�eristiques de 
e dio��de.2.5.2 Manipulation des �el�ements de Maxin J
; ÆK et r�egles de simpli�
ationDe même que pour les �el�ements des dio��des ZmaxJ
K=R
 ou ZminJÆK=RÆ�1 , l'�e
riture des
lasses de Maxin J
; ÆK sera par la suite syst�ematiquement all�eg�ee (les 
ro
hets [:℄=R
�Æ�1 serontomis syst�ematiquement). La somme et le produit des 
lasses de Maxin J
; ÆK �etant ind�ependantsdes repr�esentants de B J
; ÆK 
hoisis (th. 1.83), un �el�ement de Maxin J
; ÆK sera d�esign�e par unrepr�esentant quel
onque dans B J
; ÆK.La manipulation des �el�ements de Maxin J
; ÆK se fait don
 ave
 les r�egles de somme et deproduit du dio��de B J
; ÆK auxquelles on ajoute les r�egles de simpli�
ations issues de (2.7) et(2.8) suivantes 
nÆt � 
n0Æt = 
min(n;n0)Æt (2.9)
nÆt � 
nÆt0 = 
nÆmax(t;t0) (2.10)On peut don
 rappeler les prin
ipales 
ara
t�eristiques de 
e dio��de. Maxin J
; ÆK est un dio��de
omplet distributif d'�el�ement neutre " = "(
; Æ) (la s�erie nulle de B J
; ÆK) pour � et d'�el�ementmaximum T = (
�1)�Æ�.



2.5. Repr�esentation bi-dimensionnelle : dio��de Maxin J
; ÆK 73Remarque 2.24 On utilisera parfois abusivement les notations suivantes pour le plus petit etle plus grand �el�ement de Maxin J
; ÆK : " = 
+1Æ�1 et T = 
�1Æ+1. �Du fait de la stru
ture de quotient de Maxin J
; ÆK, on peut donner plusieurs expressions del'�el�ement neutre e pour la multipli
atione = 
�(Æ�1)� = 
� = (Æ�1)� = 
0 = Æ0 = 
0Æ0:Ces �el�ements sont e�e
tivement "�equivalents" modulo R
�Æ�1 (mais ne sont �evidemment pasidentiques en tant qu'�el�ements de B J
; ÆK).L'ordre naturel � d�e�ni sur Maxin J
; ÆK �a partir de la loi � permet d'�etablir l'�equivalen
esuivante 
nÆt � 
n0Æt0 () n � n et t � t0:En�n, puisque Maxin J
; ÆK est 
omplet, tout 
ouple a; b 2 Maxin J
; ÆK admet un plus grandminorant not�e a ^ b. Dans le 
as o�u a et b sont des monômes, on obtient la relation
nÆt ^ 
n0Æt0 = 
max(n;n0)Æmin(t;t0) (2.11)qui permet, puisque le dio��de est distributif, d'�etablir la borne inf de deux �el�ements quel
onquesde Maxin J
; ÆK.2.5.3 Repr�esentation graphique des �el�ements de Maxin J
; ÆKOn remarque tout d'abord que l'appli
ationB J
; ÆK ! P(Z2); F (
; Æ) 7! Supp(F (
; Æ))qui �a toute s�erie de B J
; ÆK asso
ie son support (
f. exemple 1.85) d�e�nit un isomorphisme entreles parties du plan Z2 et les s�eries de B J
; ÆK. Cette appli
ation asso
ie �a une s�erie quel
onquede B J
; ÆK l'ensemble des exposants (k; t) de monômes de B J
; ÆK dont le 
oeÆ
ient est non nul.Partant de 
et isomorphisme, il parâ�t naturel de repr�esenter une s�erie de B J
; ÆK par la
olle
tion des points (k; t) du plan Z2 appartenant au support de 
ette s�erie. Pratiquement, las�erie 
1Æ4 � 
2Æ3 2 B J
; ÆK sera repr�esent�ee par les points de 
oordonn�ees (1; 4) et (2; 3) de Z2.Nous nous appuyons sur 
ette repr�esentation des �el�ements de B J
; ÆK pour d�e�nir �egalementune repr�esentation graphique des �el�ements de Maxin J
; ÆK.Repr�esentant maximal Les dio��des Maxin J
; ÆK et 
�(Æ�1)�B J
; ÆK sont isomorphes. End'autres termes, tout �el�ement a 2 Maxin J
; ÆK v�eri�e l'�egalit�e a = 
�(Æ�1)�a. En parti
u-lier, 
�(Æ�1)�a est le plus grand �el�ement de la 
lasse de a dans B J
; ÆK. Graphiquement, lerepr�esentant dans Z2 de 
�(Æ�1)�a est en quelque sorte le repr�esentant qui "
ouvre" la plusgrande surfa
e de Z2, 
'est-�a-dire qui in
lut e�e
tivement tous les repr�esentants possibles de
ette 
lasse. Ce repr�esentant maximal de la 
lasse de a 2 Maxin J
; ÆK �etant 
anonique, il sera
hoisi pour repr�esenter graphiquement l'�el�ement a.Prenons un monôme 
nÆt deMaxin J
; ÆK. Le repr�esentant maximal de 
e monôme est l'�el�ement
nÆt
�(Æ�1)�. Multiplier 
nÆt par 
�(Æ�1)� revient simplement �a "atta
her" au point de 
oor-donn�ees (n; t) tous les points 
ontenus dans le 
ône sud-est de sommet (n; t) du plan. Pour un



74 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DES�el�ement quel
onque a =L(ni;ti)2A 
niÆti de Maxin J
; ÆK, le repr�esentant graphique de a est don
l'union des 
ônes sud-est de sommets (ni; ti) 2 A.On obtient la 
orrespondan
e suivante entre les op�erations sur les monômes de Maxin J
; ÆK etsur les 
ônes de Z2:1. la somme de deux monômes 
nÆt et 
n0Æt0 est repr�esent�ee graphiquement par l'union des
ônes sud-est de sommets respe
tifs (n; t) et (n0; t0).2. le produit de deux monômes 
nÆt et 
n0Æt0 est repr�esent�e par le 
ône de sommet (n+n0; t+t0)(
e qui 
orrespond au 
ône dont le sommet est la somme ve
torielle des sommets (n; t) et(n0; t0)).3. l'inf de deux monômes 
nÆt et 
n0Æt0 est repr�esent�e par l'interse
tion des 
ônes sud-est desommets respe
tifs (n; t) et (n0; t0).
( n , t )

( n ' , t ' )
( n , t )

( n ' , t ' )
( n + n ' , t + t ' )

( n , t )

( n ' , t ' )

( m a x ( n , n ' ) , m i n ( t , t ' ) )


nÆt 
 
n0Æt0 = 
n+n0Æt+t0
nÆt � 
n0Æt0 
nÆt ^ 
n0Æt0somme ve
torielleunion de 
ônes interse
tion de 
ônesFigure 2.9 : Repr�esentation graphique des op�erations sur Maxin J
; ÆKRepr�esentant minimal De même que tout �el�ement deMaxin J
; ÆK admet un repr�esentant max-imal dans B J
; ÆK, il est montr�e, notamment dans [Ba

elli et al., 1992℄, que 
ertains �el�ements deMaxin J
; ÆK admettent �egalement un repr�esentant minimal dans B J
; ÆK. C'est le 
as notammentdes polynômes et des s�eries p�eriodiques. Graphiquement, on obtient 
e repr�esentant minimalen ne 
odant que les sommets du repr�esentant de Maxin J
; ÆK. A titre d'exemple, pour l'�el�ement
1Æ4 � 
2Æ3 de Maxin J
; ÆK, l'�el�ement 
�(Æ�1)�
1Æ4 est le repr�esentant maximal (graphiquement,
orrespond �a toute la surfa
e du 
ône de sommet (1; 4)) et 
1Æ4 est son repr�esentant minimal(seulement le sommet du 
ône).Le repr�esentant minimal est �egalement le repr�esentant obtenu apr�es avoir e�e
tu�e toutesles simpli�
ations d'�e
ritures r�esultant des r�egles (2.9) et (2.10). On pr�esentera par la suitesyst�ematiquement les r�esultats sous leur forme minimale lorsqu'elle existe.2.5.4 Exemples de 
al
uls sur des polynômes de Maxin J
; ÆKOn d�e�nira par la suite le support d'un �el�ement de Maxin J
; ÆK 
omme le support de sonrepr�esentant minimal dans B J
; ÆK. De même, la valuation et le degr�e d'un �el�ement deMaxin J
; ÆKseront d�e�nis 
omme la valuation et le degr�e de son repr�esentant minimal.
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; ÆK 75On notera Maxin [
; Æ℄ l'ensemble des polynômes de Maxin J
; ÆK, 
'est-�a-dire l'ensemble des�el�ements �a support �ni (
f exemple 1.85). On propose i
i quelques 
al
uls sur des polynômes demani�ere �a se familiariser ave
 
ette stru
ture alg�ebrique.Soit a; b 2Maxin J
; ÆK, a = 
1Æ1�
3Æ4 et b = 
2Æ2� 
4Æ3� 
5Æ5. On peut v�eri�er graphique-ment que 
es �el�ements sont sous leur forme minimale.a� b = 
1Æ1 � 
2Æ2 � 
3Æ4 � 
5Æ5 (on remarque en e�et 
4Æ3 � 
3Æ4):a
 b = (
1Æ1 � 
3Æ4)
 (
2Æ2 � 
4Æ3 � 
5Æ5) = 
3Æ3 � 
5Æ4 � 
6Æ6 � 
5Æ6 � 
7Æ7 � 
8Æ9:En remarquant que 
5Æ4 � 
6Æ6 � 
5Æ6, on obtient le repr�esentant minimala
 b = 
3Æ3 � 
5Æ6 � 
7Æ7 � 
8Æ9:En�n, on obtient la borne inf de 
es �el�ementsa ^ b = 
2Æ1 � 
3Æ2 � 
4Æ3 � 
5Æ4:Nous terminons 
ette pr�esentation en �evoquant le moyen pratique de 
al
uler la r�esidu�ee a Ænb.Les monômes 
nÆt de Maxin J
; ÆK sont inversibles : (
nÆt)�1 = 
�nÆ�t. En s'appuyant surl'identit�e (1.51) du th�eor�eme 1.95, la r�esidu�ee d'un �el�ement quel
onque b par un monôme 
nÆtest don
 obtenue par 
nÆt Ænb = 
�nÆ�t 
 b:D'autre part, puisque un �el�ement a de Maxin J
; ÆK s'�e
rit 
omme une somme de monômes (�nieou in�nie) soit a =Li2I 
niÆti , on peut �e
rire expli
itement d'apr�es (1.46)a Ænb = (Mi2I 
niÆti) Ænb = î2I 
�niÆ�tib = 
�n1Æ�t1b ^ 
�n2Æ�t2b ^ : : : :Lorsque a et b sont des polynômes, le 
al
ul a Ænb revient �a 
al
uler la borne inf d'un nombre �nide polynômes.Ave
 a = 
1Æ1 � 
3Æ4 et b = 
2Æ2 � 
4Æ3 � 
5Æ4 on obtienta Ænb = 
�1Æ�1b ^ 
�3Æ�4b= (
1Æ1 � 
3Æ2 � 
4Æ3) ^ (
�1Æ�2 � 
1Æ�1 � 
2)= 
1Æ�1 � 
2:2.5.5 Mod�elisation des graphes d'�ev�enements temporis�es sur Maxin J
; ÆKLa d�emar
he, similaire �a 
elle adopt�ee pour le 
odage dans DJ
K ou DJÆK, est la suivante :1. les traje
toires de tir des transitions du GET sont 
od�ees par des �el�ements de Maxin J
; ÆK2. d'un point de vue dynamique, le GET peut alors être vu 
omme un syst�eme induisant desd�e
alages (�ev�enementiels et temporels) sur 
es traje
toires, les op�erateurs permettant de
ara
t�eriser 
es d�e
alages �etant l'op�erateur 
 dans le domaine �ev�enementiel et l'op�erateurÆ dans le domaine temporel.



76 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESOn rappelle tout d'abord 
omment 
oder les traje
toires de tir d'un GET par des �el�ementsde Maxin J
; ÆK.Soit x(
; Æ) un �el�ement de Maxin J
; ÆK asso
i�e �a une transition x d'un GET. Le repr�esentantmaximal dans B J
; ÆK de 
et �el�ement peut être �e
rit x(
; Æ)
�(Æ�1)� = Li2I 
niÆti . Il fautinterpr�eter 
ha
un des monômes 
niÆti de x(
; Æ)
�(Æ�1)� 
omme une information �el�ementaire
onnue sur l'histoire de la transition x. L'information �el�ementaire asso
i�ee au monôme 
niÆtiest : le tir num�ero ni de la transition x a lieu au plus tôt �a la date tiEn r�esum�e, un �el�ement deMaxin J
; ÆK repr�esente une in�nit�e d'informations �el�ementaires 
on-
ernant les tirs d'une transition, parmi lesquelles 
ertaines peuvent sembler redondantes. Lerepr�esentant minimal d'un �el�ement deMaxin J
; ÆK (lorsqu'il existe) asso
i�e �a une transition x tientlieu d'information "essentielle" 
on
ernant la traje
toire de tir de 
ette transition. Autrementdit, 
onnaissant le repr�esentant minimal d'un �el�ement de Maxin J
; ÆK 
odant la traje
toire de tird'une transition, on est 
apable de d�eduire �a quelles dates ont eu lieu e�e
tivement les tirs, ousym�etriquement, pour une date donn�ee, 
ombien de tirs ont eu lieu �a 
ette date. Pour �xer lesid�ees on illustre 
e
i par un exemple.Exemple 2.25 Soit x(
; Æ) = 
1Æ2� 
2Æ3 un �el�ement deMaxin J
; ÆK 
odant la traje
toire de tirde la transition x d'un GET. C'est i
i le repr�esentant minimal de sa 
lasse. On peut �egalementdonner une autre expression �equivalente de 
e même �el�ementx(
; Æ) = 
1Æ2 � 
2Æ3 = : : :� 
�1Æ�1 � 
0Æ�1 � 
1Æ2 � 
2Æ3 � 
3Æ3 � 
4Æ3 � : : :Par 
onvention, le premier tir est le tir num�ero 0. L' �el�ement x(
; Æ) 
ontient don
 l'informationle premier tir a lieu �a la date �1. Cet �el�ement 
ontient �egalement l'information le tir num�erot�e1 a lieu au plus tôt �a la date 2. N�eanmoins, il n'existe au
un autre monôme de x(
; Æ) s'�e
rivant
1Æt ave
 t > 2, 
e qui signi�e �egalement que le tir num�ero 1 a lieu "au plus tard" �a la date 2.On en d�eduit que le tir num�ero 1 a lieu exa
tement �a la date 2. En�n, par un raisonnementanalogue, on voit que tous les tirs num�erot�es k pour k � 2 ont lieu exa
tement �a la date 3.En r�esum�e, dans Maxin J
; ÆK, la s�erie x(
; Æ) = 
1Æ2 � 
2Æ3 
ontient les informations�equivalentes �a 
elles d�e
rites par le dateur suivant :x(k) = �1 k � 0x(1) = 2x(k) = 3 k � 2: �Les jetons initialement dans le GET et les temporisations des pla
es jouent alors le rôled'op�erateurs de d�e
alage sur les traje
toires de tir, et don
 sur les �el�ements de Maxin J
; ÆKrepr�esentant 
es traje
toires. A titre d'exemple, pour la �gure 2.10, l'�el�ement x2(
; Æ) 
odant latraje
toire de tir de x2 se d�eduit de l'�el�ement x1(
; Æ), 
odant la traje
toire de tir de x1, par und�e
alage (en fon
tionnement au plus tôt) de 
Æ2, soitx2(
; Æ) = 
Æ2x1(
; Æ)
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x1 2 x2Figure 2.10 : D�e
alages induits par le marquage initialExemple 2.26 Nous formulons i
i la repr�esentation d'�etat du GET de la �gure 2.7. On utilisela même notation pour d�esigner les transitions et les �el�ements de Maxin J
; ÆK 
odant leurs tirs.Les traje
toires sont reli�ees par les �egalit�es suivantes :x1 = Æx2 � 
Æu1 (2.12)x2 = 
x1 � u2 (2.13)x3 = 
2Æ2x1 � x2 (2.14)y = x3 (2.15)
e que l'on peut �e
rire �egalement8>>>>>><>>>>>>: X = 0B� " Æ "
 " "
2Æ2 e "1CAX �0B�
Æ "" e" "1CAUY = �" " e�X �Matri
e de transfert Dans Maxin J
; ÆK, tout GET peut être muni d'une repr�esentation de laforme ( X = AX �BUY = CXEn supprimant la partie impli
ite de l'�equation d'�etat X = AX�BU en a

ord ave
 le th�eor�eme1.86, on obtient l'�etat (au plus tôt) expli
itement 
omme fon
tion de l'entr�ee parX = A�BU;et don
 �nalement Y = CA�BU:La matri
e H = CA�BU est appel�ee matri
e de transfert entr�ee-sortie du GET.Exemple 2.27 Pour le GET de la �gure 2.7, plutôt que de 
al
uler l'�etoile de la matri
eA obtenue pr�e
�edemment (�a l'aide du th�eor�eme 1.90), on va se 
ontenter d'enlever dans les�equations (2.12) �a (2.15) les parties impli
ites par appli
ation r�ep�et�ee du th�eor�eme 1.86.En rempla�
ant, dans l'�egalit�e (2.13), la variable x1 par son expression dans (2.12), on obtientx2 = 
(Æx2 � 
Æu1)� u2 = 
Æx2 � 
2Æu1 � u2



78 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESpuis en suppprimant la partie impli
ite en x2 par appli
ation du th�eor�eme 1.86x2 = 
2Æ(
Æ)�u1 � (
Æ)�u2:En introduisant 
ette expression dans (2.12) on obtient de mêmex1 = 
2Æ2(
Æ)�u1 � Æ(
Æ)�u2 � 
Æu1:Cette derni�ere expression se r�e�e
rit �egalement (on peut le v�eri�er graphiquement)x1 = 
Æ(
Æ)�u1 � Æ(
Æ)�u2:En�n, en rempla�
ant dans (2.14) les variables x1 et x2 par leurs expressions respe
tives, apr�essimpli�
ation on a x3 = (
2Æ � 
3Æ3(
Æ)�)u1 � (e� 
Æ � 
2Æ3(
Æ)�)u2:Finalement, y peut s'�e
rire en fon
tion du ve
teur d'entr�ee U = �u1 u2�ty = �
2Æ � 
3Æ3(
Æ)� e� 
Æ � 
2Æ3(
Æ)��U = HU: �Remarque 2.28 On souligne i
i le lien qui apparâ�t entre les r�esultats fournis par la th�eoriespe
trale et l'expression du transfert du GET de la �gure 2.7.Puisque les transitions internes n'appartiennent pas �a une même 
omposante fortement 
on-nexe, il n'y a pas n�e
essairement un temps de 
y
le unique pour l'ensemble du graphe �g. 2.7.N�eanmoins, la stru
ture du graphe de la �g.2.7 est telle que le 
ir
uit (x1; x2; x1) impose sontemps de 
y
le au reste du syst�eme. Le rayon spe
tral �(A) fournit alors le temps de 
y
le de 
e
ir
uit 
ritique (
'est i
i le seul 
ir
uit), soit �(A) = 1, 
e qui 
orrespond �a un taux de produ
tionde 1 jeton par unit�e de temps.On peut noter que l'expression du transfert donn�ee dans l'exemple pr�e
�edent met �egalement en�eviden
e 
e r�esultat. En e�et, la forme du transfert du GET de la �g. 2.7 fait apparâ�tre le
ara
t�ere ultimement p�eriodique de la r�eponse impulsionnelle : 
ette p�eriode ultime est d�e
ritepar la pr�esen
e d'une seule �etoile de monôme, i
i (
Æ)�. L'expression du transfert est donn�eesous la forme d'une s�erie p�eriodique, 
e qui fa
ilite la "le
ture" des performan
es du graphe. �L'objet de la derni�ere partie de 
e 
hapitre est de rappeler que tout transfert de GET peutse repr�esenter par une matri
e 
onstitu�ee de s�eries p�eriodiques de Maxin J
; ÆK.2.6 R�ealisabilit�e, rationalit�e et p�eriodi
it�eLes d�e�nitions sont i
i fournies dans le dio��de Maxin J
; ÆK, mais s'�etendent naturellement auxdio��des DJ
K et DJÆK.D�e�nition 2.29 (Causalit�e) Une s�erie s 2 Maxin J
; ÆK est dite 
ausale si s = " (la s�erie estnulle) ou si val
(h) � 0 et h � val
(h).
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it�e 79Remarque 2.30 Ainsi 
2Æ3 � 
3Æ�4 est un �el�ement 
ausal de Maxin J
; ÆK, son repr�esentantminimal (obtenu apr�es simpli�
ation) �etant le monôme 
2Æ3. De mani�ere na��ve, un �el�ementde Maxin J
; ÆK est 
ausal si les sommets de son repr�esentant graphique appartiennent au 
adranNord-Est du plan Z2. �Notation 2.31 (Maxin+J
; ÆK) L'ensemble des s�eries 
ausales de Maxin J
; ÆK est stable pour lasomme et le produit de Maxin J
; ÆK. Cet ensemble forme un sous-dio��de 
omplet de Maxin J
; ÆKnot�e Maxin+J
; ÆK par la suite. Notons que l'�el�ement maximum de Maxin+J
; ÆK est Æ�.D�e�nition 2.32 (Rationalit�e) Un �el�ement s 2 Maxin J
; ÆK est dit rationnel si son repr�esen-tant minimal appartient �a la 
lôture rationnelle de l'ensemble f
; Æ; e; "g, 
'est-�a-dire peut s'�e
rireave
 un nombre �ni de sommes, produits et d'�etoiles d'�el�ements de l'ensemble f
; Æ; e; "g. Unematri
e est dite rationnelle si toutes ses 
omposantes sont rationnelles.Remarque 2.33 Par d�e�nition, un �el�ement rationnel est �egalement 
ausal. �D�e�nition 2.34 (R�ealisabilit�e) Une matri
e H 2Maxin J
; ÆKp�m est dite r�ealisable si il existequatre matri
es A1; A2; B et C de tailles respe
tivement n�n, n�n , n�m et p�n �a 
oeÆ
ientsdans l'ensemble f"; eg telles que H = C(
A1 � ÆA2)�B.D�e�nition 2.35 (P�eriodi
it�e) Une s�erie s est dite p�eriodique s'il existe deux polynômes p etq de Maxin J
; ÆK p = �Mi=0 
niÆti et q = �Mj=0 
NjÆTjet un monôme 
ausal r = 
�Æ� tels que s = p� qr�:Remarque 2.36 Notons que 
ette d�e�nition de la p�eriodi
it�e n'impose pas la 
ausalit�e de las�erie. �Th�eor�eme 2.37 ([Cohen et al., 1989b℄) Soit H 2Maxin J
; ÆKp�m. Sont �equivalents(i) H est r�ealisable(ii) H est rationnelle(iii) H est p�eriodique et 
ausalePreuve : On renvoie le le
teur �a [Cohen et al., 1989b℄ pour une preuve exhaustive de 
e r�esultat.Nous ne montrons pas i
i l'�equivalen
e (i) () (ii). En 
e qui 
on
erne l'impli
ation (iii) )(ii), il est 
lair que les s�eries p�eriodiques et 
ausales ont, par d�e�nition, une expression rationnelle.Seule la r�e
iproque doit don
 être prouv�ee. Cette r�e
iproque repose sur des r�esultats que nousrappelons 
i-dessous. 2



80 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESD�e�nition 2.38 (Pente ultime) La pente ultime d'une s�erie p�eriodique s = p� q(
�Æ� )� estnot�ee �1(s) et est d�e�nie 
omme le ratio �1(s) = �=� .Th�eor�eme 2.39. L'ensemble des s�eries p�eriodiques de Maxin J
; ÆK est stable pour la somme, leproduit, l'inf et la r�esiduation. En outre, pour s1 et s2 deux s�eries p�eriodiques non d�eg�en�er�ees(telles que �1; �2 6= 0 et �1; �2 6= 0), on obtient les r�esultats suivants�1(s1 � s2) = min(�1(s1); �1(s2));�1(s1 
 s2) = min(�1(s1); �1(s2));�1(s1 ^ s2) = max(�1(s1); �1(s2)):Si �1(s1) � �1(s2) alors �1(s2 Æns1) = �1(s1);sinon, s2 Æns1 = ".Preuve : L'�etude des s�eries p�eriodiques est abord�ee par Gaubert dans [Gaubert, 1992, Chap.7, Annexe A℄. Le le
teur y trouvera les preuves des r�esultats �enon
�es par 
e th�eor�eme. Certainsde 
es r�esultats sont �egalement rappel�es dans l'annexe B. 2Corollaire 2.40. L'ensemble des s�eries p�eriodiques et 
ausales de Maxin J
; ÆK est stable pour lasomme, le produit et l'�etoile de Kleene.Preuve : La somme et le produit de s�eries p�eriodiques et 
ausales sont p�eriodiques d'apr�esle th�eor�eme 2.39 et 
ausales puisque Maxin+J
; ÆK est un sous-dio��de 
omplet de Maxin J
; ÆK. Parailleurs, l'�etoile de Kleene d'une s�erie p�eriodique et 
ausale s'�e
rit s� = (p�qr�)� o�u les polynômesp; q et r sont 
ausaux. En a

ord ave
 les r�esultats (1.26) et (1.31) du th�eor�eme 1.88, s� s'�e
rit�egalement s� = p�(qr�)�= p�(e� q(q � r)�)o�u p� et (q � r)� sont simplement l'�etoile de polynômes. En r�eutilisant les notations de lad�e�nition 2.35 et en remarquant que Maxin J
; ÆK est 
ommutatif et don
 que l'�egalit�e (1.33) duth�eor�eme 1.88 s'applique, on peut r�e�e
rire par exemple p�p� = ( �Mi=0 
niÆti)�= �Oi=0 (
niÆti)�
e qui se ram�ene don
 �a un nombre �ni de produits de s�eries p�eriodiques et 
ausales. Puisqu'ilen va de même pour (q� r)�, l'�etoile d'une s�erie p�eriodique et 
ausale peut don
 s'�e
rire 
ommeun nombre �ni de sommes et de produits de s�eries p�eriodiques et 
ausales. Le r�esultat est don
p�eriodique et 
ausal. 2Preuve (th�eor�eme 2.37): Pour 
on
lure sur l'impli
ation (ii) ) (iii) du th�eor�eme 2.37,un monôme (ou un polynôme) 
ausal 
nÆt est une s�erie p�eriodique d�eg�en�er�ee parti
uli�ere. Il
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it�e 81en d�e
oule qu'une expression rationnelle est �egalement un nombre �ni de sommes, produits et�etoiles de s�eries p�eriodiques et 
ausales, 
'est-�a-dire une s�erie p�eriodique et 
ausale d'apr�es le
orollaire 2.40. 2Proposition 2.41. L'inje
tion 
anonique Idj+ : Maxin+J
; ÆK ! Maxin J
; ÆK est r�esiduable. Sar�esidu�ee sera not�ee Pr+.Preuve : Maxin+J
; ÆK est un sous-dio��de 
omplet de Maxin J
; ÆK, on applique don
 dire
tementla proposition 1.97. 2Le 
al
ul pratique de Pr+ est le suivant. Soit s 2Maxin J
; ÆK que l'on �e
rits =Mi2I s(ni; ti)
niÆti :Pr+(s) s'obtient simplement en "annulant" dans s les monômes non 
ausaux, 
'est-�a-dire �aexposants stri
tement n�egatifs, soitPr+(s) = Pr+(Mi2I s(ni; ti)
niÆti) =Mi2I s+(ni; ti)
niÆti ;o�u s+(ni; ti) = ( s(ni; ti) si (ni; ti) � (0; 0)" sinon :Exemple 2.42 (Cal
ul de Pr+ sur un �el�ement p�eriodique) Pr+(
�2Æ�3(
Æ)�) =Pr+(
�2Æ�3 � 
�1Æ�2 � Æ�1 � 
 � 
2Æ � : : : ) = 
(
Æ)�. Graphiquement, le repr�esentant dePr+(s) ne 
onserve que les sommets du repr�esentant de s 
ontenus dans le 
adran Nord-Est duplan Z2. �Remarque 2.43 En a

ord ave
 la remarque 1.98, il faudra par la suite garder �a l'esprit quesi une s�erie s est 
ausale, elle est invariante par Pr+, 
.-�a-d.s 2Maxin+J
; ÆK () s = Pr+(s): �Notation 2.44 (Maxin ratJ
; ÆK et Maxin perJ
; ÆK) L'ensemble des s�eries rationnelles deMaxin J
; ÆK
onstitue un sous-dio��de de Maxin J
; ÆK not�e Maxin ratJ
; ÆK. Par d�e�nition, Maxin ratJ
; ÆK n'estpas 
omplet, une somme in�nie d'�el�ements rationnels n'est pas n�e
essairement rationnelle.De même, l'ensemble des s�eries p�eriodiques est un sous-dio��de (non 
omplet) de Maxin J
; ÆK.Maxin ratJ
; ÆK est don
 d�e�ni par l'interse
tion suivanteMaxin ratJ
; ÆK =Maxin perJ
; ÆK \Maxin+J
; ÆK:Proposition 2.45. L'inje
tion 
anonique perjIdjrat :Maxin ratJ
; ÆK !Maxin perJ
; ÆK est r�esiduable.Sa r�esidu�ee est la double restri
tion de Pr+ au domaine des s�eries p�eriodiques et au 
odomainedes s�eries rationnelles not�ee ratjPr+jper. Autrement dit, pour une s�erie p�eriodique s, Pr+(s) estle plus grand �el�ement rationnel inf�erieur �a s. En outre, �1(s) = �1(Pr+(s)).



82 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT LIN�EAIRE DES GET DANS LES DIO��DESPreuve : La preuve 
onsiste �a v�eri�er simplement que l'appli
ation de Pr+ �a un �el�ementp�eriodique quel
onque est rationnel (
'est-�a-dire p�eriodique et 
ausal). Soit une s�erie p�eriodiques = p�qr� que l'on pr�ef�ere �e
rire dans un premier temps s =Li2I s(ni; ti)
niÆti . Soit il n'existeau
un monôme 
niÆti �a exposants positifs et 
oeÆ
ient non nul, et Pr+(s) = " (la s�erie nulle)qui est par d�e�nition rationnelle. Soit la s�erie s est ultimement 
ausale, 
'est-�a-dire qu'il existeK 2 N tel que l'on puisse �e
rires = p� q(e� r � � � � rK�1)� qrKr�o�u la s�erie qrKr� est 
ausale. Une telle �e
riture pr�esente la s�erie s 
omme la somme d'unpolynôme non 
ausal et d'une s�erie p�eriodique et 
ausale. L'annulation du polynôme non 
ausalpar l'a
tion de Pr+ 
onserve malgr�e tout la p�eriodi
it�e ultime de s, et don
 la pente ultime des. Le r�esultat de Pr+(s) est alors simplement p�eriodique et 
ausal, ou en
ore rationnel. 2Remarque 2.46 (R�esiduation du produit sur Maxin perJ
; ÆK et Maxin ratJ
; ÆK) Les dio��desMaxin perJ
; ÆK et Maxin ratJ
; ÆK ne sont pas 
omplets. Il n'existe don
 pas de 
ondition suÆsantepour que le produit d�e�ni sur 
es dio��des soit r�esiduable5.N�eanmoins, d'apr�es le th�eor�eme 2.39, pour a et b des �el�ements p�eriodiques quel
onques, quea Ænb soit p�eriodique signi�e �egalement que l'�equation ax � b admet une plus grande solutionp�eriodique. Par d�e�nition, 
ela signi�e �egalement que l'appli
ationLpera : Maxin perJ
; ÆK ! Maxin perJ
; ÆKx 7! axest r�esiduable (ou en
ore, que le produit du dio��de Maxin perJ
; ÆK est r�esiduable).D'autre part, en appliquant la proposition 2.45 et la remarque 1.99, la restri
tion del'appli
ation pr�e
�edente Lpera au domaine des �el�ements rationnels est �egalement r�esiduableLpera jrat : Maxin ratJ
; ÆK ! Maxin perJ
; ÆKx 7! axautrement dit, pour a et b p�eriodiques, il existe un plus grand �el�ement rationnel x (p�eriodiqueet 
ausal) tel que ax � b donn�e par Pr+ Æ Lpera ℄(b) = Pr+(a Ænb).En parti
ulier, pour a et b rationnels quel
onques, don
 p�eriodiques, il d�e
oule quel'in�equation ax � b admet une plus grande solution rationnelle. Par d�e�nition, 
e
i �equivaut �adire que le produit du dio��de Maxin ratJ
; ÆK est r�esiduable, 
'est-�a-direLrata : Maxin ratJ
; ÆK ! Maxin ratJ
; ÆKx 7! axest r�esiduable.On rappelle n�eanmoins que le 
al
ul de la plus grande solution rationnelle de l'in�equationax � b se fait en deux �etapes. En e�et, si les monômes de Maxin perJ
; ÆK sont inversibles(
nÆt 2 Maxin perJ
; ÆK ) 
�nÆ�t 2 Maxin perJ
; ÆK), les monômes de Maxin ratJ
; ÆK ne le sont pas(puisque non 
ausaux). Par 
ons�equent, le 
al
ul pratique de Lrata ℄(b) est donn�e par : soita; b 2Maxin ratJ
; ÆK �Maxin perJ
; ÆK5il existe seulement une 
ondition n�e
essaire donn�ee par le th�eor�eme 1.62



2.7. Con
lusion 83� Lpera ℄(b) donne le plus grand �el�ement p�eriodique solution de ax � b� Pr+(Lpera ℄(b)) donne ensuite la plus grande solution rationnelle de ax � bOn pourra don
 se rappeler que l'appli
ation r�esidu�ee de Lrata est donn�ee par l'�equivalen
e8x 2Maxin ratJ
; ÆK; Lrata ℄(x) = ratjPr+jper Æ Lpera ℄(x)Pour all�eger l'�e
riture, on utilisera �egalement la notation abusive6Lrata ℄(x) = Pr+ Æ L℄a(x): �2.7 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons pr�esent�e di��erents dio��des permettant la repr�esentation du
omportement des GET. Nous avons 
on
entr�e une part importante des rappels sur lesrepr�esentations entr�ee-sortie et notamment sur la pr�esentation du dio��de Maxin J
; ÆK, ainsi que
ertains de ses sous-dio��des, auxquels on fera 
onstamment r�ef�eren
e par la suite.Nous avons �egalement insist�e sur les 
ara
t�eristiques p�eriodiques de la r�eponse impulsionnelled'un GET. En parti
ulier, le 
al
ul du transfert des GET se ram�ene �a la manipulation de s�eriesp�eriodiques 
ausales pour lesquelles 
ertains algorithmes ont �et�e d�evelopp�es et sont rappel�es enannexe B.En outre, une partie du probl�eme de synth�ese de 
orre
teurs, propos�ee dans le 
hapitresuivant, repose sur le 
al
ul de la r�esiduation du produit du dio��de Maxin ratJ
; ÆK - dio��de dess�eries rationnelles- qui, 
omme nous l'avons pr�esent�e pr�e
�edemment, s'exprime �a partir de lar�esiduation du produit de Maxin J
; ÆK ainsi que de la r�esidu�ee de l'inje
tion 
anonique du dio��dedes �el�ements 
ausaux -not�e Maxin+J
; ÆK- dans Maxin J
; ÆK.

6en toute rigueur Pr+ Æ L℄a(x) est d�e�nie de Maxin J
; ÆK dans Maxin+J
; ÆK et Lrata ℄ est d�e�nie sur Maxin ratJ
; ÆK.





Chapitre 3Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e
3.1 Introdu
tionDe mani�ere analogue aux syst�emes 
ontinus, on entend par 
ommande de syst�emes �a�ev�enements dis
rets le pilotage d'un syst�eme par le 
ontrôle de ses entr�ees. Plus pr�e
is�ement,on 
her
he �a obtenir, via la 
ommande, 
ertaines performan
es1 sp�e
i��ees au pr�ealable. Lespremiers r�esultats 
on
ernant la 
ommande des GET, obtenus par une appro
he (max,+), ap-paraissent dans [Cohen et al., 1989b℄. La 
ommande optimale propos�ee est �elabor�ee dans unobje
tif de poursuite de traje
toire de sortie2. Le probl�eme r�esolu est le suivant. Partant d'unGET (m entr�ees, p sorties) dont on 
onnâ�t la matri
e de transfert H 2 Dp�m et une traje
toirede sortie d�esir�ee Y
 2 Dp�1 (
onsigne de sortie), il est montr�e qu'il existe une plus grande entr�eeUopt 2 Dm�1 telle que la sortie r�esultant de 
ette entr�ee (Yopt = HUopt) soit inf�erieure �a la sortied�esir�ee Y
. La 
ommande Uopt est alors optimale vis-�a-vis du 
rit�ere de juste-�a-temps (la sortieYopt est en juste-�a-temps).Le probl�eme de 
ommande abord�e dans 
e m�emoire di��ere de 
e probl�eme de poursuite detraje
toire. En e�et, nous 
her
hons i
i �a synth�etiser un 
orre
teur modi�ant le 
omportementd'un syst�eme nominal. En termes de GET, la 
orre
tion va 
onsister �a ajouter des ar
s ausyst�eme nominal et par 
ons�equent �a en modi�er la dynamique. Les performan
es attenduespar le syst�eme 
orrig�e sont alors sp�e
i��ees sous forme de mod�ele dit de r�ef�eren
e. Ce probl�emeest g�en�eralement quali��e de "poursuite de mod�ele".Le syst�eme nominal (syst�eme libre), qui sera de mani�ere g�en�erale un GET multi-entr�eesmulti-sorties �a m entr�ees et p sorties, sera repr�esent�e par son transfert H 2 Dp�m et le transfertsouhait�e apr�es appli
ation de la 
orre
tion (le mod�ele de r�ef�eren
e) sera not�e Gref 2 Dp�m.La d�emar
he adopt�ee i
i, emprunt�ee �a l'automatique 
lassique, est de "
ompenser" la dy-namique du syst�eme nominal H par l'a
tion d'un autre syst�eme, not�e C (un 
orre
teur), lui-même (max,+) lin�eaire, dont on sait mâ�triser (ou param�etrer) la dynamique (
'est �a dire i
i letransfert). Le syst�eme H muni du 
orre
teur C poss�ede alors un transfert di��erent not�e GC parla suite.1dans le 
adre de la 
ommande de syst�emes 
ontinus, les performan
es re
her
h�ees sont par exemple la stabilit�e,la rapidit�e de r�eponse, la pr�e
ision et
.2le le
teur trouvera �egalement des travaux r�e
ents 
on
ernant le probl�eme de poursuite de traje
toires enpr�esen
e d'une d�esadaptation entre le syst�eme et le mod�ele dans [Menguy, 1997℄.



86 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCEStru
turellement le 
orre
teur C s'interpose entre la 
onsigne d'entr�ee V (qui devient l'entr�eedu syst�eme 
orrig�e GC) et la 
ommande U du syst�eme nominalH (voir �gure 3.1). La 
ommandeU est �elabor�ee par le 
orre
teur C �a partir de la 
onsigne V et �eventuellement �a partir del'observation de la sortie Y du syst�eme H voire de l'�etat interne X.De la relation de transfert Y = HU (pour le syst�eme libre) on passe �a une relation detransfert Y = GCV pour le syst�eme 
orrig�e. La synth�ese du 
orre
teur est e�e
tu�ee dans
C H

G C

V U Y
X

Figure 3.1 : A
tion du 
orre
teur C sur le syst�eme nominal Hl'obje
tif d'atteindre pour le syst�eme 
ommand�e GC :� soit un transfert entr�ee-sortie �egal au transfert de r�ef�eren
e (GC = Gref)� soit un transfert aussi pro
he que possible du transfert de r�ef�eren
e.Motivations Il peut sembler n�e
essaire de justi�er 
ette appro
he avant d'aller plus loin dansson �etude.A l'image de la 
ommande optimale propos�ee dans [Cohen et al., 1989b℄, la 
ommande ave
mod�ele de r�ef�eren
e se justi�e parti
uli�erement dans le domaine de la gestion de produ
tion.L'exemple suivant devrait 
ontribuer �a une meilleure 
ompr�ehension des enjeux d'un tel probl�emede 
ommande.La �gure 3.2 fournit un mod�ele simple d'atelier d'assemblage 
onstitu�e de trois ma
hinesM1,M2 et M3. Les pi�e
es sont trait�ees en parall�ele sur M1 et M2 puis assembl�ees par la ma
hineM3. Les ma
hines M1 et M2 ont 
lairement des temps de 
y
le di��erents : la premi�ere peutproduire une pi�e
e en deux unit�es de temps tandis que la se
onde traite une pi�e
e en 3 unit�esde temps. La ma
hine M3 peut �egalement assumer un taux de produ
tion d'une pi�e
e toutesles deux unit�es de temps. Par 
ons�equent, en r�egime permanent, le syst�eme d'assemblage peutau mieux produire �a la vitesse de la ma
hine M2 (qui est la plus lente).Si 
et atelier fon
tionne en 
ux tendu, 
'est-�a-dire que les ma
hines M1 et M2 sont appro-visionn�ees en pi�e
es brutes d�es qu'elles deviennent disponibles, alors des pi�e
es s'a

umulent(inutilement) en sortie de M1. Ce sto
k interne non born�e peut être 
onsid�er�e 
omme uneinstabilit�e du syst�eme.Dans 
e 
as pr�e
is, 
ette instabilit�e, qui provient de la d�esadaptation des 
aden
es maximalesdes ma
hines M1 et M2, apparâ�t dans la matri
e de transfert du syst�eme. Dans Maxin J
; ÆK onobtient pour le GET de la �gure 3.2 l'expression de la matri
e de transfert suivanteH = �Æ4(
Æ2)� Æ5(
Æ3)�� :
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Figure 3.2 : Exemple d'atelier d'assemblageLes deux 
omposantes de H, qui sont i
i donn�ees sous forme de s�eries p�eriodiques, pr�esententen e�et des pentes asymptotiques di��erentes.Par 
ons�equent, un des obje
tifs de la 
ommande peut être dans 
e 
as l'uniformisation desvitesses des 
hemins u1 ! y et u2 ! y en vue d'att�enuer (voire de supprimer) l'instabilit�e.Cette sp�e
i�
ation peut, par exemple, s'exprimer au travers d'un transfert de r�ef�eren
e du typeGref = �Æ4(
Æ3)� Æ5(
Æ3)�� :Pour une telle sp�e
i�
ation, on imagine fa
ilement que le rôle du 
orre
teur va être de "�ltrer"les 
ux d'entr�ee u1 et u2 de mani�ere �a uniformiser les performan
es des bran
hes u1 ! y etu2 ! y de l'atelier, par exemple en ralentissant l'alimentation de la ma
hine M1 en pi�e
esbrutes.Choix d'un 
orre
teur "le plus lent" Supposons qu'il existe plusieurs 
orre
teurs C1, : : : ,Cn 
onduisant au même transfert de syst�eme 
orrig�e not�e G = GC1 = : : : = GCn . Dans 
e 
as,quel 
orre
teur 
hoisir ?Sous 
ette hypoth�ese, tous les syst�emes 
orrig�es GCi ont en 
ommun qu'ils produisent pourune même 
onsigne d'entr�ee V une même traje
toire de sortie Y = GC1V = : : : = GCnV = GV .N�eanmoins, les 
ommandes Ui, produites par les 
orre
teurs Ci, pour 
ette même entr�ee Vpeuvent di��erer d'un 
orre
teur �a un autre.Or les traje
toires Ui sont d'une importan
e parti
uli�ere : elles 
orrespondent �a l'entr�eee�e
tive des jetons dans le syst�eme H. Lorsque H repr�esente un syst�eme manufa
turier, la
ommande U 
ara
t�erise l'entr�ee e�e
tive de pi�e
es brutes en produ
tion. En 
ons�equen
e,sous l'hypoth�ese qu'il soit possible de 
omparer la dynamique des 
orre
teurs Ci entre eux, le
orre
teur le plus int�eressant est alors le 
orre
teur "le plus lent", 
'est-�a-dire 
elui qui, pourune 
onsigne V donn�ee, produit la "
ommande U la plus tardive", ou en
ore, 
elui pour lequelles jetons entrent le plus tardivement possible dans le syst�eme H.L'e�et re
her
h�e par le 
orre
teur, outre le 
ontrôle des performan
es entr�ee-sortie du syst�eme,est �egalement une diminution du temps de s�ejour des jetons dans le GET ou, de mani�ere�equivalente, une diminution du marquage instantan�e3.3dans le 
ontexte de produ
tion, 
e marquage instantan�e 
orrespond aux en-
ours de produ
tion.
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ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e propos�ee i
i prend en 
ompte deux aspe
ts :� 
ontrôle des performan
es : synth�etiser un 
orre
teur C tel que GC soit aussi pro
heque possible de Gref� diminution du marquage instantan�e : si plusieurs solutions s'o�rent �a nous, le 
hoixse porte sur le 
orre
teur le plus lent (lorsqu'il existe), 
'est �a dire 
elui qui 
onduit �a unmarquage interne du syst�eme H le plus faible pour des performan
es de GC �equivalentes.On propose dans 
e 
hapitre plusieurs stru
tures de 
ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e.La premi�ere, 
onsistant �a modi�er la dynamique du syst�eme H par l'ajout d'un pr�e
ompen-sateur P , a d�eja fait l'objet d'�etudes notamment dans [Menguy et al., 1996℄, [Libeaut, 1996℄,[Libeaut and Loiseau, 1996℄, [Hardouin et al., 1997℄ et [Boimond and Ferrier, 1996℄.La se
onde est �a notre 
onnaissan
e originale. La dynamique du syst�eme H est modi��eepar l'ajout d'un 
orre
teur F entre la sortie et l'entr�ee (
orre
teur feedba
k). Le 
ontrôle desentr�ees tient ainsi 
ompte de la mesure r�eelle des sorties. Ce
i permet dans 
ertains 
as, 
ommenous le verrons au 
hapitre 4, d'am�eliorer la stabilit�e du syst�eme, y 
ompris en pr�esen
e dedysfon
tionnements du syst�eme (par exemple, ma
hine M1 en panne).En�n, nous pr�esentons deux stru
tures de 
ommande suppl�ementaires utilisant �egalement un
ompensateur pla
�e en feedba
k. L'une 
orrespond �a un feedba
k de l'�etat sur l'entr�ee U etl'autre �a un feedba
k de la sortie sur l'�etat. Cette derni�ere stru
ture, qui peut ne pas semblernaturelle, prend tout son sens dans le domaine de la gestion de produ
tion o�u l'on se sou
ieparfois des 
ux de mati�ere dans le syst�eme lui-même.3.2 Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'unpr�e
ompensateur3.2.1 Synth�ese du 
orre
teurLa 
orre
tion de la dynamique d'un syst�eme H 2 Dp�m (
orrespondant �a un GET) se fait i
ipar l'a
tion d'un pr�e
ompensateur P 2 Dm�m (situ�e entre la 
onsigne V et la 
ommande U).Le probl�eme de 
ommande 
onsiste simplement �a 
hoisir la dynamique (le transfert) dupr�e
ompensateur P de telle sorte que le syst�eme 
ontrôl�e GP poss�ede la dynamique d�e
rite parun mod�ele de r�ef�eren
e Gref 2 Dp�m sp�e
i��e sous forme de matri
e de transfert.Cette stru
ture de 
ommande est 
lassique dans le 
adre des syst�emes lin�eaires 
ontinus.Remarque 3.1 Le probl�eme est i
i trait�e de mani�ere g�en�erale pour un 
orre
teur P pr�eservantau syst�eme GP la taille du syst�eme H (
'est-�a-dire le même nombre d'entr�ees). La synth�ese deP pourrait �egalement être e�e
tu�ee de telle sorte que la 
onsigne V du syst�eme soit de tailledi��erente de 
elle de U dans l'obje
tif, par exemple, de ramener le pilotage d'un syst�eme �a uneseule entr�ee. �Il 
onvient tout d'abord d'exprimer le transfert du syst�eme muni du pr�e
ompensateur. On asimplement Y = GPV = HPV;
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Figure 3.3 : Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : 
orre
tion d'un syst�eme H par unpr�e
ompensateur Psoit, en utilisant les notations du x1.3, Y = LH(P )V: (3.1)Le probl�eme de 
ommande trait�e i
i 
onsiste �a 
al
uler un syst�eme P tel que( GP � GrefP soit le plus grand possible) La 
ontrainte GP � Gref signi�e pratiquement que pour toute entr�ee VYGP = GPV � GrefV = YGref :En repr�esentation dateur 
e
i 
orrespond �a : pour une traje
toire d'entr�ee donn�eefV (k)gk2Z, 8k 2 Z; YGP (k) � YGref (k);
'est-�a-dire que pour une même entr�ee V appliqu�ee aux syst�emes GP et Gref , le jetonnum�erot�e k sort du syst�eme GP au plus tard avant le jeton num�erot�e k issu du syst�emeGref . En termes de produ
tion de jetons par unit�e de temps, les performan
es attenduespar Gref pourront �egalement être assum�ees par GP .) La motivation pour la re
her
he d'un plus grand P v�eri�ant la 
ontrainte pr�e
�edente ad�eja �et�e donn�ee en introdu
tion.Le probl�eme de 
al
ul de pr�e
ompensateur se ram�ene sous 
ette forme �a un probl�eme der�esiduabilit�e de LH d�eja �etudi�e au x1.3. Les r�esultats suivants sont alors dire
ts. Nous donnonsles r�esultats lorsque H et Gref sont des matri
es �a valeurs dans Maxin ratJ
; ÆK.Proposition 3.2.1. Pour tout mod�ele de r�ef�eren
e Gref 2 (Maxin ratJ
; ÆK)p�m r�ealisable, il existe un plusgrand pr�e
ompensateur P p�eriodique (P 2 (Maxin perJ
; ÆK)p�m) tel que GP � Gref . Lepr�e
ompensateur P est donn�e par le 
al
ulP = H ÆnGref :
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e Gref r�ealisable, il existe un plus grand pr�e
ompensateur Pratr�ealisable tel que GPrat � Gref . Le pr�e
ompensateur Prat est donn�e par le 
al
ulPrat = Pr+(H ÆnGref):En d�e�nissant4 LratH : (Maxin ratJ
; ÆK)m�m ! (Maxin ratJ
; ÆK)p�m;X 7! HX, on a de mani�ere�equivalente Prat = (LratH )℄(Gref):3. Pour tout mod�ele de r�ef�eren
e r�ealisable Gref appartenant �a ImLratH le plus grandpr�e
ompensateur Prat r�ealisable est tel que H 
 Prat = Gref .Preuve : Pour tout 
es r�esultats, il 
onvient de se r�ef�erer �a la dis
ussion men�ee dans la remarque2.46 sur la r�esiduabilit�e du produit sur les dio��des Maxin perJ
; ÆK et Maxin ratJ
; ÆK.1. LH est r�esiduable, l'in�equation LH(P ) � Gref admet toujours L℄H(Gref ) 
omme plusgrande solution. En outre, si Gref est r�ealisable, Gref est �egalement p�eriodique (et
ausal) et H ÆnGref est en 
ons�equen
e p�eriodique d'apr�es le th�eor�eme 2.39, mais nonn�e
essairement 
ausal.2. nous avons vu (remarque 2.46) que LratH est r�esiduable. Par 
ons�equent, Pr+(H ÆnGref) =(LratH )℄(Gref) est la plus grande solution p�eriodique et 
ausale (don
 rationnelle our�ealisable) de HX � Gref .3. si Gref 2 ImLratH , alors il existe un �el�ement rationnel D (et don
 r�ealisable) tel que Gref =HD = LratH (D). Soit d'apr�es (1.10), LratH (D) = LratH Æ(LratH )℄ÆLratH (D) ave
 (LratH )℄ÆLratH (D) =Pr+(H ÆnGref ) = Prat. D'o�u �nalement, HPrat = Gref . 2Corollaire 3.3. Il existe un plus grand pr�e
ompensateur Prat r�ealisable tel que LratH (Prat) = H.Prat est fourni par le 
al
ul Prat = Pr+(H ÆnH) = (LratH )℄(H):Preuve : H appartient �a ImLratH puisque l'on peut toujours �e
rire H = HE o�u E est la matri
eidentit�e qui est r�ealisable. Le r�esultat repose sur le point 3 de la proposition 3.2. 2Remarque 3.4 Le 
orollaire pr�e
�edent exprime simplement le fait que l'on peut toujours"�ltrer" le 
ux d'entr�ee d'un syst�eme H par un pr�e
ompensateur 
ausal en 
onservant pour lesyst�eme 
orrig�e le transfert entr�ee-sortie du syst�eme non 
orrig�e. �3.2.2 IllustrationOn peut reprendre i
i l'exemple de l'atelier d�e
rit en introdu
tion (voir �g. 3.2). Le transfertdu syst�eme libre est d�e
rit dans Maxin J
; ÆK par la matri
eH = �Æ4(
Æ2)� Æ5(
Æ3)�� :4se reporter �a la remarque 2.46 o�u la r�esiduabilit�e du produit du dio��de Maxin ratJ
; ÆK a �et�e dis
ut�ee
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 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'un pr�e
ompensateur 91On se �xe 
omme mod�ele de r�ef�eren
e le transfert r�ealisable suivantGref = �Æ4(
Æ3)� Æ5(
Æ3)�� :En a

ord ave
 la proposition 3.2, le 
al
ul de P n�e
essite le 
al
ul de H ÆnGref . En a

ordave
 le th�eor�eme 1.103,P = H ÆnGref=  (Æ4(
Æ2)�) Æn(Æ4(
Æ3)�) (Æ4(
Æ2)�) Æn(Æ5(
Æ3)�)(Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ4(
Æ3)�) (Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ5(
Æ3)�)!=  (
Æ3)� Æ(
Æ3)�Æ�1(
Æ3)� (
Æ3)� ! :Le syst�eme P n'est pas 
ausal (l'�el�ement P21 = Æ�1(
Æ3)� n'est pas 
ausal), il n'a par
ons�equent pas de r�ealisation par un GET (�a temporisations dans N). Notamment, via lepr�e
ompensateur P , u2 d�epend de v1 et v2 suivant l'�egalit�eu2 = Æ�1(
Æ3)�v1 � (
Æ3)�v2:Une forme impli
ite de 
ette dynamique est la suivanteu2 = 
Æ3u2 � Æ�1v1 � v2;
e qui 
onduit en repr�esentation dateur sur le dio��de Zmax �a la r�e
urren
e suivanteu2(k) = 3u2(k � 1)� (�1)v1(k)� v2(k):Il est 
lair sous 
ette forme que l'�elaboration de la 
ommande u2(k) (par le 
orre
teur P )n�e
essite le "futur" de la 
onsigne d'entr�ee v1. La mise en oeuvre d'un tel 
orre
teur n�e
essitedon
 la "pr�edi
tion" possible d'une partie de V .Le 
orre
teur Prat = Pr+(H ÆnGref) r�esoud 
e probl�eme de 
ausalit�e. Pour 
et exemple, onobtientPrat = Pr+(H ÆnGref) =  Pr+((
Æ3)�) Pr+(Æ(
Æ3)�)Pr+(Æ�1(
Æ3)�) Pr+((
Æ3)�) ! =  (
Æ3)� Æ(
Æ3)�
Æ2(
Æ3)� (
Æ3)� ! :Ce 
orre
teur est d�esormais r�ealisable (puisqu'il est rationnel) par un GET. Une r�ealisationde 
e pr�e
ompensateur 
ausal est donn�ee �g. 3.4. Les �equations r�e
urrentes donnant l'expressionde la 
ommande U en fon
tion de la 
onsigne V sont les suivantes sur le dio��de Zmax :u1(k) = v1(k)� 3u1(k � 1)� 1v2(k)u2(k) = 2v1(k � 1)� 3u2(k � 1)� v2(k):De plus, le 
orollaire 3.3 indique qu'il existe, pour tout GET, un pr�e
ompensateurr�ealisable optimal laissant in
hang�e le transfert du syst�eme. Pour le syst�eme H �etudi�e i
i,
e pr�e
ompensateur est obtenu par le 
al
ul suivantPrat = Pr+(H ÆnH) =  Pr+((Æ4(
Æ2)�) Æn(Æ4(
Æ2)�)) Pr+((Æ4(
Æ2)�) Æn(Æ5(
Æ3)�))Pr+((Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ4(
Æ2)�)) Pr+((Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ5(
Æ3)�))!=  (
Æ2)� Æ(
Æ3)�" (
Æ3)� ! :



92 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCE
u 1

u 2

y

M 1

M 2

M 3

2
3

2v 1

v 2

3

3

2
1

P
rat

H

Figure 3.4 : R�ealisation du pr�e
ompensateur permettant d'appro
her au mieux Gref3.2.3 Dis
ussion des r�esultatsMarquage initial du pr�e
ompensateurLa proposition 3.2 indique que le probl�eme de synth�ese de pr�e
ompensateur, dans un ob-je
tif d'atteinte de mod�ele de r�ef�eren
e, admet toujours une solution optimale en raison de lar�esiduabilit�e de l'appli
ation LH . Cependant, pour un mod�ele de r�ef�eren
e r�ealisable quel
onque,la solution optimale P = H ÆnGref est p�eriodique mais non n�e
essairement 
ausale. Le probl�emede 
ausalit�e est ensuite r�esolu en ne 
onservant que la partie 
ausale du pr�e
ompensateurp�eriodique.Mais �a quel prix r�esoud-on 
e probl�eme d'anti
ipation ?En e�et, la "proje
tion" (par Pr+) d'un �el�ement p�eriodique non 
ausal dans Maxin+J
; ÆKpeut 
onduire �a une solution �a valuation en 
 et/ou en Æ stri
tement positive. Que signi�e un
orre
teur 
ausal �a valuation en 
 stri
tement positive ?Intuitivement, un transfert Prat 
ausal �a valuation en 
 stri
tement positive repr�esente unpr�e
ompensateur (une r�ealisation de Prat) 
apable de "fournir" des jetons. La question est :quand 
es jetons sont-ils fournis par Prat ?Cette notion est plus fa
ile �a appr�ehender au travers d'un exemple. Prenons le 
as d'unsyst�eme mono-entr�ee mono-sortie. Soit un GET de transfert h = Æ3(
2Æ2)� et un mod�ele der�ef�eren
e gref = (
Æ)�. Notons qu'i
i gref � h 
e qui signi�e en quelque sorte que le syst�eme der�ef�eren
e est "plus rapide" que le syst�eme nominal.Le pr�e
ompensateur prat r�ealisable optimal (pour l'obje
tif �x�e par gref ) est obtenu parprat = Pr+(h Ængref ) = Pr+(Æ3(
2Æ2)� Æn(
Æ)�) = Pr+(Æ�3(
Æ)�) = 
3(
Æ)�:Une r�ealisation de prat est donn�ee �gure 3.5.Il faut n�eanmoins veiller �a interpr�eter 
orre
tement le mod�ele (de type GET) obtenu par lamise en s�erie de la r�ealisation de prat et de 
elle de h donn�e �gure 3.5. Il s'agit en fait d'une"image" du syst�eme 
orrig�e �a l'origine des temps (date �1) et non �a la date 0. On aurait don
tort de 
roire que les jetons dessin�es en amont de la transition de sortie du pr�e
ompensateursont disponibles uniquement �a la date 0.
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Figure 3.5 : Pr�e
ompensateur 
ausal �a valuation non nulleEn e�et, il faut se rappeler que les syst�emes mod�elis�es sont suppos�es en fon
tionnement auplus tôt. Par 
ons�equent, les 3 jetons repr�esent�es sur la r�ealisation de prat sont des jetons dontle 
orre
teur dispose depuis l'origine des temps. Puisque le fran
hissement des transitions est detype "au plus tôt", 
es jetons situ�es en amont de la transition u peuvent fran
hir u d�es la date�1 de telle sorte qu'ils "traversent" �nalement l'ensemble du graphe d'�ev�enements du syst�emeh �a la date �1 �egalement. Finalement, la transition y a �et�e fran
hie 3 fois d�es la date �1.On obtient d'ailleurs la même interpr�etation lorsqu'on 
al
ule y = gprat = h
prat = 
3Æ3(
Æ)�.La r�eponse du syst�eme gprat �a une impulsion (qui 
orrespond �a pla
er une in�nit�e de jetons enamont de v �a la date 0) montre que les jetons num�erot�es 0, 1, et 2 ont quitt�e le syst�eme �a ladate �1.Si l'on se repla
e maintenant dans un sou
i de 
ontrôle manufa
turier, un pr�e
ompensateurPrat 
ausal �a valuation stri
tement positive signi�e que le syst�eme doit disposer initialement d'un
apital de "pi�e
es d�eja produites" pour que la sp�e
i�
ation entr�ee-sortie d�e
rite par gref puisseêtre atteinte. Autrement dit, le probl�eme d'anti
ipation li�e �a l'expression d'un pr�e
ompensateurp�eriodique non 
ausal n'est r�esolu qu'au prix d'un sto
k de pi�e
es �nies dont on peut disposerinitialement.Choix du mod�ele de r�ef�eren
eAu vu de la proposition 3.2, il n'existe, d'un point de vue math�ematique, au
une restri
tionsur le 
hoix de Gref (hormis qu'il soit r�ealisable) pour que la sp�e
i�
ation Gref soit atteintevia un pr�e
ompensateur lui-même r�ealisable. L'interpr�etation pratique faite dans le paragraphepr�e
�edent montre n�eanmoins les limites de 
e type de 
orre
tion.En e�et, quelle que soit la pr�e
ompensation appliqu�ee, une limite physique du syst�eme 
orrig�edemeure la vitesse maximale (le taux de produ
tion) du syst�eme nominal. Par appli
ation dire
te



94 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCEdu th�eor�eme 2.39, il est 
lair dans le 
as mono-entr�ee mono-sortie que�1(gprat) = min(�1(prat); �1(h)):Autrement dit, on ne peut stru
turellement pas a

�el�erer le syst�eme gprat par rapport au syst�emeh par ajout d'un pr�e
ompensateur r�ealisable.Notamment, dans le 
as de GET mono-entr�ee mono-sortie, pour un mod�ele de r�ef�eren
e telque �1(gref ) > �1(h), le seul pr�e
ompensateur r�ealisable v�eri�ant la sp�e
i�
ation gref est alorsp = ". Ce qui semble a

eptable d'un point de vue math�ematique a alors diÆ
ilement un senspratique puisque p = " symbolise l'absen
e de lien entre v et u.Dans la pratique, notamment en tant qu'appli
ation �a la gestion de produ
tion, la 
orre
tionpar pr�e
ompensation n'aura don
 de sens que pour des sp�e
i�
ations telles que �1(gref ) ��1(h), 
'est-�a-dire que le taux de produ
tion du mod�ele de r�ef�eren
e soit inf�erieur ou �egal �a
elui du syst�eme 
ontrôl�e.Le probl�eme de r�ealisation du 
orre
teurNous avons jusqu'i
i propos�e des r�ealisations de 
orre
teur sans expli
iter la m�ethode utilis�eepour les obtenir. Le plus souvent, les r�ealisations donn�ees pr�e
�edemment ont �et�e d�etermin�eesintuitivement de mani�ere �a 
e qu'elles soient 
on
ises et lisibles.On peut n�eanmoins fournir une m�ethode syst�ematique. Une r�ealisation possible d'un transfert(s
alaire) de Maxin J
; ÆK, exprim�e sous forme de s�erie p�eriodique y = hu = (p� qr�)u, repose surla r�ealisation de polynômes de Maxin ratJ
; ÆK. En e�et, on peut toujours introduire une variablex telle que le syst�eme ( x = rx� quy = x� puait le transfert y = (p� qr�)u.Ainsi, une r�ealisation d'un transfert p�eriodique s
alaire, puis ensuite d'un transfert matri
iel,repose simplement sur la r�ealisation de polynômes. Or, on r�ealise fa
ilement un transfertpolynômial p = L�i=0 
niÆti par deux transitions s�epar�ees par � + 1 pla
es num�erot�ees de 0�a �, la pla
e i 
ontenant ni jetons et une temporisation de ti unit�es de temps. Cette r�ealisationpeut ensuite se ramener �a une r�ealisation du type de 
elle donn�ee dans la d�e�nition 2.34 (unquadruplet (A1; A2; B;C)), 
'est-�a-dire �a un GET pour lequel 
haque pla
e 
ontient au plus unjeton et a une temporisation d'au plus une unit�e de temps.Le probl�eme de r�ealisation minimale, 
'est-�a-dire l'obtention d'un quadruplet (A1; A2; B;C)dont les matri
es sont de tailles minimales, trouve don
 un int�erêt pour 
e genre de probl�eme.En e�et, si la pr�e
ompensation Prat doit être 
al
ul�ee "en ligne", 
'est-�a-dire par une r�e
urren
e(max,+), il est int�eressant d'obtenir une r�ealisation qui minimise le nombre d'�etats �a m�emoriser�a 
haque it�eration. Mais 
e probl�eme de r�ealisation minimale demeure aujourd'hui un probl�emeouvert. Nous renvoyons le le
teur �a [Gaubert et al., 1998℄ pour des r�ef�eren
es.
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d e  r é f é r e n c eFigure 3.6 : Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : 
orre
tion d'un syst�eme H par un 
om-pensateur F en feedba
k3.3 Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'un feed-ba
k de sortieNous abordons dans 
e paragraphe le probl�eme de synth�ese de feedba
k de sortie permettantau syst�eme 
orrig�e de s'appro
her au mieux d'un mod�ele de r�ef�eren
e. A notre 
onnaissan
e, lesretours de sortie sur l'entr�ee pour des graphes d'�ev�enements temporis�es ont, jusqu'i
i, surtoutfait l'objet d'�etudes dans le domaine de la minimisation de ressour
es mais ave
 des appro
hesdi��erentes5 de 
elle pr�esent�ee dans 
e m�emoire.L'appro
he propos�ee i
i prend pour point de d�epart des r�esultats donn�es dans[Cotten
eau et al., 1999℄ et illustr�es dans [Cohen, 1998℄ et [Cohen et al., 1998℄.3.3.1 Formulation du probl�emeIl s'agit i
i de modi�er la dynamique d'un syst�eme H 2 Dp�m par l'ajout d'un feedba
kF 2 Dm�p (situ�e entre la sortie et l'entr�ee de H). La dynamique du syst�eme en bou
le ferm�eeest alors param�etr�ee par la dynamique du feedba
k.L'obje
tif de 
ommande est d'imposer au syst�eme bou
l�e la dynamique d�e
rite par un mod�elede r�ef�eren
e Gref 2 Dp�m sp�e
i��e sous forme de matri
e de transfert. La �gure 3.6 pr�esente les
h�ema blo
 du syst�eme nominal, du syst�eme en bou
le ferm�ee et du mod�ele de r�ef�eren
e.Formulation du probl�eme Il 
onvient tout d'abord de d�eterminer le transfert d'un syst�emeH muni d'un feedba
k F . D'apr�es la �g. 3.6, le syst�eme en bou
le ferm�ee v�eri�e( U = V � FYY = HU5dans [Gaubert, 1995a℄, Gaubert ram�ene le probl�eme de minimisation de ressour
es d'un GET, pour une
ontrainte de taux de produ
tion donn�ee, �a un probl�eme de programmation lin�eaire. Nous reviendrons sur 
epoint dans le 
hapitre 4.
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ord ave
 le th�eor�eme 1.86 et en fon
tionnement au plus tôt, le syst�eme bou
l�e poss�ededon
 la dynamique suivante entre V et YY = H(FH)�V = GFV: (3.2)D'un point de vue alg�ebrique, 
e probl�eme n�e
essite don
 l'�etude de l'appli
ationMH suivanted�e�nie sur des dio��des 
omplets MH : Dm�p ! Dp�mX 7! H(XH)�:Remarque 3.5 En raison de l'�egalit�e (1.25), MH(X) s'�e
rit indi��eremmentMH(X) = H(XH)� = (HX)�H: �En utilisant les notations d'appli
ations d�e�nies au x1.3, et en tenant 
ompte de la remarquepr�e
�edente, MH se d�e
ompose de deux fa�
onsMH = LH ÆK Æ RH = RH ÆK Æ LH :Les diagrammes suivants r�esument 
es d�e
ompositionsMH : Dm�p RH- Dm�m K- Dm�m LH- Dp�mF - FH - (FH)� - H(FH)�MH : Dm�p LH- Dp�p K- Dp�p RH- Dp�mF - HF - (HF )� - (HF )�HLe probl�eme d'atteinte (exa
te) d'un mod�ele de r�ef�eren
e par l'a
tion d'un feedba
k Fs'exprime don
 
omme la r�esolution de l'�equationMH(F ) = Gref :Mais, 
e probl�eme d'atteinte exa
te de mod�ele de r�ef�eren
e peut ne pas avoir de solution ou,�a l'inverse, avoir plusieurs solutions pour 
ertains Gref .Par 
ons�equent, et pour les mêmes raisons que dans la se
tion 3.2.1, on pr�ef�erera traiter leprobl�eme suivant :existe-t-il un plus grand feedba
k F tel que GF � Gref ? (3.3)Math�ematiquement, la solution du probl�eme (3.3) d�e
oule de la r�esiduabilit�e (ou non) de MHsur un dio��de. Or, il est possible de statuer rapidement sur 
ette question lorsque MH est d�e�niesur des dio��des 
omplets .



3.3. Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'un feedba
k de sortie 97MH n'est pas r�esiduable. SoitDm�p etDp�m des dio��des 
omplets. D'apr�es le th�eor�eme 1.91,MH est r�esiduable si, et seulement si, elle v�eri�e les deux �egalit�es suivantesMH(") = "MH(a� b) = MH(a)�MH(b)Or, d'une partMH(") = H et d'autre partMH(a�b) = H(aH�bH)� 6= H(aH)��H(bH)� =MH(a)�MH(b).MH d�e�nie de Dm�p dans Dp�m n'est don
 par r�esiduable.Probl�eme trait�e Notre d�emar
he 
onsiste �a montrer qu'il existe n�eanmoins des restri
tionsde MH du type BjMH (ImMH � B) qui soient r�esiduables.Pratiquement, 
ela revient �a montrer que le probl�eme (3.3) n'admet de r�eponse positive quepour un ensemble restreint de mod�eles de r�ef�eren
es pris dans Dp�m.Que signi�e "MH n'est pas r�esiduable" ? Il peut y avoir deux signi�
ations �a 
ela.Il n'y a pas de solution �a GF � Gref . Le seul e�et attendu d'un feedba
k de sortie Fest de "ralentir" le syst�eme H et en au
un 
as de l'a

�el�erer. Formellement, 
e
i s'�e
ritsimplement 8F; MH(F ) � H:L'�equation MH(F ) � Gref n'admet don
 pas de solution pour Gref � H, en e�et nousavons vu que MH(") = H.L'ensemble des solutions de GF � Gref n'a pas de borne sup. Lorsque l'existen
ed'une solution est garantie, il est possible qu'il n'en existe pas d'optimale. LorsqueH � Gref , l'in�equation MH(x) � Gref admet toujours " 
omme solution, mais 
el�an'implique pas qu'il en existe une plus grande.Le probl�eme de synth�ese de feedba
k F pos�e i
i ne trouve don
 pas de r�eponse imm�ediate.Il est n�e
essaire d'�etudier au pr�ealable MH . La se
tion suivante propose des restri
tions deMH r�esiduables, 
'est-�a-dire 
onduisant �a l'existen
e d'une plus grande solution au probl�emeMH(x) � Gref pour 
ertains mod�eles de r�ef�eren
e Gref .3.3.2 Restri
tions r�esiduables de MHDe mani�ere g�en�erale, pour qu'une restri
tion BjMH , o�u ImMH � B, soit r�esiduable, il estn�e
essaire tout d'abord que la restri
tion ImMH jMH le soit. En e�et, si BjMH 2 Res℄(Dm�p;B),alors par appli
ation du 
orollaire 1.43 on a l'impli
ationBjMH 2 Res℄(Dm�p;B � Dp�m)) ( BjIdjImMH 2 Res℄(ImMH ;B)ImMH jMH 2 Res℄(Dm�p; ImMH)



98 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCEDm�p BjMH - B�����ImMH jMH R ImMHBjIdjImMH6
La proposition suivante montre que MH restreinte �a son image est r�esiduable.Proposition 3.6. Soit MH : Dm�p ! Dp�m;X ! H(XH)� d�e�nie sur des dio��des 
omplets.Alors l'appli
ation ImMH jMH est r�esiduable, sa r�esidu�ee s'exprime(ImMH jMH)℄ : ImMH ! Dm�px ! H ÆnxÆ=HPreuve : G 2 ImMH () 9A 2 Dm�p; G = H(AH)�. Montrer que ImMH jMH est r�esiduableest �equivalent �a montrer que l'in�equation H(XH)� � H(AH)� admet une plus grande solution8A 2 Dm�p.Tout d'abord, l'�equivalen
e suivante provient du fait que LH est r�esiduableH(XH)� � H(AH)� () (XH)� � H Æn(H(AH)�):On s'int�eresse d�esormais �a l'�el�ement H Æn(H(AH)�). Les �egalit�es suivantes sont v�eri��eesH Æn(H(AH)�) = H Æn((HA)�H) ( 
f (1.25))= H Æn[(HA)� Æn((HA)�H)℄ (
f (1.53))= [(HA)�H℄ Æn[(HA)�H℄ (
f (1.49))Cela signi�e qu'il existe un �el�ement B 2 Dp�m tel que H Æn(H(AH)� = B ÆnB. D'apr�es le lemme1.105, 
ela signi�e que H Æn(H(AH)� est "une �etoile" pour tout A 2 Dm�p, 
'est-�a-dire appartient�a l'image de l'appli
ation K : Dm�m ! Dm�m.Puisque K : Dm�m ! ImK est r�esiduable (
f. proposition 1.100), et que (ImKjK)℄ = IdjImK, ily a don
 �equivalen
e (XH)� � H Æn(H(AH)�) () XH � H Æn(H(AH)�):Re
her
her une plus grande solution en X �a l'in�equationH(XH)� � H(AH)�revient �a 
her
her une plus grande solution en X �a l'in�equationXH � H Æn(H(AH)�):Puisque RH est r�esiduable, 
ette derni�ere in�equation admet 
omme plus grande solutionX = H Æn(H(AH)�)Æ=H:En r�esum�e, pour tout G 2 ImMH , alors H ÆnGÆ=H est la plus grande solution de l'in�equationH(XH)� � G;
e qui signi�e que ImMH jMH est r�esiduable. 2
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 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'un feedba
k de sortie 99Corollaire 3.7. Si G 2 ImMH alors l'�equation H(XH)� = G admet X = H ÆnGÆ=H 
omme plusgrande solution.Preuve : ImMH jMH est surje
tive don
, d'apr�es l'identit�e (1.13), ImMH jMH Æ (ImMH jMH)℄ =IdImMH , ou formul�e autrement, lorsque G 2 ImMH la plus grande solution de H(XH)� � Gv�eri�e l'�egalit�e. 2Puisque l'on s'est assur�e que la restri
tion ImMH jMH est r�esiduable, il est d�esormais naturelde 
her
her un 
odomaine B plus grand que ImMH tel que BjMH soit r�esiduable, l'obje
tifre
her
h�e �etant de restreindre le moins possible l'ensemble des mod�eles de r�ef�eren
e 
onduisant�a la synth�ese d'un feedba
k optimal.La proposition suivante fournit un �el�ement de r�eponse dans 
ette dire
tion.Notation 3.8. Soit G1 et G2 les sous-ensembles de Dp�m d�e�nis parG1 = fG 2 Dp�mj9A 2 Dp�p; G = A�HgG2 = fG 2 Dp�mj9B 2 Dm�m; G = HB�gOn a 
lairement ImMH � G1 et ImMH � G2.Remarque 3.9 Les ensembles G1 et G2 peuvent être vus respe
tivement 
omme l'image desappli
ations RH ÆK : Dp�p ! Dp�m et LH ÆK : Dm�m ! Dp�m. �Proposition 3.10. Les restri
tions G1jMH et G2jMH sont r�esiduables. Leurs r�esidu�ees sont lesappli
ations suivantes(G1jMH)℄ : G1 - Dm�p (G2jMH)℄ : G2 - Dm�px - H ÆnxÆ=H x - H ÆnxÆ=HPreuve : Nous d�eveloppons la preuve uniquement pour la restri
tion G1jMH , la se
onde preuve�etant similaire.Prenons G 2 G1 () 9A 2 Dp�p; G = A�H.Cher
her si G1jMH est r�esiduable est �equivalent �a 
her
her si l'in�equation H(XH)� � A�Hadmet une plus grande solution 8A 2 Dp�p.On a l'�equivalen
e suivante en raison de la r�esiduabilit�e de LHH(XH)� � A�H () (XH)� � H Æn(A�H):L'�el�ement H ÆnA�H peut s'�e
rire indi��eremmentH Æn(A�H) = A� Æn(A�H)H = A�HA�H (appli
ation de (1:53) puis de (1:49)):D'apr�es le lemme 1.105, H Æn(A�H) est don
 une �etoile, 
'est-�a-dire appartient �a l'image deK : Dm�m ! Dm�m.



100 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCEPuisque ImKjK : Dm�m ! ImK est r�esiduable, il y a �equivalen
e(XH)� � H Æn(A�H) () XH � H Æn(A�H):Finalement, 
e
i nous permet d'�etablir que 8A 2 Dp�p,X = H Æn(A�H)Æ=Hest la plus grande solution de l'in�equation MH(X) � A�H.Exprim�e di��eremment, si G 2 G1, alors H ÆnGÆ=H est la plus grande solution deH(XH)� � G;
'est-�a-dire la restri
tion G1jMH est r�esiduable. 2L'�etude deMH faite pr�e
�edemment met en �eviden
e l'existen
e de restri
tions G1jMH et G2jMHr�esiduables. La proposition 1.42 nous indique la possibilit�e de trouver des d�e
ompositions deG1jMH et G2jMH en appli
ations r�esiduables. Nous faisons i
i 
ertaines d�e
ompositions �a titred'exer
i
e.On pourra �a 
haque �etape se reporter au diagramme 
ommutatif �gure 3.7 qui illustre lesr�esultats �enon
�es i
i.1. Tout d'abord RH : Dm�p ! Dm�m est r�esiduable. D'apr�es le 
orollaire 1.43, on peutd�e
omposer RH en appli
ations r�esiduables RH = IdjImRH Æ ImRH jRH . Ce qui 
onduit toutd'abord �a IdjImRH 2 Res℄(ImRH ;Dm�m)ImRH jRH 2 Res℄(Dm�p; ImRH):2. De plus, K : Dm�m ! Dm�m n'est pas r�esiduable mais la restri
tion �a son image l'est(d'apr�es la proposition 1.100), 
'est-�a-direImKjK 2 Res℄(Dm�m; ImK):3. Puisque la 
omposition d'appli
ations r�esiduables est r�esiduable (d'apr�es (1.11)), la doublerestri
tion ImKjK Æ IdjImRH = ImKjKjImRH est par 
ons�equent r�esiduable soitImKjKjImRH 2 Res℄(ImRH ; ImK):4. D'apr�es le 
orollaire 1.43, et sa
hant que Im(K ÆRH) = Im(KjImRH ), puisque l'appli
ationImKjKjImRH est r�esiduable, on a �egalementIm(KÆRH )jKjImRH 2 Res℄(ImRH ; Im(K Æ RH))ImKjIdjIm(KÆRH ) 2 Res℄(Im(K Æ RH); ImK):5. En�n, puisque G2jMH = Im(LHÆK)jMH = Im(LHÆK)jLH jIm(KÆRH ) Æ Im(KÆRH )j(K Æ RH) estr�esiduable (proposition 3.10 et remarque 3.9), l'appli
ation de la proposition 1.42 
onduitau fait que la restri
tion suivante est r�esiduableIm(LHÆK)jLH jIm(KÆRH ) 2 Res℄(Im(K ÆRH); Im(LH ÆK))



3.3. Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : synth�ese d'un feedba
k de sortie 101MH : Dm�p ...........RH- Dm�m K - Dm�m ..................LH - Dp�m..............R ..............R ..............RImRH6
................. ................- ImK ImLH6

...............................RIm(K ÆRH)6................. ......- Im(LH ÆK)(= G2)..............R ImMH6................Figure 3.7 : D�e
ompositions de MH : les appli
ations r�esiduables sont repr�esent�ees par des
�e
hes en pointill�es6. En appliquant une nouvelle fois le 
orollaire 1.43 �a 
ette double restri
tion r�esiduable, eten remarquant que ImMH = Im(LH Æ K Æ RH) = Im(Im(LHÆK)jLH jIm(KÆRH )) on obtient�egalement les appli
ations r�esiduables suivantesImMH jLH jIm(KÆRH ) 2 Res℄(Im(K ÆRH); ImMH)Im(LHÆK)jIdjImMH 2 Res℄(ImMH ; Im(LH ÆK)): :Le diagramme 
ommutatif de la �gure 3.7 r�esume les di��erentes restri
tions r�esiduables ex-hib�ees pr�e
�edemment. On repr�esente par une 
�e
he en pointill�es une restri
tion r�esiduable.De plus, d'apr�es des r�esultats �enon
�es au x1.2.5, puisque le domaine de l'appli
ation MH(Dm�p) est un treillis 
omplet (
ar un dio��de 
omplet), alors il est possible de d�e�nir des stru
-tures de treillis pour les ensembles ImRH , Im(K Æ RH) et en�n pour ImMH .Nous avons d�eja d�e�ni la stru
ture du treillis ImRH dans le premier 
hapitre au x1.3.3. Seulel'�etude des ensembles Im(K Æ RH) et ImMH est don
 abord�ee i
i.Proposition 3.11. Si Dm�p est un dio��de 
omplet, alors1. (Im(K Æ RH);KÆRH~� ;KÆRH~̂ ) est un treillis 
omplet o�u pour deux �el�ements D1;D2 2 Im(K ÆRH) D1 KÆRH~� D2 d�ef= ((D1Æ=H �D2Æ=H)H)�D1 KÆRH~̂ D2 d�ef= (((D1 ^D2)Æ=H)H)�



102 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCE2. (ImMH ;MH~� ;MH~̂ ) est un treillis 
omplet o�u pour deux �el�ements M1;M2 2 ImMHM1 MH~� M2 d�ef= H((H ÆnM1Æ=H �H ÆnM2Æ=H)H)�M1 MH~̂ M2 d�ef= H((H Æn(M1 ^M2)Æ=H)H)�Preuve :1. Nous savons que si Dm�p est un dio��de 
omplet, alors (ImK; K~�;^) a une stru
ture detreillis 
omplet (
f. proposition 1.68 et son appli
ation �a ImK dans la partie 1.3.3). Par
ons�equent, KÆRH est une appli
ation d�e�nie d'un treillis 
omplet dans un treillis 
omplet.On peut don
 appliquer le r�esultat �enon
�e par la proposition 1.65.2. Si Dm�p est un dio��de 
omplet, il s'agit �egalement d'un treillis 
omplet, don
 l'appli
ationde la proposition 1.66 
onduit au fait que ImMH a une stru
ture de treillis 
omplet pourl'ordre de Dp�m restreint �a ImMH . Le sup du treillis ImMH est donn�e par (
f. proposition1.63) M1 MH~� M2 = ImMH jMH((ImMH jMH)℄(M1)� (ImMH jMH)℄(M2))Il nous reste �a d�eterminer la borne inf de ImMH . On sait que M1 MH~̂ M2 est le plus grand�el�ement de ImMH inf�erieur �a M1 et M2. Autrement dit, pour M1 et M2 appartenant �aImMH , M1 MH~̂ M2 = MH~MfXjX�M1 et X�M2g X= ImMH jMH 0� MfXjX�M1 et X�M2g(ImMH jMH)℄(X)1A= ImMH jMH 0� MfXjX�M1 et X�M2g(H ÆnXÆ=H)1A= ImMH jMH 0� MfY jY�H ÆnM1Æ=H et Y�H ÆnM2Æ=Hg Y1A= ImMH jMH ((H ÆnM1Æ=H) ^ (H ÆnM2Æ=H))= ImMH jMH (H Æn(M1 ^M2)Æ=H) (d'apr�es 1:45): 23.3.3 Synth�ese de feedba
ks de sortieLe probl�eme de synth�ese de feedba
ks de sortie optimaux, dans un obje
tif de r�epondre aumieux �a l'atteinte d'un mod�ele de r�ef�eren
e, est une appli
ation assez dire
te des r�esultats donn�espr�e
�edemment. L�a en
ore, les solutions re
her
h�ees seront r�ealisables.
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k de sortie 103Proposition 3.12. Soit H 2 Dp�m le transfert d'un GET. Pour tout mod�ele de r�ef�eren
eGref 2 Dp�m s'exprimant Gref = MH(A) o�u A 2 Dm�p est un transfert r�ealisable, il existe unplus grand feedba
k r�ealisable F tel que le transfert du syst�eme bou
l�e soit 
elui de Gref . Cefeedba
k est Frat = Pr+(H ÆnGrefÆ=H):Preuve : ImMH jMH : (Maxin J
; ÆK)m�p ! (Maxin J
; ÆK)p�m d�e�nie sur des dio��des 
omplets estr�esiduable d'apr�es la proposition 3.6. La preuve 
onsiste don
 �a montrer que ImMH jMratH :(Maxin ratJ
; ÆK)m�p ! (Maxin ratJ
; ÆK)p�m d�e�nie sur l'ensemble des rationnels est �egalementr�esiduable, bien qu'il ne s'agisse plus de dio��des 
omplets.A r�ealisable est �equivalent �a A rationnel (
f. th�eor�eme 2.37). L'appli
ation MH n'est qu'une
omposition �nie d'op�erations rationnelles (produits et �etoile de Kleene), don
 A rationnel )Gref = MH(A) est rationnel. Grâ
e au th�eor�eme 2.39, H ÆnGref Æ=H est une matri
e p�eriodique(non n�e
essairement 
ausale). En raison de la proposition 2.45, Pr+(H ÆnGrefÆ=H) est le plus grand�el�ement rationnel solution de MH(X) � Gref . Puisque l'in�equation pr�e
�edente a une solutionrationnelle qui est A, en se rappelant que l'appli
ation Pr+ est isotone, on v�eri�e A = Pr+(A) �Pr+(H ÆnGrefÆ=H) et, puisque MH est isotone, Gref = MH(A) � MH(Pr+(H ÆnGrefÆ=H)) � Gref .Autrement dit, Pr+(H ÆnGref Æ=H), la plus grande solution rationnelle de MH(X) � Gref , v�eri�e�egalement l'�egalit�e MH(X) = Gref . Exprim�e di��eremment, si Gref = MH(A) o�u A est rationnel,alors il existe un plus grand feedba
k rationnel, don
 r�ealisable (
f th. 2.37), tel que le syst�emebou
l�e ait exa
tement le transfert Gref . 2Corollaire 3.13. Soit H 2 Dp�m le transfert d'un GET. Il existe un plus grand feedba
kr�ealisable laissant in
hang�e le tranfert du syst�eme, 
'est �a dire MH(F ) = H. Exprim�e dansMaxin J
; ÆK, Frat = Pr+(H ÆnHÆ=H):Preuve : Par d�e�nition, " est rationnel, don
 en prenant G = MH(") = H on obtient le r�esultat�enon
�e. 2Remarque 3.14 Ce plus grand feedba
k laissant in
hang�e le transfert pourrait être quali��ede feedba
k neutre. �Proposition 3.15. Soit H 2 Dp�m le transfert d'un GET. Pour tout mod�ele de r�ef�eren
es'�e
rivant Gref = A�H ou Gref = HB�, ave
 A 2 Dp�p et B 2 Dm�m rationnels, il existe unplus grand feedba
k r�ealisable F 2 Dm�p tel que le transfert du syst�eme bou
l�e soit inf�erieur ou�egal Gref . Ce feedba
k est Frat = Pr+(H ÆnGrefÆ=H):Preuve : Si le mod�ele de r�ef�eren
e s'�e
rit Gref = A�H, ave
 A rationnelle, alors Gref estrationnelle et don
 p�eriodique et 
ausale. Par 
ons�equent H ÆnGrefÆ=H est p�eriodique (nonn�e
essairement 
ausale) et Pr+(H ÆnGref Æ=H) est la plus grande solution p�eriodique et 
ausale del'�equation MH(F ) � Gref . Cette solution est par 
ons�equent la plus grande solution r�ealisable.2



104 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCE3.3.4 IllustrationOn reprend i
i 
omme support le GET de la �gure 3.2. On rappelle que son transfert estH = �Æ4(
Æ2)� Æ5(
Æ3)�� :D'apr�es la proposition 3.15, en 
hoisissant un mod�ele de r�ef�eren
e Gref = A�H alors il existeun feedba
k optimal r�ealisable tel que MH(Frat) � Gref :Nous 
hoisissons i
i Gref = (
Æ3)�H, soitGref = �Æ4(
Æ3)� Æ5(
Æ3)�� :Le feedba
k r�ealisable optimal tel que MH(Frat) � Gref est donn�e par le 
al
ul deFrat = Pr+(H ÆnGrefÆ=H):On a tout d'abordH ÆnGref =  (Æ4(
Æ3)�) Æn(Æ4(
Æ3)�) (Æ4(
Æ3)�) Æn(Æ5(
Æ3)�)(Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ4(
Æ3)�) (Æ5(
Æ3)�) Æn(Æ5(
Æ3)�)!=  (
Æ3)� Æ(
Æ3)�Æ�1(
Æ3)�) (
Æ3)� !et ensuite (H ÆnGref)Æ=H =  (
Æ3)�Æ=(Æ4(
Æ3)�) ^ (Æ(
Æ3)�)Æ=(Æ5(
Æ3)�)(Æ�1(
Æ3)�)Æ=(Æ4(
Æ3)�) ^ (
Æ3)�Æ=(Æ5(
Æ3)�)!=  Æ�4(
Æ3)�)Æ�5(
Æ3)�)! :Finalement, Frat = Pr+(H ÆnGrefÆ=H) =  
2Æ2(
Æ3)�
2Æ1(
Æ3)�! :Une r�ealisation de 
e feedba
k est donn�ee �gure 3.8.On peut de même re
her
her le plus grand feedba
k r�ealisable laissant in
hang�e le transfertdu syst�eme. Son expression est Frat = Pr+(H ÆnHÆ=H).On laisse au le
teur v�eri�er queH ÆnHÆ=H =  Æ�4(
Æ2)�" !et don
 Frat = Pr+(H ÆnHÆ=H) =  
2(
Æ2)�" !
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Figure 3.8 : R�ealisation du feedba
k FratRemarque 3.16 Pour 
e dernier exemple, on 
onstate que le feedba
k neutre (
onservant letransfert H) est sans ar
 entre y et u2. Ce
i provient du fait qu'il est impossible, dans 
etexemple, de rendre le graphe fortement 
onnexe tout en 
onservant le transfert du syst�eme enbou
le ouverte. �3.3.5 Con
lusionD'un point de vue essentiellement pratique, les points prin
ipaux qui se d�egagent de 
ette�etude sont les suivants� Les 
omportements possibles d'un syst�eme H muni d'un feedba
k de sortie r�ealisable 
or-respondent �a l'image de l'appli
ation MH d�e�nie sur l'ensemble des �el�ements rationnels,
'est-�a-dire MratH : (Maxin ratJ
; ÆK)m�p ! (Maxin ratJ
; ÆK)p�m;X 7! H(XH)�. En outre, pour
haque 
omportement possible G 2 ImMratH du syst�eme, il existe un feedba
k r�ealisable Fratoptimal tel MH(Frat) = G.� Pour tout mod�ele de r�ef�eren
e Gref = A�H ou Gref = HB� il existe �egalement un feedba
kr�ealisable optimal Frat tel que MH(Frat) � Gref . Le mod�ele de r�ef�eren
e n'est plus atteintexa
tement mais appro
h�e au plus pr�es (par valeur inf�erieure).On peut remarquer �egalement que l'ensemble des "
omportements possibles du syst�eme Hmuni d'un feedba
k" a une stru
ture de treillis (
f. proposition 3.11). Autrement dit, si G etG0 sont deux transferts du syst�eme en bou
le ferm�ee (obtenus par deux feedba
ks di��erents)alors G MH~̂ G0 et G MH~� G0 sont �egalement deux 
omportements possibles du syst�eme en bou
leferm�ee.Ce qu'il faut n�eanmoins garder �a l'esprit est que nous n'avons pas fourni de 
onditionn�e
essaire sur Gref pour qu'il existe un feedba
k optimal F v�eri�ant MH(F ) � Gref . Onpeut dire �a 
e sujet que l'existen
e d'une 
ondition n�e
essaire est li�ee �a la 
onnaissan
e du plusgrand 
odomaine B tel que BjMH soit r�esiduable. Or, les preuves des propositions 3.6 et 3.10
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Figure 3.9 : Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : 
orre
tion d'un syst�eme H par un 
om-pensateur L en feedba
k de l'�etat X sur l'entr�eemontrent que 
e probl�eme est �egalement li�e �a la 
onnaissan
e d'une restri
tion r�esiduable de Kmoins restri
tive que ImKjK.Tout 
e que l'on peut dire jusqu'i
i est qu'il est suÆsant que H ÆnGref ou Gref Æ=H soit "une�etoile" (
'est �a dire appartienne �a ImK) pour que l'optimalit�e d'un feedba
k F v�eri�antMH(F ) �Gref soit garantie.3.4 Autres stru
tures de 
ommande ave
 feedba
kPour 
lore 
e 
hapitre sur la 
ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e, nous pr�esentons deuxprobl�emes de synth�ese de feedba
k qui admettent des r�eponses optimales pour 
ertains mod�elesde r�ef�eren
e.Le premier 
on
erne la synth�ese d'un feedba
k de l'�etat sur l'entr�ee, 
'est-�a-dire que la 
om-mande U est produite �a partir de la 
onsigne d'entr�ee V et d'informations provenant de l'�etatinterne X du syst�eme.Le se
ond traite d'un feedba
k de la sortie Y sur l'�etat X dans la mesure o�u il est possibled'ajouter des 
ontrôles sur les transitions internes d'un GET.3.4.1 Feedba
k de l'�etat sur l'entr�eeL'id�ee est i
i d'utiliser, outre la 
onsigne d'entr�ee V , les traje
toires de tir des transitions in-ternes X du GET pour l'�elaboration de la 
ommande U . On suppose don
 possible l'observationdes tirs des transitions internes du GET que l'on 
her
he �a 
ontrôler.Le 
orre
teur L est appliqu�e en feedba
k de l'�etat sur l'entr�ee 
omme 
ela est montr�e �gure3.9.On rappelle qu'il est toujours possible d'obtenir la repr�esentation d'�etat d'un GET sous laforme ( X = AX �BUY = CX
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e qui 
onduit �a une autre repr�esentation o�u l'�equation d'�etat est expli
itement fon
tion de U( X = A�BUY = CX :La 
onnexion d'un feedba
k L de l'�etat X sur l'entr�ee U modi�e la dynamique du syst�eme dela mani�ere suivante : la 
ommande s'exprimeU = LX � V;la repr�esentation d'�etat du syst�eme 
orrig�e par L devient don
( X = A�B(LX � V )Y = CX ) ( X = (A�BL)�A�BVY = CX :Finalement, le transfert entr�ee-sortie du syst�eme muni du 
orre
teur L devientY = C(A�BL)�A�BV = CA�B(LA�B)�V = GLV:Le probl�eme de 
ommande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e se formule don
 de la mani�ere suivante.Soit un transfert Gref donn�e,existe-t-il un plus grand 
ompensateur L tel que GL � Gref?Le r�esultat est donn�e imm�ediatement au vu des d�eveloppements d�eja e�e
tu�es pr�e
�edemmentdans 
e 
hapitre.Proposition 3.17. Soit un GET de transfert H 2 Dp�m et Gref 2 Dp�m un mod�ele der�ef�eren
e r�ealisable. S'il existe une matri
e rationnelle D 2 Dp�p telle que Gref = D�H, alors ilexiste un plus grand 
ompensateur r�ealisable L (feedba
k d'�etat sur l'entr�ee) tel que GL � Gref .L'expression de 
e feedba
k d'�etat estL = Pr+(H ÆnGrefÆ=A�B):Preuve : Tout d'abord, nous avons les �equivalen
es suivantesGL � Gref () CA�B(LA�B)� � Gref () (LA�B)� � (CA�B) ÆnGref = H ÆnGref :Or, il a �et�e montr�e dans la se
tion pr�e
�edente que s'il existe D 2 Dp�p tel que Gref = D�H, alorsH ÆnGref appartient �a l'image de K : Dm�m ! Dm�m. Puisque l'appli
ation ImKjK : Dm�m !ImK est r�esiduable, sont �equivalentsGL � Gref () (LA�B)� � H ÆnGref () LA�B � H ÆnGref :La matri
e L = H ÆnGrefÆ=(A�B) est alors la plus grande solution de l'in�equation GL � Gref .D'apr�es le th�eor�eme 2.39, L = H ÆnGrefÆ=(A�B) est p�eriodique et d'apr�es la proposition 2.45L = Pr+(H ÆnGrefÆ=(A�B)) est alors la plus grande solution p�eriodique et 
ausale, don
 r�ealisable,de GL � Gref . 2
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Figure 3.10 : Commande ave
 mod�ele de r�ef�eren
e : 
orre
tion d'un syst�eme H par un
ompensateur S en feedba
k de la sortie Y sur l'�etat X3.4.2 Feedba
k de sortie sur l'�etatNous supposons i
i que les transitions internes peuvent être munies d'un 
ontrôlesuppl�ementaire qui va être fon
tion de la sortie Y . Ce 
ontrôle doit être vu 
omme une au-torisation ou une interdi
tion de fran
hir une transition du GET. La nature de 
es 
ontrôlesinternes est don
 di��erente de la 
ommande U .Pour illustrer 
e
i, on peut imaginer que, dans un 
ontexte manufa
turier, la 
ommande U
orrespond �a l'entr�ee de pi�e
es brutes dans un syst�eme de produ
tion H, tandis que les 
ontrôlesasso
i�es aux transitionsX, g�en�er�es par feedba
k de sortie, 
orrespondent seulement �a une gestiondes 
ux de mati�ere dans le syst�eme. L'obje
tif re
her
h�e i
i est don
 une meilleure mâ�trise des
ux de jetons dans le syst�eme lui-même.Ce qui nous importe i
i est d'obtenir un 
ertain transfert entre U et Y tout en 
ontrôlant le
ux des jetons �a di��erents endroits du syst�eme grâ
e �a un 
orre
teur S situ�e entre la sortie etles �etats internes X.Nous utilisons en
ore une fois tout d'abord la repr�esentation d'�etat. La dynamique du syst�emeva être modi��ee de la fa�
on suivante( X = AX �BU � SYY = CX ) ( X = A�BU �A�SYY = CX :Le transfert entr�ee-sortie devientY = C(A�BU �A�SY );ou expli
itement Y = (CA�S)�CA�BU:Le probl�eme de synth�ese de feedba
k s'exprime de la mani�ere suivante :existe-t-il un plus grand S tel que GS = (CA�S)�CA�B � Gref ?Cette stru
ture de 
ommande est d�e
rite �gure 3.10.
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k 109Proposition 3.18. Soit Gref un mod�ele de r�ef�eren
e r�ealisable. S'il existe une matri
e ra-tionnelle D 2 Dm�m telle que Gref = HD�, alors il existe un plus grand 
ompensateur r�ealisableS (feedba
k de sortie sur l'�etat) tel que GS � Gref . Il s'exprimeS = Pr+(CA� ÆnGref Æ=H):Preuve : Tout d'abord, nous avons les �equivalen
es suivantesGS � Gref () (CA�S)�CA�B � Gref () (CA�S)� � GrefÆ=(CA�B) = Gref Æ=H:Or, s'il existe D 2 Dm�m tel que Gref = HD�, alors GrefÆ=H = (HD�)Æ=H = (HD�)Æ=(HD�) estune �etoile de taille p� p (
f. preuve de la proposition 3.10).On a alors l'�equivalen
eGS � Gref () (CA�S)� � GrefÆ=H () CA�S � GrefÆ=H:S = CA� ÆnGrefÆ=H est alors la plus grande solution de GS � Gref . Cette solution est p�eriodiquepuisque Gref l'est et S = Pr+(CA� ÆnGrefÆ=H) est alors la plus grande solution p�eriodique et
ausale, don
 r�ealisable, de GL � Gref . 23.4.3 Illustrations : appli
ations en gestion de produ
tionLes deux stru
tures de 
ommande pr�esent�ees pr�e
�edemment se justi�ent en parti
ulier dansle domaine de la gestion de produ
tion, 
'est-�a-dire lorsque les GET 
onsid�er�es repr�esentent dessyst�emes de produ
tion. Les 
al
uls sont e�e
tu�es i
i dans le dio��de Maxin J
; ÆK. Pour simpli�erles d�eveloppements, nous 
onsid�erons un exemple mono-entr�ee mono-sortie.Feedba
k de l'�etat sur l'entr�eeCal
ul du syst�eme L de mani�ere �a 
onserver le transfert entr�ee-sortie Le GET de la�gure 3.11 repr�esente (en trait plein) un syst�eme de produ
tion 
omprenant deux ma
hines ens�erie s�epar�ees d'un bu�er de 
apa
it�e in�nie.On va tout d'abord 
al
uler i
i un feedba
k 
ausal de l'�etat sur l'entr�ee laissant in
hang�e letransfert entr�ee-sortie de 
ette ligne de produ
tion.Par sou
i de 
lart�e, nous n'allons 
ependant pas prendre en 
ompte tous les �etats internes(
.-�a-d. toutes les transitions internes) d�e
rits par le GET de la �gure 3.11. Certains �etats nesont en e�et pas pertinents et 
ontribuent uniquement �a am�eliorer la lisibilit�e du mod�ele r�eseaude Petri. Seuls les �etats qui nous semblent les plus pertinents pour la 
ommande vont êtreutilis�es pour la synth�ese du feedba
k L. Nous 
onsid�erons i
i uniquement les �etats x1 et x2(d�e
rits �g. 3.11) qui 
orrespondent �a la �n des pro
essus de fabri
ation des ma
hines M1 etM2.De mani�ere g�en�erale, la matri
e A�B d�e
rit le transfert entre l'entr�ee u et 
ha
un des �etatsinternes 
onsid�er�es. Pour 
et exemple nous avons don
 x1x2! = A�Bu =  Æ3(
2Æ3)�Æ5(
Æ2)� !u:
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Figure 3.11 : Contrôle des entr�ees d'un syst�eme manufa
turierDe plus, le transfert g�en�eral entr�ee-sortie de 
e GET est y = hu = Æ5(
Æ2)�u.En appliquant la proposition 3.17, le plus grand retour de l'�etat (x1 x2)T sur l'entr�ee u quisoit r�ealisable et qui laisse le transfert entr�ee-sortie in
hang�e (
'est �a dire gref = h) estL = Pr+(h ÆnhÆ=(A�B))= Pr+ �(Æ5(
Æ2)�) Æn(Æ5(
Æ2)�)Æ=(Æ3(
2Æ3)� Æ5(
Æ2)�)T � :On laisse au le
teur v�eri�er queh ÆnhÆ=(A�B) = (
Æ2)�Æ= Æ3(
2Æ3)�Æ5(
Æ2)� != �Æ�3(
Æ2)� Æ�5(
Æ2)��par 
ons�equent L = Pr+(h ÆnhÆ=(A�B)) = �
2Æ(
Æ2)� 
3Æ(
Æ2)�� :Une r�ealisation de 
e feedba
k est donn�ee (en gris�e) sur la �gure 3.11.Int�erêt du syst�eme L D'un point de vue pratique, si le syst�eme de produ
tion mod�elis�epar le GET de la �gure 3.11 
onserve un fon
tionnement pro
he du mod�ele (
'est-�a-dire que lestemps de 
y
le des ma
hines peuvent être 
onsid�er�es 
onstants), le retour de l'�etat sur l'entr�eepropos�e i
i ne pr�esente pas plus d'int�erêt que le retour de sortie.Si l'on suppose d�esormais que les ma
hines M1 et M2 peuvent être sujettes �a des pannes,augmenter le nombre de 
ir
uits du GET, grâ
e au syst�eme L, pr�esente alors l'int�erêt suivant.Supposons que la ma
hine M1 tombe en panne, 
e qui revient �a supprimer les ar
s du GETsitu�es entre u et x1. Dans 
e 
as, quel que soit l'�etat du syst�eme, apr�es au plus 2 tirs de latransition u il y a p�enurie de jetons dans la pla
e situ�ee entre xL et u. En e�et, tous les jetonsdu 
ir
uit (u; x1; xL; u) auront alors �et�e 
onsomm�es.En revan
he, s'il n'y avait pas d'ar
 entre x1 et xL (
e qui revient �a ne pas prendre en 
omptel'�etat x1 pour la 
ommande), la p�enurie de jetons dans la pla
e situ�ee entre xL et u aurait
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Figure 3.12 : Contrôle du 
ux interne d'un syst�eme manufa
turierlieu, dans le 
as le plus d�evaforable, apr�es au plus 3 tirs de u (le nombre de jetons du 
ir
uit(u; x2; xL; u)).Pratiquement, 
ela signi�e que le syst�eme L r�eper
ute les d�efaillan
es internes du syst�emede produ
tion sur l'entr�ee (en interdisant l'entr�ee de jetons) plus rapidement que ne le ferait unfeedba
k de sortie. C'est en quelque sorte le prin
ipe des gestions en Kanban (
f. 
hapitre 4)qui est mis en oeuvre i
i.En r�esum�e, en mode de fon
tionnement normal, le syst�eme L agit 
omme un feedba
k desortie, et en mode d�egrad�e, le syst�eme L " informe les entr�ees plus vite" des d�efaillan
es internes.Feedba
k de sortie sur l'�etatCal
ul du syst�eme S de mani�ere �a 
onserver le transfert entr�ee-sortie Nous illustrons�egalement 
ette 
ommande par le même GET (�gure 3.12).L�a en
ore, tous les �etats ne sont pas 
onsid�er�es. Seuls les �etats x1 et x2 d�e
rits sur la �gure 3.12seront sujets �a des 
ontrôles suppl�ementaires (
'est-�a-dire, des syn
hronisations suppl�ementairessur le graphe). Ces �etats 
orrespondent �a l'entr�ee dans les pro
essus de fabri
ation M1 et M2.La matri
e CA� d�e
rit le transfert entre 
haque �etat 
onsid�er�e et la sortie. I
i, on ay = CA� x1x2! = �Æ5(
Æ2)� Æ2(
Æ2)�� x1x2! :Par appli
ation de la proposition 3.18, le plus grand feedba
k S de la sortie sur l'�etat qui soitr�ealisable et qui laisse in
hang�e le transfert entr�ee-sortie estS = Pr+((CA�) ÆnhÆ=h)= Pr+ �(Æ5(
Æ2)� Æ2(
Æ2)�) Æn(Æ5(
Æ2)�)Æ=(Æ5(
Æ2)�)� :



112 CHAPITRE 3. COMMANDE AVEC MOD�ELE DE R�EF�ERENCEOn laisse au le
teur v�eri�er que(CA�) ÆnhÆ=h = �Æ5(
Æ2)� Æ2(
Æ2)�� Æn(
Æ2)�=  Æ�5(
Æ2)�Æ�2(
Æ2)�! ;soit S = Pr+((CA�) ÆnhÆ=h) =  
3Æ(
Æ2)�
(
Æ2)� ! :Une r�ealisation de 
e feedba
k est donn�ee sur la �gure 3.12.Int�erêt du syst�eme S Dans le domaine de la gestion de produ
tion, on sait que les sto
ksinternes ont un 
oût. Ce 
oût de sto
kage n'est d'ailleurs pas le même �a tous les stades de laprodu
tion. En fait, plus une pi�e
e est pro
he de la �n de ligne, plus une pi�e
e a de valeurajout�ee et don
 plus grand est son 
oût de sto
kage. En r�esum�e, �a taille �egale, un sto
k 
oûtemoins 
her en d�ebut qu'en �n de ligne.Intuitivement, on voit que le rôle du syst�eme S est de "retenir" le plus possible les pi�e
es enamont du syst�eme, l�a o�u leur 
oût de sto
kage est moins important. Le syst�eme S joue don
 unrôle de �ltre, ou de frein (
omme le feedba
k de sortie), mais 
e, �a di��erents endroits du syst�eme(
eux que le 
on
epteur 
hoisit). L'int�erêt pratique du syst�eme S est don
 de 
onserver le pluslongtemps possible les pi�e
es l�a o�u leur 
oût est le moins important.3.5 Con
lusionNous avons propos�e dans 
e 
hapitre plusieurs stru
tures de 
ontrôle de la dynamique entr�ee-sortie d'un GET. La 
ompensation de la dynamique du syst�eme nominal est obtenue soit parl'ajout d'un pr�e
ompensateur, soit par l'ajout de 
orre
teurs feedba
ks. La synth�ese du 
or-re
teur est syst�ematiquement e�e
tu�ee dans l'obje
tif d'atteindre pour le syst�eme 
orrig�e6, un
omportement de r�ef�eren
e sp�e
i��e sous forme de matri
e de transfert.Pour une sp�e
i�
ation Gref rationnelle quel
onque, on montre que Pr+(H ÆnGref ) est le plusgrand pr�e
ompensateur r�ealisable (par un GET) tel que le transfert du syst�eme 
orrig�e soitinf�erieur au transfert de r�ef�eren
e. Pratiquement, il s'agit du 
orre
teur r�ealisable "le plus lent"tel que le syst�eme 
orrig�e soit "au moins aussi rapide" que la sp�e
i�
ation.En revan
he, pour la 
orre
tion par feedba
k de sortie, l'optimalit�e du 
orre
teur n'estgarantie que pour une 
lasse restreinte de mod�eles de r�ef�eren
e. Notamment, nous avons montr�eque lorsque la sp�e
i�
ation Gref appartient �a l'un des ensembles G1 ou G2, alors le feedba
kPr+(H ÆnGrefÆ=H) est optimal vis-�a-vis de la sp�e
i�
ation. De même, pour les 
orre
teurs de typefeedba
k de l'�etat sur l'entr�ee et feedba
k de la sortie sur l'�etat, l'optimalit�e du 
orre
teur n'estgarantie que pour des ensembles restreints de mod�eles de r�ef�eren
e.Notons que, pour une même sp�e
i�
ation appartenant �a G1, le pr�e
ompensateur 
al
ul�e pour
ette sp�e
i�
ation o�re, au regard de la 
orre
tion par feedba
k, une traje
toire de 
ommande6ou plus exa
tement d'appro
her au plus pr�es par valeur inf�erieure
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lusion 113U plus tardive pour une 
onsigne d'entr�ee �equivalente V . En e�et, si Gref 2 G1 alors, �a larestri
tion Pr+ pr�es, le transfert entre la 
onsigne et la 
ommande est U = (H ÆnGref)V pour lapr�e
ompensation et U = ((H ÆnGrefÆ=H)H)�V pour la 
orre
tion par feedba
k. Or, si Gref 2 G1alors H ÆnGref est une �etoile, et don
 par isotonie du produit et de l'�etoile de Kleene on a don
les in�egalit�es suivantes ((H ÆnGrefÆ=H)H)� � (H ÆnGref )� = H ÆnGref ;
e qui montre que la 
ommande U est plus tardive pour la pr�e
ompensation dynamique.En 
ontrepartie, on peut se persuader que les 
orre
teurs utilisant une mesure des sortiesou des �etats pr�esentent une meilleure "robustesse" en pr�esen
e d'al�eas, notamment en 
e qui
on
erne la propri�et�e de stabilit�e dis
ut�ee au 
hapitre suivant. Mais une �etude suppl�ementaireserait n�e
essaire pour quanti�er 
ette notion de "robustesse" fa
e �a une d�erive �eventuelle desparam�etres d'un syst�eme. Notons n�eanmoins qu'une premi�ere dis
ussion est propos�ee dans 
ettedire
tion dans l'annexe C o�u un 
orre
teur, 
al
ul�e �a partir d'un mod�ele d�eterministe, est �evalu�edans un environnement sto
hastique. Cette dis
ussion est ratta
h�ee �a l'�etude de syst�emes �a 
uxtir�es �egalement abord�ee dans le 
hapitre suivant.





Chapitre 4Appli
ations
Nous proposons dans 
e 
hapitre deux types d'appli
ations des stru
tures de 
ommande vuesau 
hapitre pr�e
�edent.Dans un premier temps, nous �etudions des syst�emes de gestion dits �a 
ux tir�es. Pour 
essyst�emes, les ordres de fabri
ation d'une 
ellule de produ
tion son g�en�er�es via un feedba
k pla
�eentre la sortie et l'entr�ee de la 
ellule. Lorsque le syst�eme peut être repr�esent�e par un GET, nousproposons des �evolutions possibles du syst�eme de gestion de produ
tion, 
'est �a dire du feedba
k,en vue de diminuer les en-
ours par rapport au syst�eme original. Les r�esultats sont donn�es toutd'abord de mani�ere formelle puis sont appliqu�es �a deux types de gestion 
ouramment �etudi�esdans la litt�erature : le syst�eme Kanban et le syst�eme Kanban G�en�eralis�e.Dans un se
ond temps, notre int�erêt se porte sur la stabilisation des GET. Nous proposonsdes stru
tures de 
orre
tion ave
 pr�e
ompensateur ou feedba
k de sortie permettant d'�eviterl'a

umulation de jetons dans un GET. Ce
i nous permet notamment de d�egager des r�esultatsint�eressants lorsque les GET 
onsid�er�es sont mono-entr�ee/mono-sortie.4.1 Syst�emes �a 
ux tir�esLes syst�emes �a 
ux tir�es ont d�eja fait l'objet d'�etudes via l'appro
he (max,+) notamment dans[Gaubert, 1992℄ et plus r�e
emmment dans [Cotten
eau et al., 1997a℄ , [Cotten
eau et al., 1997b℄et [Cotten
eau et al., 1999℄.4.1.1 Introdu
tionLes syst�emes de produ
tion sont dits �a 
ux tir�es lorsque leur gestion de produ
tion est bas�eesur des demandes r�eelles1. Le s
h�ema de la �gure 4.1 r�esume la stru
ture g�en�erale de telssyst�emes. H repr�esente le syst�eme de produ
tion, U symbolise les lan
ements en produ
tion(l'entr�ee de pi�e
es brutes dans le pro
essus de fabri
ation) et S 
orrespond �a l'apparition desproduits �nis dans le sto
k de sortie du syst�eme de produ
tion.Le prin
ipe de la gestion �a 
ux tir�es est le suivant : si un produit �ni (S) est disponible1par opposition aux syst�emes dont la gestion est bas�ee sur des demandes pr�evisionnelles.
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Figure 4.1 : Stru
ture d'un syst�eme �a 
ux tir�elorsqu'une demande (not�ee Y
) arrive, 
e produit est imm�ediatement livr�e au 
lient (
e d�eparte�e
tif de pi�e
es �nies est not�e Y ), sinon la demande est mise en attente jusqu'�a l'apparition d'unproduit �ni dans le sto
k de sortie. Le d�epart d'un produit �ni (Y ) donne lieu, instantan�ementou non (selon le type de gestion), �a un nouvel ordre de fabri
ation2. Les �, repr�esent�es surla �gure 4.1, d�esignent la somme de signaux (au sens (max,+)), 
'est-�a-dire les ph�enom�enes desyn
hronisation entre di��erents 
ux apparaissant dans le syst�eme3.La gestion des ordres de fabri
ation, qui d�ependent des sorties e�e
tives Y et indire
tementde la demande Y
, est assur�ee par le syst�eme F (un feedba
k). Ce syst�eme a pour fon
tionprin
ipale de "remonter" l'information 
on
ernant le d�epart de produits �nis de l'aval versl'amont du syst�eme. Par 
ons�equent, un syst�eme �a 
ux tir�e est en quelque sorte "pilot�e parla sortie". De mani�ere g�en�erale, 
'est le syst�eme F (par sa stru
ture ou ses param�etres) quidi��eren
ie les m�ethodes de gestion �a 
ux tir�es entre elles.Remarque 4.1 Dans la pratique, un syt�eme de produ
tion est le plus souvent partitionn�e ensous-syst�emes, appel�es �etages ou bien 
ellules, 
ha
un de 
es sous-syst�emes dispose alors de sonpropre m�e
anisme de gestion �a 
ux tir�es. Le s
h�ema de la �gure 4.1 repr�esente alors la stru
tured'une 
ellule. �Notion de Juste-�a-Temps. L'obje
tif re
her
h�e par l'appli
ation de 
ette politique de ges-tion se r�esume prin
ipalement en deux points : produire uniquement 
e qu'il faut, juste quand ille faut. Pour 
es raisons, les syst�emes �a 
ux tir�es sont g�en�eralement regroup�es sous l'appellationplus g�en�erale de syst�emes dits en "Juste-�a-Temps". L'appli
ation du 
on
ept de Juste-�a-Tempsa pour but de r�eduire autant que possible les sto
ks internes et ainsi diminuer les 
oûts defabri
ation.Cependant, pour un syst�eme �a 
ux tir�es dont la stru
ture est d�e
rite �gure 4.1, la diminutiondu sto
k de pi�e
es �nies 
orrespond �egalement �a une diminution de la qualit�e de servi
e4. Pluspr�e
is�ement, le bon fon
tionnement d'un syst�eme �a 
ux tir�es repose sur une anti
ipation de lademande : un sto
k de pi�e
es �nies permet de pallier d'�eventuelles variations pon
tuelles de lademande. Par 
ons�equent, moins on anti
ipe (en diminuant la taille du sto
k des pi�e
es d�ejaproduites), plus on augmente la probabilit�e de voir des demandes mises en attente. De mani�ere2
'est-�a-dire qu'une pi�e
e du sto
k de produits bruts (symbolis�e V ) est autoris�ee �a entrer dans le syst�eme deprodu
tion3
ette notation est issue de [Max Plus, 1991a℄4qui se 
ara
t�erise, par exemple, par une augmentation du nombre de demandes mises en attente ou de leurtemps d'attente.



4.1. Syst�emes �a 
ux tir�es 117g�en�erale, la qualit�e de servi
e pour une gestion �a 
ux tir�es d�ependra de la taille des sto
ksinternes et de la vitesse �a laquelle 
es sto
ks se re
onstituent.La m�ethode de gestion �a 
ux tir�es la plus r�epandue, et 
ertainement la plus �etudi�ee �a 
ejour, est la m�ethode Kanban. Elle doit sa popularit�e �a une grande simpli
it�e de mise en �uvre.Plusieurs m�ethodes se sont ensuite inspir�ees du Kanban dont la m�ethode Kanban G�en�eralis�e,pr�esent�ee et �etudi�ee dans [Di Mas
olo, 1990℄ et [Duri, 1997℄, et plus r�e
emment la m�ethodeKanban Etendu [Dallery and Liberopoulos, 1995℄.Toutes 
es m�ethodes de gestion �a 
ux tir�es ont fait l'objet de nombreux travaux de re
her
he
on
ernant l'�evaluation de performan
es (d�etermination du taux de produ
tion, du niveau moyendes en-
ours, du pour
entage de demandes mises en attente : : : ) mais �egalement le dimen-sionnement (
omment param�etrer F pour une qualit�e de servi
e souhait�ee). Notamment, desm�ethodes analytiques appro
h�ees permettent d'�evaluer, ave
 des temps de 
al
ul faibles 
ompar�es�a 
eux n�e
essaires �a la simulation, les performan
es de lignes �a 
ux tir�es (voir [Di Mas
olo, 1990℄),
e qui rend possible d'une part la 
omparaison de gestion entre elles (le syst�eme Kanban, KanbanG�en�eralis�e et Base Sto
k sont 
ompar�es dans [Duri, 1997℄) et d'autre part le dimensionnement(le probl�eme de dimensionnement de la gestion Kanban, 
e qui 
orrespond au 
hoix du nombreoptimal de kanbans �a a�e
ter �a 
haque 
ellule, est trait�e dans [De Araujo, 1994℄). Tous 
estravaux s'appuient sur une analyse probabiliste des syst�emes de produ
tion.L'appro
he (max,+) pr�esent�ee i
i nous permet d'analyser des syst�emes d�eterministes �a tem-porisations invariantes et ensuite de proposer des �evolutions possibles pour 
es syst�emes. Lesmodi�
ations propos�ees 
on
erneront essentiellement la fa�
on dont les ordres de produ
tionsont g�er�es dans un syst�eme �a 
ux tir�es. Les ma
hines 
onstituant le syst�eme de produ
tionauront don
, par hypoth�ese, des temps de 
y
le et des 
apa
it�es invariantes dans le temps.Pour simpli�er, on peut dire que l'on �etudie ainsi un syst�eme de produ
tion dans son mode defon
tionnement "id�eal", 
'est-�a-dire lorsqu'au
une d�efaillan
e n'a lieu.Les hypoth�eses de travail seront don
 les suivantes :� le syst�eme de produ
tion H et le syst�eme de gestion des ordres de produ
tion F peuventêtre repr�esent�es par des GET� les temporisations sont invariantes (GET stationnaires)� le syst�eme a �et�e dimensionn�e au pr�ealable (F est 
onnu)Sous 
es hypoth�eses, le syst�eme global peut être �etudi�e 
omme un syst�eme (max,+)-lin�eairestationnaire dont on sait �evaluer 
ertaines 
ara
t�eristiques telles que le transfert entr�ee-sortie.Notre obje
tif est alors d'apporter une modi�
ation au syst�eme F tout en 
onservant 
ertaines
ara
t�eristiques dynamiques du syst�eme original (en parti
ulier la qualit�e de servi
e). Commenous l'avons fait pr�e
�edemment, nous 
her
hons �a retarder ainsi le plus possible le d�e
len
hementdes ordres de produ
tion de fa�
on �a diminuer les en-
ours par rapport au syst�eme original.Les r�esultats seront illustr�es dans le 
adre de mod�eles de syst�emes Kanban et KanbanG�en�eralis�e mono-produit d�eja ren
ontr�es dans la litt�erature.



118 CHAPITRE 4. APPLICATIONS4.1.2 Etude d�eterministe de syst�emes �a 
ux tir�esDans un premier temps, nous abordons le probl�eme de mani�ere formelle. Nous 
onsid�eronstout d'abord le 
as o�u le syst�eme n'est 
onstitu�e que d'une seule 
ellule de produ
tion �a 
ux tir�esave
 un transfert entr�ee-sortie quel
onque, puis nous traitons le 
as plus g�en�eral o�u le syst�eme
omporte plusieurs �etages en s�erie.Cas mono
elluleNous rappelons que le syst�eme de produ
tion H et le syst�eme de gestion des ordres deprodu
tion F sont i
i suppos�es tous deux repr�esentables par un GET stationnaire. Nous �etudionsdans un premier temps un syst�eme ne 
omportant qu'une seule 
ellule de produ
tion. Le s
h�ema4.1 repr�esente une telle 
ellule.Le formalisme (max,+) nous permet notamment d'appr�ehender l'�etude d'un tel syst�eme d'unpoint de vue entr�ee-sortie. Dans 
et obje
tif, les transferts d'un int�erêt parti
ulier sont letransfert entre la demande Y
 et la sortie e�e
tive des pi�e
es Y et le transfert entre la demandeY
 et le sto
k de pi�e
es �nies S. Le premier transfert 
ara
t�erise la dynamique entre les demandeset la satisfa
tion de 
es demandes tandis que le se
ond 
ara
t�erise plus sp�e
ialement la fa�
ondont le sto
k de pi�e
es �nies de la 
ellule se re
onstitue.Le syst�eme de produ
tion H sera, de mani�ere g�en�erale, un syst�eme 
omportant m entr�ees etp sorties et F un syst�eme 
omportant p entr�ees et m sorties.D'apr�es la �gure 4.1, on peut �e
rire les relations suivantesY = Y
 �H(V � FY )= Y
 �HV �HFY:La r�esolution de 
ette �equation impli
ite en Y (
f. th. 1.86) 
onduit au transfertY = (HF )�Y
 � (HF )�HV: (4.1)On a �egalement les relations suivantesS = H(V � FY )Y = Y
 � Ssoit S = HV �HFY= HV �HF (Y
 � S)= HV �HFY
 �HFS:Ce
i 
onduit au transfert suivant S = (HF )+Y
 � (HF )�HV (4.2)en rappelant que (HF )+=(HF )�HF .



4.1. Syst�emes �a 
ux tir�es 119Nous 
her
hons i
i une modi�
ation du syst�eme de gestion des ordres de produ
tion F qui
onserve n�eanmoins soit le transfert (4.1), soit le transfert (4.2).On 
her
hera don
 le plus grand F̂Y tel que(HF̂Y )� = (HF )�; (4.3)ainsi que le plus grand F̂S tel que (HF̂S)+ = (HF )+: (4.4)En e�et, il faut remarquer l'impli
ation suivante(HF̂Y )� = (HF )� ) (HF̂Y )�H = (HF )�H:Par 
ons�equent, en a

ord ave
 la relation de transfert (4.1), si le syst�eme F̂Y 
onserve le transfertentre Y
 et Y (soit (HF )�), alors le syst�eme F̂Y 
onserve �egalement le transfert entre V et Y(soit (HF )�H). La seule �equation �a r�esoudre est don
 bien l'�equation (4.3). La même remarques'applique pour le transfert (4.2) et l'equation (4.4).Remarque 4.2 On remarquera �egalement que (HF̂S)+ = (HF )+ implique (HF̂S)� = (HF )�.Don
, le plus grand F̂S satisfaisant la relation (4.4) satisfait �egalement la relation (4.3) etlaisse in
hang�e le transfert (4.1). Autrement dit, le plus grand feedba
k laissant in
hang�e le
omportement de S (le sto
k de sortie), laisse �egalement in
hang�e le 
omportement de Y (lasortie). �Le probl�eme apparâ�t 
lairement 
omme un probl�eme de r�esiduation. Le r�esultat est donn�ei
i pour H et F des matri
es de Maxin ratJ
; ÆK (des matri
es rationnelles et, par 
ons�equent,r�ealisables).Proposition 4.3. Soit H 2 Maxin ratJ
; ÆKp�m et F 2 Maxin ratJ
; ÆKm�p des matri
es r�ealisables.Le plus grand F̂Y 2Maxin ratJ
; ÆKm�p r�ealisable tel que (HF̂Y )� = (HF )� est donn�e parF̂Y = Pr+(H Æn(HF )�):Le plus grand F̂S 2Maxin ratJ
; ÆKm�p r�ealisable tel que (HF̂S)+ = (HF )+ est donn�e parF̂S = Pr+(H Æn(HF )+):(o�u Æn d�esigne la r�esidu�ee �a gau
he du produit d�e�ni sur Maxin J
; ÆK).Preuve : En a

ord ave
 la remarque 2.46, on peut 
onsid�erer que le produit d�e�ni sur ledio��de des �el�ements rationnels (Maxin ratJ
; ÆK) est r�esiduable. En notant LratH :Maxin ratJ
; ÆKm�p !Maxin ratJ
; ÆKp�p;X 7! HX, on v�eri�e (LratH )℄ = Pr+ ÆL℄H o�u LH d�esigne le produit �a gau
he parH sur Maxin J
; ÆK.Rappelons que l'appli
ation K : x 7! x� est une fermeture (
f. th. 1.88) et que la restri
tionImKjK est par 
ons�equent r�esiduable (
f. proposition 1.100). Notamment, si l'appli
ation K estd�e�nie uniquement sur l'ensemble des �el�ements rationnels, 
'est �a dire Krat :Maxin ratJ
; ÆKp�p !Maxin ratJ
; ÆKp�p, on a alors naturellement(ImKratjKrat)℄ = IdjImKrat :
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ation ImKratjKrat Æ LratH est r�esiduable 
omme 
ompos�ee d'appli
ationsr�esiduables (
f. th�eor�eme 1.32 (1.11)).D'apr�es le 
orollaire 1.43, en posantf = ImKratjKrat Æ LratH = ImKratjIdjIm(KratÆLratH ) Æ Im(KratÆLratH )j(Krat Æ LratH );l'appli
ation Im(KratÆLratH )j(Krat Æ LratH ) est �egalement r�esiduable, sa r�esidu�ee �etant expli
itement�Im(KratÆLratH )j(Krat Æ LratH )�℄ = ratjPr+ Æ L℄H Æ IdjIm(KratÆLratH ): (4.5)Par hypoth�ese H et F sont des matri
es rationnelles, 
.-�a-d. (HF )� 2 Im(Krat Æ LratH ), par
ons�equent, d'apr�es (4.5) F̂Y = Pr+(H Æn(HF )�) est la plus grande solution rationnelle del'in�equation (HF̂Y )� � (HF )�: (4.6)En outre, puisque l'appli
ation Im(KratÆLratH )j(Krat Æ LratH ) est surje
tive, d'apr�es le r�esultat (1.13)du th�eor�eme 1.32, F̂Y r�ealise �egalement l'�egalit�e(HF̂Y )� = (HF )�; (4.7)
.-�a-d. la plus grande solution de l'in�equation (4.6) est solution de l'�equation (4.7).En 
onsid�erant la même d�emar
he pour la fermeture P : Maxin ratJ
; ÆKp�p !Maxin ratJ
; ÆKp�p; x 7! x+, on aboutit �a F̂S = Pr+(H Æn(HF )+) est la plus grande solution ra-tionnelle, et par 
ons�equent r�ealisable, de l'�equation(HF̂S)+ = (HF )+: 2Cas multi
elluleComme nous l'avons soulign�e dans la remarque 4.1, les syst�emes �a 
ux tir�es sont g�en�eralementd�e
oup�es en �etages de produ
tion, 
ha
un des �etages disposant de son propre syst�eme de gestion�a 
ux tir�es. Un �etage peut être 
onstitu�e d'une seule ma
hine ou bien d'un atelier 
omplet deplusieurs ma
hines.Lorsqu'un syst�eme dispose de p 
ellules de produ
tion en s�erie, 
ha
une �etant �a 
ux tir�es, lastru
ture globale du syst�eme peut être repr�esent�ee par la �gure 4.2. Les ordres de produ
tionpermettant l'entr�ee de pi�e
es brutes dans le syst�eme, ainsi que l'entr�ee dans 
ha
un des �etages deprodu
tion, ne proviennent plus dire
tement de la 
onsommation de pi�e
es (Y ). L'informationremonte d'�etage en �etage par l'interm�ediaire des feedba
ks Fi.Le transfert global d'une ligne �a 
ux tir�es d�epend don
 de 
ha
un des Fi. Les syst�emes Hiet Fi sont suppos�es tels que le nombre de sorties de Hi soit �egal au nombre d'entr�ees de Fi, lenombre d'entr�ees de Hi soit �egal au nombre de sorties de Fi et le nombre de sorties de Hi soit�egal au nombre d'entr�ees de Hi+1.
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Figure 4.2 : Stru
ture d'un syst�eme �a 
ux tir�e 
omportant plusieurs �etages en s�erieProposition 4.4. Pour une ligne �a 
ux tir�es 
omportant p 
ellules en s�erie, les transferts re-latifs �a Sp (le sto
k de pi�e
es �nies de la ligne) et Y sontY = (�pFp)�Y
 � (�pFp)��pV (4.8)Sp = (�pFp)+Y
 � (�pFp)��pV (4.9)o�u �p et �p sont donn�es par la r�e
urren
e suivante�i+1 = Hi+1(�iFi)�; �i+1 = �i+1�i et �1 = �1 = H1: (4.10)Preuve : Les notations utilis�ees i
i sont donn�ees sur la �gure 4.2; Ui 
orrespond �a l'entr�ee dansla 
ellule i, Si 
orrespond �a l'entr�ee dans le sto
k de pi�e
es �nies de la 
ellule i et Ei 
orrespond�a l'autorisation d'entrer dans la 
ellule i+ 1.Supposons qu'il existe �i et �i tels que l'on puisse �e
rire( Ui+1 = (�iFi)�Ei � (�iFi)��iVSi = (�iFi)+Ei � (�iFi)��iV (4.11)alors, puisque Ei = Fi+1Ui+2, on aUi+1 = (�iFi)�(Fi+1Ui+2)� (�iFi)��iV:En outre, Ui+2 = Hi+1Ui+1 �Ei+1, 
e qui 
onduit �aUi+2 = Hi+1(�iFi)�Fi+1Ui+2 �Hi+1(�iFi)��iV �Ei+1:La r�esolution de 
ette �equation impli
ite (
f. th�eor�eme 1.86) en Ui+2 
onduit �a la plus petitesolution suivanteUi+2 = (Hi+1(�iFi)�Fi+1)�Ei+1 � (Hi+1(�iFi)�Fi+1)�Hi+1(�iFi)��iV: (4.12)D'autre part, Ei = Fi+1Ui+2 = Fi+1(Si+1�Ei+1), don
, en partant de (4.11), on obtient toutd'abord Ui+1 = (�iFi)� (Fi+1(Si+1 �Ei+1))� (�iFi)��iV;et, puisque Si+1 = Hi+1Ui+1, on a �egalementSi+1 = Hi+1(�iFi)� (Fi+1(Si+1 �Ei+1))�Hi+1(�iFi)��iV:



122 CHAPITRE 4. APPLICATIONSApr�es r�esolution de l'�equation impli
ite en Si+1 on obtientSi+1 = (Hi+1(�iFi)�Fi+1)+Ei+1 � (Hi+1(�iFi)�Fi+1)�Hi+1(�iFi)��iV: (4.13)Si l'on peut �e
rire les expressions (4.11), alors on peut �egalement �e
rire( Ui+2 = (�i+1Fi+1)�Ei+1 � (�i+1Fi+1)��i+1VSi+1 = (�i+1Fi+1)+Ei+1 � (�i+1Fi+1)��i+1V (4.14)en posant �i+1 = Hi+1(�iFi)� et �i+1 = �i+1�i.Au rang i = 1, la relation (4.11) est v�eri��ee pour �1 = �1 = H1. Les expressions de Sp et Ysont don
 obtenues pour i = p en remarquant que Up+1 = Y et Ep = Y
. 2Proposition 4.5. Le transfert (4.8) reste in
hang�e lorsque l'on rempla
e 
ha
un des feedba
ksFi par F̂iY = Pr+(�i Æn(�iFi)�):Le transfert (4.9) reste in
hang�e lorsque l'on rempla
e 
ha
un des feedba
ks Fi parF̂iS = Pr+(�i Æn(�iFi)+);o�u �i est donn�e par la r�e
urren
e (4.10).De plus, F̂iY � F̂iS � Fi pour tout i.Preuve : Les transferts (4.8) et (4.9) s'expriment grâ
e �a la r�e
urren
e (4.10). Or, on a vu quel'�equation (�iF̂iY )� = (�iFi)�admet F̂iY = Pr+(�i Æn(�iFi)�) 
omme plus grande solution r�ealisable. En rempla�
ant 
ha
undes Fi par F̂iY on v�eri�e don
 pour tout i que Hi+1(�iF̂iY )� = Hi+1(�iFi)�, 
'est-�a-dire que lar�e
urren
e (4.10) n'est pas modi��ee et par 
ons�equent le transfert (4.8) non plus.De la même mani�ere, F̂iS = Pr+(�i Æn(�iFi)+) est la plus grande solution r�ealisable del'�equation (�iF̂iS )+ = (�iFi)+:En rempla�
ant Fi par F̂iS , on laisse don
 �egalement in
hang�ee la r�e
urren
e (4.10)5, le transfert(4.9) ainsi que la fa�
on dont se re
onstitue le sto
k Si en fon
tion des ordres de produ
tion Eiprovenant de la 
ellule amont, et 
e pour 
haque 
ellule i (l'expression (4.11) montre en e�etque pour 
haque 
ellule i on a Si = (�iFi)+Ei � (�iFi)��iV ).En�n, (�iFi)+ = �iFi(�iFi)�. Don
 d'apr�es (1.42), �i Æn(�iFi)+ � Fi(�iFi)� � Fi. De plus,puisque (�iFi)� � (�iFi)+, on a tout d'abord par l'isotonie de L℄�i�i Æn(�iFi)� � �i Æn(�iFi)+ � Fiet, �nalement, puisque l'appli
ation Pr+ est isotone et que Fi est suppos�e r�ealisable (don
 
ausal),
'est-�a-dire Pr+(Fi) = Fi, on v�eri�e don
Pr+(�i Æn(�iFi)�) � Pr+(�i Æn(�iFi)+) � Pr+(Fi) = Fi5il suÆt de remarquer (�iF̂iS )+ = (�iFi)+ ) (�iF̂iS )� = (�iFi)�
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ux tir�es 123soit F̂iY � F̂iS � Fi: 2Remarque 4.6 Nous tenons �a insister sur le fait que les modi�
ations des syst�emes Fi propos�eespr�e
�edemment ne sont pas n�e
essairement optimales au sens du p-uplet (F̂1Y ; : : : ; F̂pY ), 
'est-�a-dire qu'en adoptant 
ette appro
he, on ne peut pas garantir qu'il n'existe pas un autre p-upletplus grand que (F̂1Y ; : : : ; F̂pY ) 
onservant �egalement le transfert (4.8) ou le transfert (4.9). Enrevan
he, par 
onstru
tion, on sait que (F̂1Y ; : : : ; F̂pY ) � (F1; : : : ; Fp). Il faut don
 voir 
elaseulement 
omme une "am�elioration" possible du syst�eme, sans que 
ette modi�
ation ait un
rit�ere d'optimalit�e globale. �Les r�esultats pr�e
�edents sont v�eri��es dans le 
as o�u 
ha
un des �etages de produ
tionHi est unsyst�eme multi-entr�ees multi-sorties. Lorsque les �etages sont mono-entr�ee mono-sortie on obtientle r�esultat suivant.Proposition 4.7. Lorsque les 
ellules de produ
tion sont mono-entr�ee mono-sortie de transfertshi 2 Maxin ratJ
; ÆK alors le transfert entre y
 et y reste in
hang�e en rempla�
ant 
ha
un desfi 2Maxin ratJ
; ÆK par f̂i = Pr+(hi Æn(hifi)+):Preuve : Lorsque 
ha
une des 
ellules est mono-entr�ee mono-sortie, leurs transferts sont dess�eries de Maxin J
; ÆK. Par 
ons�equent, le produit 
ommute. On a alors, en a

ord ave
 (4.8) et lar�e
urren
e (4.10), en faisant abstra
tion du transfert entre v et yy = (hp(hp�1(: : : (h2(h1f1)�f2)� : : : )�fp�1)�fp)�y
= (hpfp(hp�1fp�1(: : : (h2f2(h1f1)�)� : : : )�)�)�y
:On peut donner une autre expression de 
e transfert en remarquant que (ab�)� = e�a(a� b)� =e� a(a�b�) = e� a+b� = e� a+(e� b+) = e� a+ � a+b+ (voir th�eor�eme 1.88) .Pour �xer les id�ees, pour p = 3, on peut par exemple r�e�e
rire le transfert entre y
 et yy = (h3f3(h2f2(h1f1)�)�)�y
= (h3f3(e� (h2f2)+ � (h1f1)+(h2f2)+))�y
= [e� (h3f3)+ � (h3f3)+(h2f2)+ � (h3f3)+(h2f2)+(h1f1)+℄y
:En g�en�eralisant, pour tout p le transfert entre y
 et y est de la formey = "e� (hpfp)+ � (hpfp)+(hp�1fp�1)+ � : : :� pOi=1 (hifi)+# y
:En posant f̂i = Pr+(hi Æn(hifi)+), on a vu pr�e
�edemment que f̂i v�eri�e l'�egalit�e (hif̂i)+ =(hifi)+ (
'est le plus grand �el�ement r�ealisable v�eri�ant l'�egalit�e). Par 
ons�equent, on v�eri�e�egalement l'�egalit�ey = "e� (hpfp)+ � (hpfp)+(hp�1fp�1)+ � : : :� pOi=1 (hifi)+# y
= "e� (hpf̂p)+ � (hpf̂p)+(hp�1f̂p�1)+ � : : :� pOi=1 (hif̂i)+# y
:
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ations des syst�emes Fi (dans le 
as multi-entr�ees multi-sorties)donn�ees par la proposition 4.5 impliquent que 
haque syst�eme r�ealisable F̂iY ou F̂iS soit 
al
ul�e�a partir du transfert d'une partie de la ligne, voire de toute la ligne pour le 
al
ul de F̂pY et F̂pS .Dans le 
as de 
ellules mono-entr�ee mono-sortie, la proposition 4.7 montre qu'il est possibled'apporter une modi�
ation �a la ligne de produ
tion en �etudiant 
haque 
ellule en isolation.Dans le 
as de syst�emes de grande taille, 
ette modi�
ation s'obtient plus fa
ilement. �4.1.3 Modi�
ation de lignes Kanban et Kanban G�en�eralis�eNous illustrons les r�esultats des propositions 4.5 et 4.7 sur deux types de gestion �a 
uxtir�es : la gestion Kanban et la gestion Kanban G�en�eralis�e6. Nous donnerons, pour 
ha
unedes m�ethodes, une expli
ation de la gestion des ordres de produ
tion pour 
haque �etage puisd�e
rirons le mod�ele de type GET 
orrespondant. Les mod�eles donn�es i
i7 sont issus de la th�esede Di Mas
olo [Di Mas
olo, 1990℄ et sont �egalement repris dans [Chaouiya and Dallery, 1997℄.Le KanbanCette te
hnique de gestion de produ
tion est apparue au Japon dans les ann�ees 60. Elle futnotamment appliqu�ee dans les usines Toyota. Comme nous le disions en introdu
tion, la mise enoeuvre de 
e type de gestion est tr�es simple. Nous d�e
rivons rapidement les prin
ipes de 
ettem�ethode.Chaque 
ellule de produ
tion dispose d'un tableau 
ontenant des kanbans (kanban signi�e�etiquette en japonais). Lorsque la 
ellule i dispose d'un kanban libre pr�esent sur le tableau etqu'une pi�e
e brute est disponible dans la 
ellule amont (la 
ellule i � 1), le kanban et la pi�e
es'asso
ient pour entrer en produ
tion dans la 
ellule i. Le kanban ne sera rendu disponible(
-�a-d �gurera sur le tableau de kanbans libres) qu'au moment o�u la 
ellule aval (la 
ellule i+1)
onsommera la pi�e
e qui lui est asso
i�ee.Remarque 4.9 Les kanbans d�e
rits pr�e
�edemment peuvent être de r�eelles "marques" physiquestelles que des 
artes, des badges, des bordereaux, ou peuvent être r�ealis�es par le biais d'unsyst�eme informatis�e 
apable de g�erer les autorisations ou les interdi
tions d'a

�es dans 
haque
ellule de produ
tion. �Lorsqu'une 
ellule de produ
tion mono-produit num�erot�ee i dispose de ni ma
hines de 
a-pa
it�e �egale �a 1 et 
apables de travailler en parall�ele, 
ha
une de 
es ma
hines ayant un temps de
y
le de ti unit�es de temps, alors le syst�eme de produ
tion muni du syst�eme de gestion kanbanpeut être repr�esent�e par le GET de la �gure 4.3.Il est fa
ile d'identi�er, �a partir du mod�ele de la �gure 4.3, le transfert de la 
ellule deprodu
tion num�ero i, not�e hi, et le transfert du syst�eme de gestion not�e fi de 
ette 
ellule. On6notons que d'autres m�ethodes de gestion �a 
ux tir�es, 
omme le Kanban Etendu[Dallery and Liberopoulos, 1995℄, pourraient �egalement faire l'objet de 
e genre d'�etudes7le mod�ele du Kanban a �egalement �et�e repris dans la th�ese de St�ephane Gaubert [Gaubert, 1992℄
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Figure 4.3 : Mod�ele graphe d'�ev�enements temporis�e d'une 
ellule de produ
tion mono-produitg�er�ee en Kanbana, pour 
e mod�ele, hi = Æti(
niÆti)�fi = 
Ki :La proposition 4.7 nous indique que le transfert global de la ligne reste in
hang�e en rempla�
ant
ha
un des fi par le feedba
k r�ealisable suivantf̂i = Pr+(hi Æn(hifi)+):On obtient don
 i
i l'expression suivante des f̂i:f̂i = Pr+ �(Æti(
niÆti)�) Æn(
KiÆti(
niÆti)�)+� :L'�el�ement hi Æn(hifi)+ s'�e
rit de la mani�ere suivantehi Æn(hifi)+ = (Æti(
niÆti)�) Æn(
KiÆti(
niÆti)�)+= (Æti(
niÆti)�) Æn �
KiÆti(
KiÆti � 
niÆti)�� ( d'apr�es (1.30))= (Æti(
niÆti)�) Æn h
KiÆti(
min(Ki;ni)Æti)�i : (4.15)Si, pour 
haque 
ellule, on suppose qu'il y a plus de kanbans (Ki) que de ma
hines (ni), alorson peut simpli�er l'expression pr�e
�edente de la fa�
on suivantehi Æn(hifi)+ = (Æti(
niÆti)�) Æn(
KiÆti(
niÆti)�)= Æti Æn �(
niÆti)� Æn(
KiÆti(
niÆti)�)� (d'apr�es (1.49))= (
niÆti)� Æn[Æ�ti(
KiÆti(
niÆti)�)℄ (d'apr�es (1.51))= 
Ki(
niÆti)� (d'apr�es (1.53)):Remarque 4.10 Notons que si Ki < ni, alors le taux de produ
tion de la 
ellule de produ
tionnum�ero i est d�egrad�e par rapport au taux de produ
tion de la 
ellule sans le syst�eme Kanban(
f. relation (4.15)). Par 
ons�equent, le nombre de kanbans allou�es �a une 
ellule de produ
tion
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Figure 4.4 : Modi�
ation de la politique de gestion Kanban mono-produit laissant in
hang�ele transfert entre la demande (y
) et la sortie des pi�e
es (y)est g�en�eralement sup�erieur au nombre de ma
hines; l'hypoth�ese Ki � ni n'est don
 pas tr�esrestri
tive. �Puisque l'�el�ement 
Ki(
niÆti)� est 
ausal (Ki, ni et ti sont positifs), on v�eri�ePr+(hi Æn(hifi)+) = hi Æn(hifi)+. Une modi�
ation possible des feedba
ks fi, pr�eservantn�eanmoins le même transfert entre y et y
 pour la ligne modi��ee, s'exprime de la mani�eresuivante f̂i = 
Ki(
niÆti)�:Sous l'hypoth�ese que 
haque 
ellule de produ
tion dispose de plus de kanbans que de ma
hines,la politique de gestion en Kanban peut être modi��ee 
onform�ement �a la �gure 4.4 sans que letransfert entre y
 et y ne soit modi��e.Remarque 4.11 La politique de gestion �a 
ux tir�es f̂i obtenue par 
al
ul en rempla
ement dusyst�eme de gestion Kanban 
lassique est �evidemment moins fa
ile �a mettre en oeuvre ave
 des�etiquettes physiques (badges, bordereaux : : : ) puisque le feedba
k f̂i poss�ede une dynamique(max,+)-lin�eaire que n'a pas le feedba
k du Kanban 
lassique. En revan
he, l'impl�ementationinformatique en est relativement simple puisque la dynamique du syst�eme f̂i peut être fa
ilementr�ealis�ee par une r�e
urren
e (max,+). �Exemple 4.12 (Syst�eme Kanban 2 
ellules) Nous illustrons i
i les r�esultats pr�e
�edents parune simulation sur un syst�eme Kanban 
omportant deux 
ellules de produ
tion en s�erie.Nous 
omparons le 
omportement de 
ette ligne g�er�ee en kanban de fa�
on 
lassique ave
 lamême ligne pour laquelle les syst�emes f1 et f2 ont �et�e rempla
�es respe
tivement par f̂1 et f̂2 o�uf̂i = 
Ki(
niÆti)�(i = 1; 2) (�gure 4.5).Pour r�ealiser 
ette simulation, nous avons 
hoisi les 
ara
t�eristiques suivantes : n1 = 2; t1 =3;K1 = 4, n2 = 3; t2 = 4;K2 = 5.La 
onsigne appliqu�ee aux deux syst�emes est donn�ee sous forme d'un polynôme deMaxin J
; ÆK :y
 = e� 
5Æ4 � 
8Æ8 � 
12Æ12 � 
14Æ15 � 
16Æ20 � 
17Æ+1:Nous rappelons que l'information 
od�ee par 
et �el�ement deMaxin J
; ÆK est la suivante : les pi�e
es0 �a 4 sont demand�ees �a l'instant 0, les pi�e
es 5 �a 7 �a l'instant 4, ..., la pi�e
e 17 �a l'instant +1
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Figure 4.5 : Syst�eme Kanban 
lassique et syst�eme dont la gestion des kanbans est modi��ee.(jamais).Remarque 4.13 On verra qu'il n'est pas i
i n�e
essaire d'appliquer une traje
toire de 
onsigney
 plus longue pour mettre en �eviden
e l'in
uen
e des syst�emes f̂1 et f̂2 sur la ligne. �Nous obtenons alors les r�esultats suivants.
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Figure 4.6 : Comparaison de la sortie y (pointill�es) par rapport �a la demande de pi�e
es �niesy
 (trait plein)La �gure 4.6 repr�esente la 
onsigne y
 (trait plein) et la sortie e�e
tive y pour les deuxsyst�emes (pointill�es). Nous rappelons que les deux syst�emes ont le même transfert entre y
et y. Cette 
onsigne �etant l�eg�erement 
ontraignante pour les deux syst�emes, la sortie ne peutrespe
ter l'obje
tif de 
onsigne, 
'est �a dire que la demande 
lient y
 est satisfaite ave
 un retardpour les pi�e
es 11,13,14 et 15.La �gure 4.7 repr�esente le tir de la transition u2, 
'est �a dire l'entr�ee dans la deuxi�eme 
elluledans le 
adre du Kanban 
lassique ou apr�es modi�
ation du syst�eme de gestion des kanbans.
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Figure 4.7 : Comparaison de la traje
toire de tir de la transition u2 (entr�ee dans la se
onde
ellule) entre le Kanban 
lassique (trait plein) et le syst�eme muni de feedba
ks f̂i (pointill�es)
L'a
tion du syst�eme f̂2 est i
i tr�es 
laire puisque les pi�e
es sont introduites plus tardivementdans la se
onde 
ellule.
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Figure 4.8 : Comparaison de la traje
toire de tir de la transition u1 (lan
ements en produ
tion)dans la 
as du Kanban 
lassique (trait plein) et apr�es modi�
ation des syst�emes fiEn�n, la �gure 4.8 repr�esente la traje
toire d'entr�ee dans la premi�ere 
ellule (
.-�a-d. , l'entr�eede la mati�ere premi�ere) pour le syst�eme kanban 
lassique (trait plein) et pour la ligne dontles syst�emes de gestion sont modi��es (pointill�e). Il est en
ore plus 
agrant i
i que l'entr�ee demati�ere premi�ere est retard�ee par l'a
tion 
onjointe des syst�emes f̂1 et f̂2.En r�esum�e, la qualit�e de servi
e des 
lients est 
onserv�ee bien que les pi�e
es entrent plustardivement dans les 
ellules. �Remarque 4.14 Nous n'avons illustr�e pr�e
�edemment que la modi�
ation sugg�er�ee par laproposition 4.7. On peut �egalement 
al
uler les syst�emes f̂iy donn�es par la proposition 4.5.Dans 
e dernier 
as, on obtient l'expression suivante des syst�emes f̂iyf̂1y = Pr+(h1 Æn(h1f1)�)f̂2y = Pr+((h2(h1f1)�)) Æn(h2(h1f1)�f2)�):
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ux tir�es 129Num�eriquement, pour la ligne trait�ee dans l'exemple 4.12, on obtientf̂1y = 
4(
2Æ3)�f̂2y = 
5Æ0 � 
8Æ4 � 
11Æ8 � 
13Æ9 � 
14Æ12 � 
16Æ13 � 
17Æ16 � 
19Æ18 � 
20Æ20�(
21Æ21 � 
22Æ22)(
2Æ3)�Le syst�eme f̂2y est alors plus grand que 
elui obtenu dans l'exemple 4.12 puisque son 
al
ulprend en 
ompte la totalit�e du transfert de la ligne. Notamment, puisque le transfert de la
ellule 1 est pris en 
ompte, il apparâ�t que le syst�eme f̂2 peut avoir un transfert p�eriodique depente ultime �1(f̂2y) = 2=3 sans que le transfert total du syst�eme ne soit d�egrad�e. �Le Kanban G�en�eralis�eLe syst�eme Kanban G�en�eralis�e peut être vu 
omme une extension du syst�eme Kanban, ils'agit �egalement d'un syst�eme de gestion bas�e sur l'utilisation d'�etiquettes. A la di��eren
e dusyst�eme Kanban 
lassique, dans le syst�eme Kanban G�en�eralis�e, les �etiquettes sont d�eta
h�ees despi�e
es d�es que 
es derni�eres sont termin�ees, et non lorsqu'elles sont 
onsomm�ees par la 
ellulesuivante. La 
ellule i dispose don
 d'un sto
k de pi�e
es �nies (Si pi�e
es initialement) et d'unsto
k de kanbans (Ki initialement) pouvant être de tailles di��erentes.Le prin
ipe de fon
tionnement est le suivant. Une demande parvenant �a la 
ellule i (provenantde la 
ellule i+1) est s�epar�ee en un kanban et une demande: le kanban va être asso
i�e �a une pi�e
e�nie du sto
k de pi�e
es �nies de la 
ellule i et permettra ainsi son passage dans la 
ellule i+ 1,et la demande va être asso
i�ee �a un kanban de la maille i et permettra son retour vers la maillei � 1. Si au
un kanban ou au
une pi�e
e �nie n'est disponible lors d'une demande, les requêtessont mises en attente. Le mod�ele de type GET d'une 
ellule de produ
tion g�er�ee en KanbanG�en�eralis�e est donn�e �gure 4.9. Il s'agit du mod�ele du syst�eme �a l'�etat relax�e, lorsqu'au
unedemande n'a eu lieu depuis un temps suÆsamment long : les sto
ks de kanbans et de produits�nis sont �a leur niveau maximal. Il faut remarquer que si Ki > Si 
ertaines demandes provenantde la 
ellule i+ 1 peuvent être �a l'origine d'ordres de produ
tion (pour la 
ellule i) sans que la
ellule i ne dispose de pi�e
es �nies disponibles. Ce
i n'est pas possible dans le 
as du Kanban
lassique. Notamment, le syst�eme Kanban G�en�eralis�e est vivant même pour Si = 0.Pour 
e syst�eme �a 
ux tir�e, il est plus diÆ
ile d'identi�er les syst�emes Hi et Fi, 
'est-�a-dire lemod�ele du syst�eme de fabri
ation et le mod�ele du syst�eme de gestion des ordres de produ
tion.Une fa�
on de repr�esenter les �etages de 
e syst�eme de produ
tion est de 
onsid�erer que 
haque�etage est de type deux entr�ees deux sorties 
omme pr�esent�e �gure 4.10 ave
 Ui = (u(i;1) u(i;2))T .Le transfert du pro
essus de produ
tion de la 
ellule i est donn�e par la relationHi =  " 
KiÆti(
niÆti)�" 
SiÆti(
niÆti)�! :Le syst�eme de gestion des ordres de fabri
ation Fi (repr�esent�e en gris�e sur la �gure 4.10) estlui-même un syst�eme multi-entr�ees multi-sorties repr�esent�e par le transfert suivantFi =  e "e "! :
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t i

n i

K i

S i

K i - 1

S i - 1

 k a n b a n s

 p i è c e s  f i n i e s

d e m a n d e s

Figure 4.9 : Mod�ele GET d'une 
ellule de produ
tion mono-produit g�er�ee en KanbanG�en�eralis�e

t i

n i

K i

S i

u ( i , 1 )

u ( i , 2 )

u ( i + 1 , 1 )

u ( i + 1 , 2 )Figure 4.10 : D�e
omposition d'une 
ellule de produ
tion mono-produit g�er�ee en KanbanG�en�eralis�e



4.1. Syst�emes �a 
ux tir�es 131
3

2

4

3
u ( 1 , 2 )v u ( 2 , 2 )

u ( 2 , 1 )

3

2

4

3
y
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u ( 3 , 2 )Figure 4.11 : Syst�eme Kanban G�en�eralis�e deux 
ellules
Connaissant 
ette d�e
omposition des �etages d'un syst�eme Kanban G�en�eralis�e, on peutd�esormais appliquer le r�esultat de la proposition 4.5 dans l'exemple suivant.Exemple 4.15 (Syst�eme Kanban G�en�eralis�e �a deux 
ellules en s�erie) Nous illustronsle r�esultat de la proposition 4.5 sur un syst�eme Kanban G�en�eralis�e �a deux 
ellules. Comme 
elaest pr�esent�e pr�e
�edemment, on peut 
onsid�erer 
haque �etage 
omme un syst�eme multi-entr�eesmulti-sorties.Dans 
et exemple nous avons 
hoisi deux �etages identiques (dans le sou
i de simpli�er lesd�eveloppements num�eriques). Leurs 
ara
t�eristiques sont K1 = K2 = 4, S1 = S2 = 3, n1 =n2 = 2 et t1 = t2 = 3.Les transferts Hi et Fi pour 
e syst�eme sontH1 =  
4Æ3(
2Æ3)�
3Æ3(
2Æ3)�! ; F1 = �e "� ;H1 =  " 
4Æ3(
2Æ3)�" 
3Æ3(
2Æ3)�! ; F2 =  e "e "!On remarque par ailleurs que le mod�ele de la premi�ere 
ellule di��ere de 
elui des autres
ellules.La proposition 4.5 indique que le transfert entre y
 et y reste in
hang�e en rempla�
ant F1 etF2 (en gris�e sur la �gure 4.11) par F̂1 et F̂2 donn�es parF̂1 = Pr+(H1 Æn(H1F1)�) et F̂2 = Pr+(H2(H1F1)�) Æn(H2(H1F1)�F2)�:Sans d�evelopper plus les 
al
uls, on obtient i
iF̂1 = �
2Æ3 "� et F̂2 =  e� 
1Æ3(
2Æ3)� "(
2Æ3)� "! :Une r�ealisation de 
es feedba
ks est donn�ee �gure 4.12 (en trait �epais gris�e).La �gure 4.13 donne les traje
toires de tir 
orrespondant �a une même demande appliqu�eeaux deux syst�emes d�e
rits �gure 4.11 et �gure 4.12. La sortie des deux syst�emes est identique,mais il apparâ�t 
lairement que les lan
ements en produ
tion pour le syst�eme d�e
rit �gure 4.12(Kanban G�en�eralis�e modi��e) ont lieu plus tardivement que pour le Kanban G�en�eralis�e 
lassique.�
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Figure 4.12 : Syst�eme Kanban G�en�eralis�e deux 
ellules dont la gestion est modi��ee4.1.4 Con
lusionDans 
ette premi�ere partie, nous nous sommes int�eress�es �a 
ertaines politiques de gestion �a
ux tir�es pour lesquelles les ordres de fabri
ation de 
ha
un des �etages d'un syst�eme de produ
-tion sont g�en�er�es par l'interm�ediaire d'un feedba
k reliant la sortie �a l'entr�ee de l'�etage de produ
-tion. Lorsque les �etages de produ
tion sont repr�esentables par des GET stationnaires (
.-�a-d. �atemporisations �xes), nous avons montr�e que la politique de gestion existante (repr�esent�ee par unensemble de feedba
ks sur le GET) peut être modi��ee, dans l'obje
tif de diminuer les en-
ours,sans que la qualit�e de servi
e du syst�eme ne soit alt�er�ee par 
ette modi�
ation.La modi�
ation de la politique de gestion est 
al
ul�ee �a partir du mod�ele GET de la lignede produ
tion et du mod�ele de la gestion existante. Il faut don
 
omprendre que la d�emar
hepropos�ee i
i vise essentiellement �a faire �evoluer des m�ethodes de gestion �a 
ux tir�es existanteset non �a en 
r�eer de nouvelles.Pour le syst�eme Kanban, la politique de gestion obtenue par 
ette m�ethode 
orrespond enquelque sorte �a un Kanban "Dynamique" dans le sens o�u la remise en 
ir
ulation des kan-bans lib�er�es par une 
ellule est "�ltr�ee" par une r�e
urren
e (max,+). Dans le 
as de syst�emesd�eterministes (GET stationnaires), la pr�esen
e de la dynamique (max,+) sur le retour des kan-bans de la sortie vers l'entr�ee d'une 
ellule 
onduit au �nal �a une diminution des en-
ours dela ligne pour une qualit�e de servi
e �equivalente �a 
elle du Kanban 
lassique. Qualitativement,on peut ajouter que la r�edu
tion des en-
ours du syst�eme Kanban Dynamique par rapport auKanban 
lassique est d'autant plus importante que la demande est forte.Notons que 
ette appro
he repose sur une mod�elisation par un GET stationnaire. Or, unsyst�eme de produ
tion est l'objet d'al�eas qui induisent des 
u
tuations des temps de servi
e.En guise de perspe
tives pour 
e travail, il serait don
 int�eressant d'e�e
tuer une 
omparaisondes performan
es du Kanban Dynamique par rapport au Kanban Classique dans un 
ontextesto
hastique, 
'est-�a-dire lorsque le GET utilis�e pour repr�esenter le syst�eme de produ
tion eststo
hastique : les temps de traitement des ma
hines sont alors des variables al�eatoires. Une telle�etude aurait pour obje
tif de quanti�er la "robustesse" des 
orre
teurs propos�es.En pr�ealable �a 
ette �etude il est n�e
essaire d'e�e
tuer un 
hoix de mod�ele 
onduisant �ala synth�ese de la gestion modi��ee. Nous proposons dans l'annexe C une premi�ere r�eponse



4.1. Syst�emes �a 
ux tir�es 133

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0
0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

3 5

4 0

4 5

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0
0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

3 5

4 0

4 5

y c

y

l a n c e m e n t s  e n  p r o d u c t i o n
p o u r  l e  K a n b a n  G é n é r a l i s é  c l a s s i q u e

l a n c e m e n t s  e n  p r o d u c t i o n
p o u r  l e  K a n b a n  G é n é r a l i s é  

d o n t  o n  a  m o d i f i é  l e s
f e e d b a c k s  

d e m a n d e

s o r t i e  d e s  p i è c e s  f i n i e s

d a t e s

é v é n e m e n t s

é v é n e m e n t s

d a t e s

Figure 4.13 : Comparaison des traje
toires de tir des transitions d'entr�ee du Kanban G�en�eralis�e
lassique et du Kanban G�en�eralis�e dont on a modi��e les feedba
ks
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e probl�eme. L'id�ee prin
ipale est de retenir 
omme mod�ele du syst�eme, 
elui qui o�re le
omportement le plus rapide. Ce 
hoix repose sur l'hypoth�ese qu'une temporisation asso
i�ee �aune pla
e peut se d�e
omposer 
omme suit :ti = timin +�ti;o�u la valeur timin repr�esente une dur�ee de traitement in
ompressible et �ti un d�elai qui permetde prendre en 
ompte les al�eas du syst�eme (d�efaillan
es, 
hangement d'outils : : : ).Les r�esultats et 
on
lusions obtenus pour l'exemple trait�e sont les suivants :- pour tous les niveaux de demande et toutes les valeurs de �ti simul�ees, la qualit�e de servi
edes deux syst�emes est identique : pour une même demande, les sorties e�e
tives des pi�e
essont identiques.- la r�edu
tion des en-
ours8, du Kanban Dynamique par rapport au Kanban 
lassique, estd'autant plus importante que le niveau de la demande est �elev�e et que les variations destemporisations sont faibles par rapport aux temporisations minimales timin.Il reste sans nul doute �a �etendre 
ette �etude a�n de d�e�nir pour quelle 
lasse de syst�emes lasynth�ese de 
orre
teur d�eterministe reste valide.4.2 Stabilisation de graphes d'�ev�enements temporis�es4.2.1 Introdu
tionNous avons vu au 
hapitre 2 que l'a

umulation "possible" (pas n�e
essairement e�e
tive)de jetons dans un RdP (ou non bornitude) peut être vue 
omme un ph�enom�ene d'instabilit�edu mod�ele. Dans le 
adre de l'�etude de syst�emes manufa
turiers, l'instabilit�e du mod�ele est�egalement synonyme d'une possible "explosion" de la taille des sto
ks internes du syst�ememod�elis�e. Il est don
 
lair que savoir v�eri�er si un mod�ele est stable ou, mieux en
ore, savoir lestabiliser, 
onstitue un enjeu important, notamment dans la phase de 
on
eption ou de valida-tion d'un syst�eme. Nous �etudions i
i 
ette propri�et�e en nous restreignant aux mod�eles de typeGET.Pour les GET, la stabilit�e est une propri�et�e li�ee aux 
ara
t�eristiques stru
turelles du mod�ele.En e�et, on se rappelle que le nombre de jetons d'un 
ir
uit d'un GET est invariant. Aussi, il estsuÆsant que le GET soit fortement 
onnexe pour qu'il soit stable. Le probl�eme de stabilisationde GET est par 
ons�equent souvent reli�e au probl�eme de synth�ese de feedba
k de sortie dans lalitt�erature .I
i, nous traitons le probl�eme de stabilisation 
omme une appli
ation des stru
tures de 
om-mande pr�esent�ees dans le 
hapitre 3. Nous montrons que la stabilit�e d'un mod�ele peut êtreatteinte non seulement par l'ajout de 
orre
teurs en feedba
k de sortie, 
omme 
ela a �et�epropos�e dans [Cohen et al., 1984℄,[Max Plus, 1991b℄,[Ba

elli et al., 1992℄, mais �egalement parpr�e
ompensation.8nous avons surtout �evalu�e la diminution du temps s�ejour moyen
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ette notion, tout d'abord introduire quelques d�e�nitions et hy-poth�eses sur la stru
ture des GET �etudi�es.Hypoth�eses stru
turelles Les GET 
onsid�er�es par la suite 
omporteront m transitionsd'entr�ee ui (i = 1; : : : ;m), p transitions de sortie yj (j = 1; : : : ; p) et q transitions internesnot�ees xl (l = 1; : : : ; q). Ils seront suppos�es tels que toute pla
e en aval (resp. en amont) d'unetransition d'entr�ee (resp. de sortie) ait un marquage initial nul et une temporisation nulle. Ilsseront de plus suppos�es stru
turellement 
ommandables et observables. Cette d�e�nition provientde la r�ef�eren
e [Cohen et al., 1984℄ et est reprise dans [Ba

elli et al., 1992℄.D�e�nition 4.16 (Commandabilit�e et observabillit�e stru
turelle) Un GET est dit stru
-turellement 
ommandable (resp. observable) si pour toute transition interne xl il existe un
hemin depuis au moins une entr�ee ui (resp. vers au moins une sortie yj).En�n, les GET 
onsid�er�es seront suppos�es 
onnexes (voir d�e�nition dans l'annexe A), 
'est-�a-dire tels qu'on ne puisse pas les d�e
omposer en "sous-graphes" d'�ev�enements temporis�es to-talement ind�ependants. Dit autrement, si l'on fait abstra
tion du sens des ar
s du GET, pourtout 
ouple de transitions du GET (xi; xj), il existe un 
hemin de xi �a xj.Sous 
es hypoth�eses, la stabilit�e 
on
erne essentiellement le sous-graphe interne dont onrappelle maintenant la d�e�nition.D�e�nition 4.17 (Sous-graphe interne) Nous appellerons sous-graphe interne le graphed'�ev�enements temporis�e obtenu en supprimant toutes les transitions ui (i = 1; : : : ;m) et yj(j = 1; : : : ; p) ainsi que tout ar
 entre 
es transitions et une transition xl (l = 1; : : : ; q). Lespla
es du sous-graphe interne seront appel�ees pla
es internes.D�e�nition 4.18 (Stabilit�e interne) Un GET est dit stable si le marquage de son sous-grapheinterne (
-�a-d de ses pla
es internes) reste born�e pour toute s�equen
e de tir des transitionsd'entr�ee.Remarque 4.19 On laissera au le
teur se 
onvain
re du fait que le marquage des pla
es enaval des transitions d'entr�ee ne peut pas être born�e, 
'est pourquoi la stabilit�e ne 
on
erne quele sous-graphe interne. �Nous suivrons le plan suivant. Nous rappellerons tout d'abord les outils alg�ebriques permet-tant de traiter les probl�emes de stabilit�e des GET. Ces r�esultats ont �et�e fournis par l'�equipeMax Plus dans [Max Plus, 1991b℄ (
ondition n�e
essaire et suÆsante de stabilit�e d'un GET).Nous fournirons ensuite des m�ethodes pratiques de stabilisation de GET. Nous traiterons dansun premier temps le 
as des syst�emes mono-entr�ee mono-sortie. Nous v�eri�erons simplementqu'il est possible de stabiliser un GET mono-entr�ee mono-sortie soit par pr�e
ompensation, soitpar feedba
k, sans d�egrader son transfert. C'est une appli
ation dire
te de r�esultats donn�esdans le 
hapitre 3. Nous montrerons qu'en outre il est possible de 
al
uler un feedba
k de sortie(optimal) qui stabilise et 
onserve le taux de produ
tion du syst�eme en bou
le ouverte.Dans un se
ond temps, nous montrerons que les GET multi-entr�ees multi-sorties peuvent�egalement être stabilis�es, soit par l'ajout d'un pr�e
ompensateur, soit par l'ajout d'un feedba
k
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e du 
as mono-entr�ee mono-sortie, il n'existe alors pas de feedba
koptimal (plus grand que tout autre feedba
k) tel que le syst�eme soit stable et 
onserve son tauxde produ
tion en bou
le ouverte, 
'est pourquoi 
e probl�eme est g�en�eralement trait�e par d'autresappro
hes [Gaubert, 1995b℄.4.2.2 RappelsSoit une pla
e p ayant u 
omme transition amont et v 
omme transition aval. En repr�esentantles traje
toires de tir des transitions u et v par des fon
tions 
ompteurs, on relie le marquage (ousto
k) de la pla
e p �evalu�e �a la date t, not�e Suv(t), le marquage initial Suv(0), et les 
ompteursu(t) et v(t) par la relation suivante (dans l'alg�ebre usuelle)Suv(t)| {z }sto
k �a la date t = Suv(0)| {z }sto
k initial+ u(t)|{z}jetons entr�es� v(t)|{z}jetons sortis (4.16)Remarque 4.20 Notons qu'en outre si un seul 
hemin s�epare la transition u de la transitionv, Suv(t) donn�e par la relation la relation (4.16) d�esigne alors le marquage de 
et unique 
heminde u �a v. �La variable Suv(t) = Suv(t) � Suv(0) d�e
rit alors l'�evolution du sto
k de la pla
e (ou des
hemins) situ�ee entre u et v de la date 0 �a la date t.D�eterminer si le GET est stable revient don
 �a d�eterminer si la variation du sto
k Sxixj (t)reste �nie pour tout t, pour tout 
ouple de transitions internes (xi; xj) (i; j = 1; : : : ; q) et pourtoute s�equen
e de tir des transitions d'entr�ee du GET.Nous rappelons maintenant l'appro
he propos�ee dans [Max Plus, 1991b℄.Soit � l'ensemble des fon
tions 
ompteurs Z ! Zmin, 
'est-�a-dire l'ensemble des fon
tionsnon d�e
roissantes9 de Z dans Zmin, que l'on munit du min 
omme addition (�) et du produitde 
onvolution suivant 
omme produitu(t); v(t) 2 �; (u � v)(t) d�ef= M�2Zu(t� �)
 v(�);(�;�; �) a alors une stru
ture de dio��de 
omplet.On rappelle que sur 
e dio��de on peut �e
rire la sortie d'un GET mono-entr�ee mono-sortiey(t) 2 � 
omme le produit (de 
onvolution) de l'entr�ee u(t) par la r�eponse impulsionnelle10 h(t)du graphe. On a sur � la relation entr�ee-sortie suivantey(t) = (h � u)(t)d�ef= M�2Zh(t� �)
 u(�) �= Min�2Z (h(t� �) + u(�))� :Puisque � est 
omplet, le produit de 
onvolution est par 
ons�equent r�esiduable. L'expression9nous avons vu dans le 
hapitre 2 que l'�etude du 
omportement des GET revient �a 
onsid�erer uniquement destraje
toires de tir monotones10on rappelle que la r�eponse impulsionnelle est la sortie du GET lorsque l'on pla
e une in�nit�e de jetons enentr�ee �a la date 0



4.2. Stabilisation de graphes d'�ev�enements temporis�es 137de la r�esidu�ee du produit � de � est la suivante : soit u(t) et v(t) deux fon
tions de �(v Ænu)(t) d�ef= Mf
(t) 2 �j(v � 
)(t) � u(t)g= �̂2Z(u(�)� v(� � t)) �= Max�2Z (u(�)� v(� � t)� (4.17)Le r�esultat suivant provient de 
ette expression.Th�eor�eme 4.21. Soit u(t); v(t) 2 � deux fon
tions 
ompteurs. Alors8t; Suv(t) � (v Ænu)(0):Preuve : D'apr�es (4.17), l'expression (v Ænu)(0) s'�e
rit �egalement(v Ænu)(0) = Max�2Z (u(�)� v(�))
e qui repr�esente le max de l'�evolution du sto
k Suv(t) pour tout t. 2Remarque 4.22 Il faut noter qu'il existe t 2 Z tel que Suv(t) = (v Ænu)(0). C'est-�a-dire quepour deux 
ompteurs u(t) et v(t), la borne du sto
k fournie par le 
al
ul de (v Ænu)(0) est atteintepour une date t. �Nous avons vu au x2.4 qu'en 
odant les fon
tions dateurs ou 
ompteur par des s�eries formellesde DJ
K, DJÆK ou de Maxin J
; ÆK, le 
omportement entr�ee-sortie d'un GET, qui apparâ�t 
ommeun produit de 
onvolution sur �, s'exprime alors 
omme un simple produit de s�eries formelles. Ily a en fait un isomorphisme entre le dio��de � et le dio��deMaxin J
; ÆK. Cet isomorphisme s'exprimede la mani�ere suivante11.Soit s une s�erie de Maxin J
; ÆK. On notera Cs(t) la fon
tion 
ompteur de � d�e�nie pars =Mt2Z
Cs(t)Ætave
 pour 
onvention 
+1 = " et 
�1 = (
�1)�.L'appli
ation s 7! Cs d�e�nit un isomorphisme de Maxin J
; ÆK dans �. Notamment, pouru; v 2Maxin J
; ÆK, on a alors (Cv ÆnCu)(t) = C(v Ænu)(t)o�u Æn d�esigne la r�esidu�ee du produit de � dans le membre de gau
he et la r�esidu�ee du produitde Maxin J
; ÆK dans le membre de droite.Le r�esultat du th�eor�eme 4.21 se r�e�e
rit don
 �egalement :soit u; v 2Maxin J
; ÆK, alors 8t SCuCv(t) � C(v Ænu)(0):Pratiquement, pour u et v deux s�eries de Maxin J
; ÆK d�e
rivant les traje
toires de tir de deuxtransitions d'un GET, l'�evaluation pour t = 0 de la fon
tion 
ompteur asso
i�ee �a la s�erie v Ænu11pour plus de d�etails 
on
ernant 
et isomorphisme de � dans Maxin J
; ÆK, nous renvoyons le le
teur �a[Gaubert, 1992, 
hap. VII℄



138 CHAPITRE 4. APPLICATIONSdonne une borne sup�erieure aux marquages possibles entre les transitions u et v (qu'il s'agissed'une seule pla
e entre u et v, ou bien d'un 
hemin du GET).A partir de 
e r�esultat, le th�eor�eme 4.23 fournit une 
ondition n�e
essaire et suÆsante destabilit�e interne pour un GET d�e
rit sur Maxin J
; ÆK par la repr�esentation d'�etat suivante( X = AX �BUY = CXave
 A 2Maxin J
; ÆKq�q, B 2Maxin J
; ÆKq�m et C 2Maxin J
; ÆKp�q.Th�eor�eme 4.23 ([Max Plus, 1991b℄) Le GET d�e
rit par le triplet (A;B;C) est stable si etseulement si pour i; j = 1; : : : ; q, �C(A�BÆ=A�B)�ij (0) < +1: (4.18)Pour prouver 
e
i nous introduisons un r�esultat interm�ediaire.Lemme 4.24. Soit A 2Maxin J
; ÆKq�q et B 2Maxin J
; ÆKq�m. Pour tout U 2Maxin J
; ÆKm,(A�BU)Æ=(A�BU) � (A�B)Æ=(A�B):Preuve : D'apr�es les r�esultats du th�eor�eme 1.95A�BUA�BU = (A�BU)Æ=UA�B (appli
ation de (1.49))� A�B(UÆ=U)A�B (d'apr�es (1.42) et en raison de l'isotonie de R℄A)En�n, puisque UÆ=U � E, o�u E repr�esente la matri
e identit�e, on v�eri�e �nalementA�B(UÆ=U)A�B � A�BA�B : 2Preuve (th�eor�eme 4.23):SuÆsan
e Le ve
teur d'�etat X 2 (Maxin J
; ÆK)q d�epend de l'entr�ee U 2 (Maxin J
; ÆK)m par larelation X = A�BU:En a

ord ave
 le th�eor�eme 1.103, pour une entr�ee U donn�ee, (CXÆ=CX)(t) est une matri
ede �q�q telle que (CXÆ=CX)ij(t) = (CxiÆ=Cxj )(t):Don
 en parti
ulier, pour une entr�ee U donn�ee, d'apr�es le th�eor�eme 4.21 l'�el�ement (i; j)de la matri
e suivante C(XÆ=X)(0) = C(A�BUÆ=A�BU)(0)est une borne du marquage de tous les 
hemins allant de la transition xi �a la transitionxj.



4.2. Stabilisation de graphes d'�ev�enements temporis�es 139Par ailleurs, d'apr�es le lemme 4.24, quel que soit U on aXÆ=X � A�BÆ=A�B:Don
, puisque l'appli
ation s 7! Cs est isotone (
'est un isomorphisme de dio��de), on a�egalement C(XÆ=X)(0) � C(A�BÆ=A�B)(0)et, 
omme l'ordre de � est l'inverse de l'ordre 
lassique, on v�eri�e que pour toute entr�eeU C(XÆ=X)(0) � C(A�BÆ=A�B)(0):Par 
ons�equent, si C(A�BÆ=A�B)(0) est �ni, alors le marquage de 
haque pla
e interne estborn�e pour toute entr�ee U , ou en
ore le GET d�e
rit par le triplet (A;B;C) est stable.N�e
essit�e On rappelle tout d'abord que l'�el�ement (A�B)kl repr�esente la traje
toire de tirsde la transition xk lorsque l'on applique une impulsion sur l'entr�ee l (
.-�a-d. ul = e et 8j 6=l; uj = "), et par 
ons�equent C(A�B)kl repr�esente le 
ompteur asso
i�e �a 
ette traje
toire detir.D'apr�es le th�eor�eme 1.103, (A�BÆ=A�B)ij = Vmk=1(A�B)ikÆ=(A�B)jk. Par 
ons�equent,C(A�BÆ=A�B)ij (0) = +1 signi�e qu'il existe i; j et k tels que C((A�B)ikÆ=(A�B)jk)(0) = +1.Cela signi�e �egalement qu'en appliquant en entr�ee uk = e et 8l 6= k; ul = ", il existe deuxtransitions internes xi et xj telles que le 
hemin entre xi et xj n'est pas born�e. Autrementdit, il existe une entr�ee parti
uli�ere pour laquelle le GET n'est pas born�e. 2Nous allons d�eduire de la 
ondition n�e
essaire et suÆsante de stabilit�e (4.18) 
ertaines 
on-ditions stru
turelles sur le GET pour que le graphe soit stable. Il suÆt pour 
ela de 
onnâ�trela stru
ture de la matri
e A�B. On a le r�esultat suivant.Proposition 4.25. La 
ondition (4.18) est v�eri��ee si et seulement si tous les �el�ements de lamatri
e A�B 2 Maxin ratJ
; ÆKq�m (rationnelle) sont non nuls et ont même pente asymptotique�nie et non nulle.Preuve : Nous rappelons que les polynômes 
ausaux sont des s�eries rationnelles �a pente in�nie.suÆsan
e si tous les �el�ements (A�B)ij sont des s�eries rationnelles non nulles de même penteasymptotique �nie �1((A�B)ij) = � 6= 0, alors, d'apr�es le th�eor�eme 1.103 et le th�eor�eme2.39, la matri
e A�BÆ=A�B est une matri
e p�eriodique dont tous les �el�ements sont �egalementnon nuls et ont la même pente asymptotique �. En 
ons�equen
e, C(A�BÆ=A�B)ij(0) < +1pour tout 
ouple (i; j).n�e
essit�e Si deux �el�ements de A�B sont tels que �1((A�B)ij) > �1((A�B)kj), alors d'apr�esle th�eor�eme 2.39, (A�B)ijÆ=(A�B)kj = " et don
 C(A�BÆ=A�B)ik(0) = +1. La 
ondition(4.18) est mise en d�efaut.On laisse au le
teur le soin de 
ompl�eter la preuve pour les 
as d�eg�en�er�es o�u tous les�el�ements de A�B sont de pente identique in�nie ou nulle. Il s'agit alors de GET instables



140 CHAPITRE 4. APPLICATIONSqui ne pr�esentent pas d'int�erêt i
i. Dans le premier 
as, il s'agit des GET dont le transfertest polynomial, 
e qui 
orrespond �a "une sorte de retard pur"; une in�nit�e de jetons peutdon
 être pr�esente dans le syst�eme �a un moment donn�e. Le se
ond 
as 
orrespond �ades syst�emes dont 
ertains 
ir
uits sans jeton sont temporis�es, il s'agit don
 de GET nonvivants. 2L'interpr�etation de la proposition pr�e
�edente nous donne des indi
ations 
on
ernant la stru
-ture d'un GET stable. Un GET stable est tel que1. depuis toute entr�ee ui, il existe un 
hemin vers toute transition interne xj (puisque lamatri
e A�B est pleine).2. 
e 
hemin poss�ede le taux de produ
tion � du GET (puisque tous les �el�ements de A�Bont même pente), 
'est-�a-dire : pour tout 
ouple (ui; xj) il existe un 
hemin allant de latransistion ui �a la transition xj dont une transition appartient �a un 
ir
uit de taux deprodu
tion �.De 
es 
onsid�erations stru
turelles on peut d�eduire les deux 
onditions suÆsantes de stabilit�esuivantes.Proposition 4.26 (CS de stabilit�e) Un GET de taux de produ
tion � est stable siCS1 son sous-graphe interne est fortement 
onnexeCS2 le graphe r�eduit de son sous-graphe interne poss�ede un seul noeud sour
e de taux de pro-du
tion �.Preuve :CS1 si le sous-graphe interne est fortement 
onnexe et de taux de produ
tion �, alors la matri
eA�B n'est 
onstitu�ee que de s�eries p�eriodiques de pente asymptotique �.CS2 on rappelle que le graphe r�eduit est une d�e
omposition d'un graphe orient�e en 
omposantesfortement 
onnexes not�ees Cxi (
f. annexe A). Aussi, lorsqu'il s'agit d'un GET, 
haque
omposante fortement 
onnexe se 
ara
t�erise par un taux de produ
tion qui lui est propre.Si le graphe r�eduit du sous-graphe interne d'un GET poss�ede un seul noeud sour
e not�e Csde taux de produ
tion �, alors sous r�eserve que le graphe soit 
ommandable et observable,pour toute transition interne xi, il existe depuis toute transition uj un 
hemin dont unetransition xl appartient �a la 
omposante fortement 
onnexe Cs. 2Les 
onditions suÆsantes donn�ees dans la proposition 4.26 sugg�erent don
 deux m�ethodes destabilisation. La 
ondition CS1 indique que les GET de taux de produ
tion (non nul) peuventêtre stabilis�es par feedba
k de sortie. La 
ondition CS2 montre que la stabilit�e d�epend dela fa�
on dont les 
omposantes fortement 
onnexes d'un GET sont dispos�ees. Pratiquement,
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onne
t�ees �a la même 
omposante fortement 
onnexe, et que 
ette
omposante poss�ede le taux de produ
tion le plus lent du syst�eme, alors le syst�eme est stable.Ce
i indique que l'on peut don
 �egalement stabiliser un syst�eme par un pr�e
ompensateur (un�ltre) qui tiendra le rôle de 
ette 
omposante d'entr�ee fortement 
onnexe. Cette 
ondition CS2est �equivalente �a 
elle introduite dans [Commault, 1998℄.4.2.3 Stabilisation de graphes d'�ev�enements temporis�esNous traitons ind�ependamment le 
as mono-entr�ee mono-sortie (ou SISO12) et le 
as multi-entr�ees multi-sorties (ou MIMO13).Nous rappelons que le probl�eme de stabilisation des GET par feedba
k de sortie a d�eja �et�eabord�e dans [Cohen et al., 1984℄ et [Max Plus, 1991b℄. Nous proposons i
i quelques r�esultatsparti
uliers sur la stabilisation des GET mono-entr�ee mono-sortie. L'id�ee de stabiliser un GETpar l'ajout d'un pr�e
ompensateur provient de [Commault, 1998℄.Stabilisation de GET SISOStabilisation par pr�e
ompensationProposition 4.27. Soit un GET SISO instable, not�e H, de transfert h 2 Maxin ratJ
; ÆK telque �1(h) = � ave
 � 62 f0;+1g. L'ajout d'un pr�e
ompensateur (un GET) P de transfertp 2Maxin ratJ
; ÆK et tel que �1(p) = � stabilise le GET H.Remarque 4.28 Il faut �evidemment 
omprendre i
i que l'on stabilise les pla
es du GET H,puisqu'en revan
he la stabilit�e du pr�e
ompensateur P nous importe peu. �Preuve : Nous noteronsX le ve
teur d'�etat interne du GETH. Sans pr�e
ompensation, X s'�e
ritX = A�Bu. Sous l'hypoth�ese de 
ommandabilit�e stru
turelle, siH est instable, tous les �el�ementsde A�B sont non nuls mais n'ont pas la même pente asymptotique (d'apr�es la proposition 4.25).On v�eri�e n�eanmoins pour tout i, �1((A�B)i) � �. En ajoutant un pr�e
ompensateur P, detransfert p 2 Maxin ratJ
; ÆK, entre la 
onsigne d'entr�ee v et la 
ommande u, l'�etat du syst�eme14H s'�e
rit X = A�Bpv. Par 
ons�equent, si �1(p) = �, d'apr�es le th�eor�eme 2.39, le ve
teur A�Bpest alors tel que �1((A�Bp)i) = � pour tout i. Les pla
es internes du GET H sont alors stables.2Corollaire 4.29. Soit un GET SISO instable, not�e H, de transfert h 2 Maxin ratJ
; ÆK tel que�1(h) = � ave
 � 62 f0;+1g et p = Pr+(h Ænh). Une r�ealisation not�ee P de p stabilise le GETH sans d�egrader le transfert entr�ee-sortie du syst�eme.Preuve : Sous l'hypoth�ese �1(h) = �, alors �1(h Ænh) = � (
f. th. 2.39). En outre p =Pr+(h Ænh) est une s�erie r�ealisable de pente asymptotique � (
f. proposition 2.45). D'apr�es la12Single-Input Single-Output13Multiple-Inputs Multiple-Outputs14on rappelle que l'on ne 
onsid�ere pas les �eventuels �etats internes ajout�es au syst�eme par le pr�e
ompensateurP.



142 CHAPITRE 4. APPLICATIONSproposition 4.27, une r�ealisation de p va don
 stabiliser les pla
es internes du GET H tout en
onservant le même transfert entr�ee-sortie (
f. 
orollaire 3.3). 2Remarque 4.30 Il faut garder �a l'esprit qu'un GET SISO ayant un taux de produ
tion in�nin'est pas stabilisable sans d�egrader le taux de produ
tion entr�ee-sortie. �Stabilisation par feedba
k de sortie Un GET SISO stru
turellement 
ommandable etobservable est stabilisable par feedba
k de sortie. Il suÆt pour le stabiliser d'ajouter un ar
entre la sortie et l'entr�ee ave
 une pla
e 
ontenant au moins un jeton (pour assurer la viva
it�edu syst�eme en bou
le ferm�ee).Par ailleurs, il est 
lair que le 
ir
uit 
r�e�e par l'ajout d'un ar
 entre la sortie et l'entr�ee dugraphe ne peut que faire d�e
rô�tre le taux de produ
tion du syst�eme en bou
le ferm�ee par rapport�a 
elui du syst�eme en bou
le ouverte. Le probl�eme g�en�eralement abord�e dans la litt�erature estalors de trouver le nombre minimum de jetons �a pla
er dans le feedba
k pour 
onserver le tauxde produ
tion.Dans le 
as SISO, on obtient les r�esultats suivants : il existe un nombre minimum de jetons�a pla
er dans le feedba
k� pour 
onserver le transfert entr�ee-sortie� pour 
onserver le taux de produ
tionProposition 4.31. Soit un GET SISO instable, not�e H, de transfert h 2 Maxin ratJ
; ÆK tel que�1(h) = � ave
 � 62 f0;+1g et f = Pr+(h ÆnhÆ=h). Une r�ealisation not�ee F de f , ajout�ee enfeedba
k de sortie sur l'entr�ee, stabilise le GET H sans d�egrader le transfert entr�ee-sortie dusyst�eme.Preuve : si � est �ni, en a

ord ave
 le th�eor�eme 2.39, alors f = Pr+(h ÆnhÆ=h) est non nul et par
ons�equent stabilise le GET . De plus, le 
orollaire 3.13 nous indique qu'il s'agit du plus grandfeedba
k r�ealisable 
onservant le transfert du syst�eme. 2Corollaire 4.32. Le nombre minimum nh de jetons �a pla
er dans le feedba
k de sortie pour
onserver le transfert d'un GET de transfert h 2 Maxin ratJ
; ÆK (sous l'hypoth�ese que �1(h) est�nie et non nulle) est donn�e par la relationnh = val
(Pr+(h ÆnhÆ=h)):Preuve : On rappelle que f = Pr+(h ÆnhÆ=h) est le plus grand feedba
k r�ealisable 
onservant letransfert. Par 
ons�equent, pour tout feedba
k r�ealisable de transfert f 0 tel que " � f 0 � f , enraison de l'isotonie de l'appli
ationMh on v�eri�e Mh(") = h � Mh(f 0) � Mh(f) = h, 
.-�a-d. toutfeedba
k r�ealisable de transfert inf�erieur �a f 
onserve �egalement le transfert du syst�eme. Par
ons�equent, trouver le nombre minimum de jetons �a pla
er dans le feedba
k de sortie pour
onserver le transfert du GET revient �a trouver l'expression du plus grand feedba
k de la forme
n, ave
 n 2 N, tel que 
n � Pr+(h ÆnhÆ=h). Le transfert h est i
i suppos�e de pente asymptotique�nie et non nulle, par 
ons�equent, f = Pr+(h ÆnhÆ=h) est un �el�ement 
ausal et non nul. On
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 �e
rire f = Li2I 
niÆti o�u 8i 2 I; (ni; ti) � (0; 0). Sous 
ette forme, la valuationen 
 de f est donn�ee par val
(f) = Mini2I fnig (
f. exemple 1.85). Par 
ons�equent, en posantnh = val
(Pr+(h ÆnhÆ=h)), on a d'une part 
nh � f - 
.-�a-d. le feedba
k 
nh 
onserve le transfert- et, par d�e�nition de la valuation en 
, nh est le plus petit entier v�eri�ant 
ette propri�et�e. 2En�n, dans le 
as SISO, on peut obtenir une expression du plus grand feedba
k r�ealisable
onservant le taux de produ
tion initial du syst�eme.Proposition 4.33. Soit un GET SISO instable, not�e H, de transfert h 2 Maxin ratJ
; ÆK tel que�1(h) = � ave
 � 62 f0;+1g. Alors il existe un plus grand feedba
k de sortie r�ealisable f� telque �1(Mh(f�)) = �1(h). L'expression de 
e feedba
k estf� = Pr+(h Æn(hL1=�)Æ=h);ave
 L1=� = Oni=ti��(
niÆti)� =  NMni=0 
niÆbni� 
!� : (4.19)Ce r�esultat se montre en deux �etapes. Il faut tout d'abord obtenir une propri�et�e des �etoilesde s�eries rationnelles.Proposition 4.34. Soit Krat : Maxin ratJ
; ÆK ! Maxin ratJ
; ÆK; x 7! x� l'appli
ation �etoile deKleene d�e�nie sur l'ensemble des s�eries rationnelles. Soit la relation d'�equivalen
e �� d�e�niesur Maxin ratJ
; ÆK de la mani�ere suivantea; b 2Maxin ratJ
; ÆK; a �� b () �1(a) = �1(b):Soit en�n ImKrat=�� l'ensemble ImKrat quotient�e par la relation d'�equivalen
e ��.Chaque 
lasse d'�equivalen
e de ImKrat=�� poss�ede un plus grand �el�ement. La 
lasse de ImKrat=��dont les �el�ements ont la pente asymptotique � 2 Q , poss�ede l'�el�ement L1=� 
omme plus grand�el�ement L1=� = Oni=ti��(
niÆti)�:De mani�ere pratique, 
el�a signi�e simplement que pour un taux de produ
tion rationneldonn�e �, il existe une plus grande "�etoile" rationnelle (dans ImKrat) ayant � 
omme penteasymptotique.Preuve : Soit � = NT o�u NT est une fra
tion irr�edu
tible (N et T sont premiers entre eux).On v�eri�e pour K � 1, (
niÆti)� = (
niÆti)�(
KniÆKti)�. Par 
ons�equent, l'�el�ement L1=� peuts'�e
rire �egalement L1=� = Oni=ti��(
niÆti)� = O(ni; ti) � (N; T )ni=ti � � (
niÆti)�:De plus, pour tj � ti, pour n �x�e on a(
nÆti)�(
nÆtj )� = (
nÆti � 
nÆtj )� = (
nÆmax(ti;tj))� = (
nÆti)�:
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, pour n �x�e On=ti��(
nÆti)� = (
nÆbn� 
)�o�u bx
 d�esigne la partie enti�ere de x.L'�el�ement L1=� peut don
 s'�e
rire �nalement plus simplement de la mani�ere suivante (ena

ord ave
 la relation (1.33))L1=� = Oni=ti��(
niÆti)� = NOni=0�
niÆbni� 
�� =  NMni=0 
niÆbni� 
!� : (4.20)Tr�es 
lairement, l'expression (4.20) est rationnelle et appartient �egalement �a ImKrat (
'est l'�etoiled'un polynôme). De plus, d'apr�es le th�eor�eme 2.39, l'�el�ement L1=� est de pente asymptotique�egale �a �. Don
 L1=� est un �el�ement de la 
lasse d'�equivalen
e de ImKrat=�� dont les repr�esentantsont � 
omme pente asymptotique. Il reste �a montrer qu'il s'agit du plus grand �el�ement de la
lasse.Tout �el�ement s� 2 ImKrat s'�e
rit s� = (p � qr�)� = p� � qp�q�r�. On a d'apr�es le th�eor�eme2.39, �1(s�) = min(�1(p�); �1(qp�q�r�)), ou en
ore,�1(s�) = min(�1(p�); �1(q�); �1(r�)) (rappel �1(q) = +1):De plus, ave
 les notations utilis�ees dans l'annexe B, p = L�i=0 
niÆti , q = L�j=0 
NjÆTj etr = 
�Æ� , on a don
 p� = �Oi=0 (
niÆti)� et q� = �Oj=0(
NjÆTj )�:Par 
ons�equent, toujours en a

ord ave
 le th�eor�eme 2.39, �1(p�) = Min0�i��(ni=ti) et �1(q�) =Min0�j��(Nj=Tj). On montre ainsi que �1(s�) = � seulement si pour tout i et tout j on v�eri�eni=ti � �, Nj=Tj � � et �=� � �.Sous 
ette 
ondition et d'apr�es l'expression de L1=� donn�ee en (4.19), il est 
lair que p� � L1=�,q � L1=�, q� � L1=� et r� � L1=�, 
'est-�a-dire (isotonie de � et 
) p� � qp�q�r� � L1=� (il fautse rappeler que L1=� est une �etoile 
.-�a-d. L1=� = L1=� 
 L1=�).Si �1(s�) = � alors s� � L1=�, autrement dit, tout �el�ement de la 
lasse de ImKrat=�� de pente� est inf�erieur �a L1=�. 2Remarque 4.35 La repr�esentation graphique de l'�el�ement L1=� s'obtient fa
ilement. Dans leplan Z2, L1=� est simplement l'approximation (par en dessous) de la droite de pente � (passantpar l'origine) par des points du plan N2 . A titre d'exemple, on a dessin�e �gure 4.14 L3=2 =(e � 
Æ)(
2Æ3)�. Cet �el�ement parti
ulier de Maxin J
; ÆK est vu 
omme jouant le même rôle queles fon
tions sinuso��dales dans la th�eorie lin�eaire 
lassique dans [Cohen et al., 1989a℄. �On peut maintenant prouver le r�esultat de la proposition 4.33.Preuve prop. 4.33: Soit h et f des transferts r�ealisables. D'apr�es le th�eor�eme 2.39,�1(h(fh)�) = min(�1(h); �1(fh)�). Don
 �1(h(fh)�) = �1(h) seulement si �1((fh)�) ��1(h). Par ailleurs, puisque (fh)� = e � fh � (fh)2 : : : , si f 6= " alors �1((fh)�) =min(�1(f); �1(h))) � �1(h).
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Figure 4.14 : Repr�esentation graphique de L3=2Autrement dit, un GET, rendu fortement 
onnexe par un feedba
k de sortie, 
onserve sontaux de produ
tion uniquement si l'�egalit�e suivante est v�eri��ee�1((fh)�) = �1(h) = �:On remarque d'ailleurs qu'il existe au moins f = Pr+(h ÆnhÆ=h) v�eri�ant 
ette �egalit�e.Par ailleurs, d'apr�es la proposition 4.34, si �1((fh)�) = � alors (fh)� � L1=� puisque (fh)�et L1=� appartiennent alors �a la même 
lasse de ImKrat=�� . Par isotonie du produit, pour toutfeedba
k f v�eri�ant �1((fh)�) = � on a �egalementh(fh)� � hL1=�:Pratiquement, l'�el�ement g = h
L1=� majore don
 tous les transferts "possibles" du syst�emeen bou
le ferm�ee ayant � 
omme taux de produ
tion. Or, puisque L1=� 2 ImKrat, g = h
L1=� 2G2 (
f. proposition 3.10 et proposition 3.15) 
'est-�a-dire qu'il existe un plus grand f tel queMh(f) � g.D'apr�es la proposition 3.15, f� = Pr+(h Æn(hL1=�)Æ=h) est don
 le plus grand feedba
k r�ealisabletel que �1(Mh(f)) = �. 2Corollaire 4.36. Soit un GET de transfert h 2 Maxin J
; ÆK de taux de produ
tion �ni et nonnul �1(h). Le nombre minimum n� de jetons �a pla
er dans le feedba
k de sortie pour 
onserverle taux de produ
tion du syst�eme en bou
le ouverte est donn�e par la relationn� = val
 �Pr+(h Æn(hL1=�)Æ=h)� :Preuve : preuve analogue �a 
elle du 
orollaire 4.32. 2Exemple 4.37 (Stabilisation par feedba
k de sortie) Nous ne traitons pas d'exemplepour la stabilisation par pr�e
ompensateur. Nous 
omparons simplement, sur un exemple, leplus grand feedba
k 
onservant le transfert et le plus grand feedba
k 
onservant seulement letaux de produ
tion. Consid�erons le GET de la �gure 4.15 dessin�e en trait fon
�e. La pla
e situ�ee
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Figure 4.15 : Stabilisation d'un GET SISOentre les transitions x1 et x2 n'est pas born�ee pour une entr�ee impulsionnelle. Le GET sansfeedba
k n'est don
 pas stable.Le transfert du GET en bou
le ouverte est h = Æ � (
2Æ4 � 
3Æ5)(
2Æ3)�. Par 
ons�equent,le plus grand feedba
k r�ealisable 
onservant le transfert est i
i f = Pr+(h ÆnhÆ=h). On laisse aule
teur le soin de v�eri�er que h ÆnhÆ=h = Æ�1� (
2Æ2�
3Æ3)(
2Æ3)�, soit f = (
2Æ2�
3Æ3)(
2Æ3)�.Par 
ons�equent, le nombre minimum de jetons �a pla
er dans le feedba
k pour 
onserver letransfert du syst�eme en bou
le ouverte est i
i nh = val
(Pr+(h ÆnhÆ=h)) = 2.Par ailleurs, le plus grand feedba
k 
onservant le taux de produ
tion du syst�eme en bou
leouverte est donn�e par f� = Pr+(h Æn(hL1=�)Æ=h) = Pr+(h Æn(hL3=2)Æ=h). On laisse au le
teur v�eri�erque h Æn(hL3=2)Æ=h = (Æ�1�
)(
2Æ3)� soit f� = (
�
2Æ2)(
2Æ3)�. Le nombre minimum de jetons�a pla
er dans le feedba
k pour 
onserver le taux de produ
tion du syst�eme en bou
le ouverteest don
 i
i n� = 1. �Remarque 4.38 On remarquera qu'il faut, fort logiquement, pla
er plus de jetons dans le feed-ba
k pour 
onserver le transfert qu'il n'en faut pour 
onserver seulement le taux de produ
tion.�Stabilisation de GET MIMODe mani�ere g�en�erale, il faut avoir �a l'esprit que l'on ne peut pas toujours stabiliser un GETMIMO tout en 
onservant son transfert. Notamment, si l'on se r�ef�ere �a l'exemple d'atelierd'assemblage pr�esent�e en introdu
tion du 
hapitre 3, il doit être 
lair qu'on ne peut pas stabiliser



4.2. Stabilisation de graphes d'�ev�enements temporis�es 147le GET de la �gure 3.2 sans d�egrader au moins le transfert de la bran
he la plus rapide du graphe(
f. remarque 3.16). Les r�esultats pr�esent�es dans le 
as SISO ne se g�en�eralisent don
 pas au 
asMIMO.En revan
he, le 
al
ul d'un pr�e
ompensateur ou d'un feedba
k stabilisant peut r�esulterdu 
hoix de mod�eles de r�ef�eren
e parti
uliers. Le le
teur pourra en e�et remarquer que lepr�e
ompensateur donn�e �gure 3.4 ainsi que le feedba
k de sortie donn�e �gure 3.8 stabilisenttous deux le même GET. Ces deux 
orre
teurs ont �et�e synth�etis�es �a partir du même mod�ele der�ef�eren
e qui v�eri�e les 
onditions de la proposition suivante.Proposition 4.39. Soit H 2Maxin ratJ
; ÆKp�m le transfert d'un GET instable not�e H. On note�(H) = Mini;j (�1(Hij)). Alors, en 
hoisissant Gref 2 Maxin ratJ
; ÆKp�m une matri
e telle que8i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ;m; �1((Gref )ij) = �(H) on a n�e
essairement les propri�et�es suivantes� une r�ealisation, not�ee P, de P = Pr+(H ÆnGref ), pla
�ee en pr�e
ompensation de H, stabilisele GET H� une r�ealisation, not�ee F , de F = Pr+(H ÆnGrefÆ=H), pla
�ee en feedba
k de sortie sur H,stabilise le GET HPreuve : Sous l'hypoth�ese que le GET H est stru
turellement 
ommandable et observable,
haque entr�ee ui est reli�ee au moins �a une sortie yj. Toute ligne et toute 
olonne de H 
on-tient alors au moins un �el�ement rationnel non nul de pente asymptotique sup�erieure ou �egale�a �(H). On v�eri�e alors, selon l'expression de la r�esidu�ee du produit matri
iel donn�ee par leth�eor�eme 1.103, que H ÆnGref est une matri
e pleine dont tous les �el�ements sont des �el�ementsp�eriodiques (non n�e
essairement 
ausaux) de pente asymptotique identique �egale �a �(H). Demême H ÆnGrefÆ=H est une matri
e pleine dont les �el�ements sont p�eriodiques de pente asympto-tique �(H).Par 
ons�equent, d'apr�es la proposition 2.45, P = Pr+(H ÆnGref) et F = Pr+(H ÆnGrefÆ=H) sontdeux matri
es rationnelles pleines dont les �el�ements ont tous la même pente asymptotique �egale�a �(H).Grâ
e au pr�e
ompensateur P, toutes les entr�ees de 
ommande ui d�ependent de toutes lesentr�ees vi ave
 le même taux de produ
tion. A fortiori, puisque H est stru
turellement 
om-mandable, tous ses �etats internes xl d�ependent �egalement de toutes les entr�ees vi ave
 le mêmetaux de produ
tion. D'apr�es la proposition 4.26, le GET est don
 stabilis�e.De même, si F est une matri
e pleine, 
ela signi�e simplement qu'au
un ar
 nul n'existe entretoute sortie et toute entr�ee. Le GET bou
l�e par F est don
 rendu fortement 
onnexe et don
stable. (
f. CS1 de la proposition 4.26). 2La proposition 4.39 peut être vue 
omme une 
ondition suÆsante sur le 
hoix d'un mod�ele der�ef�eren
e pour que le 
orre
teur optimal, 
al
ul�e pour 
e mod�ele de r�ef�eren
e, stabilise le GETnominal.Stabilisation et minimisation de ressour
es Même s'il n'est pas toujours possible destabiliser un GET en pr�eservant son transfert d'origine, il est naturel n�eanmoins de se demander
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k optimal permettant �a la fois de stabiliser et de pr�eserver le taux deprodu
tion du syst�eme original.La proposition 4.39 nous indique qu'il existe toujours un feedba
k stabilisant et 
onservant letaux de produ
tion du syst�eme en bou
le ouverte. Par exemple, pour un syst�eme stru
turelle-ment 
ommandable et observable de transfert H tel que �(H) = �, en prenant 
omme mod�elede r�ef�eren
e le transfert suivantGref = H 
0B�L1=� � � � L1=�... ...L1=� � � � L1=�1CAon v�eri�e fa
ilement que Gref est une matri
e pleine v�eri�ant la proposition 4.39 et appartenant�a l'ensemble G2 d�e
rit par la proposition 3.10. Cela signi�e qu'il existe don
 un plus grandfeedba
k F tel que MH(F ) � Gref , et en outre 
e feedba
k stabilise et 
onserve le taux deprodu
tion de H. En raisonnant dire
tement sur le graphe, il est �egalement 
lair que si l'onpla
e suÆsamment de jetons dans les ar
s du feedba
k, le temps de 
y
le du syst�eme bou
l�edevient n�e
essairement le temps de 
y
le du 
ir
uit 
ritique du syst�eme en bou
le ouverte.Si l'existen
e d'un feedba
k stabilisant et 
onservant le taux de produ
tion du syst�eme no-minal est garantie, en revan
he, l'optimalit�e du feedba
k (
onsid�er�e 
omme �el�ement d'un dio��dematri
iel) ne l'est pas. En e�et, le r�esultat de la proposition 4.33 repose sur une parti
ularit�edes �el�ements de ImKrat : pour un taux de produ
tion donn�e �, il existe une plus grande "�etoile"rationnelle de taux �.Cette propri�et�e n'est plus vraie dans le 
as matri
iel. Soit Krat : Maxin ratJ
; ÆK2�2 !Maxin ratJ
; ÆK2�2 et la relation d'�equivalen
e sur ImKratA� �� B� () �(A�) = �(B�):Consid�erons les matri
es A� et B� suivantesA� =  (
Æ)� Æ(
Æ)�
(
Æ)� (
Æ)� ! et B� = (A�)t:On v�eri�e que 
e sont des �el�ements de ImKrat en remarquant qu'elles sont invariantes parl'appli
ation Krat. On a 
lairement i
i �(A�) = �(B�) = 1.On sait d'apr�es la proposition 1.68, que l'ensemble ImKrat a une stru
ture de treillis. Lamatri
e A� K~� B� = (A� � B�)� est la plus petite matri
e de ImKrat plus grande que A� et B�.On obtient i
i A� K~� B� =  Æ� Æ�Æ� Æ�!
'est-�a-dire, la plus petite �etoile plus grande que A� et B� n'a plus alors la même pente, 
e quisigni�e qu'elle n'appartient pas �a la même 
lasse d'�equivalen
e de ImKrat=�� .Autrement dit, si l'on quotiente l'ensemble des matri
es de taille 2 � 2 de ImKrat par larelation d'�equivalen
e ��, une 
lasse n'admet pas n�e
essairement de plus grand �el�ement. On nepeut par 
ons�equent pas esp�erer majorer l'ensemble fMH(F )j�(MH (F )) = �(H)g 
omme nousl'avons fait dans la preuve de la proposition 4.33.
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i revient �a dire qu'il peut exister plusieurs feedba
ks F non 
omparables (au sens dudio��de Maxin ratJ
; ÆKm�p) tels que �(MH(F )) = �(H). Le probl�eme de minimisation du nombrede jetons �a pla
er dans le feedba
k, de mani�ere �a pr�eserver le taux de produ
tion du syst�emenominal, ne peut don
 pas être une minimisation "
omposante par 
omposante".Solution alternative Rappelons n�eanmoins que d'autres te
hniques ont �et�e �etudi�ees dansla litt�erature. On peut, par exemple, d�e
rire le feedba
k de sortie d'un syst�eme MIMO detaille m � p 
omme une matri
e F 2 Maxin J
; ÆKm�p telle que Fij = 
qij , o�u qij repr�esentele nombre de jetons de la pla
e situ�ee entre la sortie j et l'entr�ee i. Gaubert montre dans[Gaubert, 1995b℄ que le probl�eme d'optimisation des ressour
es qij peut se poser 
omme unprobl�eme de programmation lin�eaire en nombres entiers o�u le 
rit�ere �a optimiser peut être un
rit�ere lin�eaire de la forme J(q) = i=m;j=pXi=0;j=0 �ijqijo�u �ij est une pond�eration asso
i�ee au nombre qij de ressour
es allou�ees �a l'ar
 reliant la sortiej �a l'entr�ee i.On peut de 
ette mani�ere 
al
uler, pour un GET MIMO de taille m� p, le feedba
kFmin(J(q)) = 0B�
q00 � � � 
q0p... ...
qm0 � � � 
qmp1CAminimisant, par exemple, J(q) = i=m;j=pPi=0;j=0 qij (la somme des jetons du feedba
k) et tel que�(MH(Fmin(J(q)))) = �(H).Cette appro
he o�re un feedba
k que l'on peut quali�er de statique, 
'est-�a-dire donnantuniquement le marquage initial des ar
s du feedba
k . Par 
ons�equent, on peut donner unraÆnement de 
e feedba
k Fmin(J(q)) en notant qu'il existe d'apr�es la proposition 3.12, un plusgrand feedba
k not�e F̂min(J(q)), tel que MH(F̂min(J(q))) = MH(Fmin(J(q))). Le feedba
k F̂min(J(q))minimise de la même mani�ere le 
rit�ere J(q), garantit le même taux de produ
tion au syst�emebou
l�e que le feedba
k Fmin(J(q)) tout en d�e
len
hant plus tardivement les tirs des transitionsd'entr�ee.Exemple 4.40 Pour illustrer 
e dernier point, nous prenons un exemple de GET MIMO 2entr�ees 2 sorties d�e
rit �gure 4.16 en trait plein. Le probl�eme de minimisation du nombre dejetons �a pla
er dans le feedba
k de mani�ere �a 
onserver le taux de produ
tion du syst�eme seram�ene �a une �enum�eration des taux de produ
tion des 
ir
uits du GET apr�es bou
lage par lefeedba
k15. Soit le feedba
k Fq =  
q11 
q12
q21 
q22! :Pour 
et exemple simple, apr�es �enum�eration des 
ir
uits, on obtient le taux de produ
tion duGET par l'expression suivante� = min(1; q112 ; q213 ; q123 ; q222 ; q11 + q226 ; q12 + q214 ):15dans [Gaubert, 1995b℄ il est propos�e un raÆnement �evitant 
ette �enum�eration exhaustive.
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1Figure 4.16 : Stabilisation d'un GET MIMOSi l'on 
her
he �a minimiser le 
rit�ereJ(q) = q11 + q12 + q21 + q22 (somme des jetons du feedba
k)pour la 
ontrainte � � 1, les trois solutions qa = (2; 3; 3; 4), qb = (3; 3; 3; 3) et q
 = (4; 3; 3; 2)minimisent 
e 
rit�ere16. En prenant, Fqb =  
3 
3
3 
3! ;on sait d'apr�es la proposition 3.12 qu'il existe un plus grand feedba
k F̂qb tel que MH(Fqb) =MH(F̂qb). Le feedba
k F̂qb s'obtient simplement par l'expressionF̂qb = Pr+(H ÆnMH(Fqb)Æ=H) = Pr+(H Æn(HFqb)�HÆ=H):Pour 
et exemple, le raÆnement du feedba
k Fqb estF̂qb =  
3(
Æ)� 
3(
Æ)�
3(
Æ)� 
3(
Æ)�! :Nous avons d�e
rit une r�ealisation de 
e feedba
k en gris�e sur la �gure 4.16. �4.2.4 Con
lusionNous avons abord�e dans 
ette derni�ere partie, l'appli
ation de stru
tures de 
ommandes�etudi�ees dans le 
hapitre 3 au probl�eme de stabilisation des GET. De mani�ere g�en�erale, il apparâ�t16Comme nous l'avons pr�e
is�e auparavant, on remarque que les feedba
ks Fqa , Fqb et Fq
 , minimisant le 
rit�ereJ(q), ne sont pas 
omparables au sens de l'ordre du dio��de.
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umulation de jetons dans un GET peut être �evit�ee par l'ajout de 
orre
teurs de typepr�e
ompensateur ou feedba
k de sortie.En parti
ulier, nous avons montr�e que le probl�eme de stabilisation d'un GET SISO parfeedba
k, sous la 
ontrainte de 
onserver son taux de produ
tion initial, se d�eduit du 
hoix d'unmod�ele de r�ef�eren
e parti
ulier. On montre ainsi qu'en utilisant la r�esidu�ee du produit de s�eriesp�eriodiques, on peut obtenir le nombre minimum de jetons �a pla
er dans le feedba
k de sortied'un GET SISO pour 
onserver son transfert. Ce probl�eme de minimisation de ressour
es esthabituellement r�esolu par �enum�eration de 
ir
uits.En revan
he, le 
as MIMO ne peut pas être r�esolu par une m�ethode analogue. En e�et, iln'existe pas n�e
essairement un feedba
k optimal (au sens du dio��de matri
iel) 
onservant le tauxde produ
tion du syst�eme en bou
le ouverte. Une alternative 
onsiste alors- soit �a 
hoisir un mod�ele de r�ef�eren
e 
onduisant n�e
essairement �a un feedba
k stabilisant :nous donnons une 
ondition suÆsante sur Gref pour que le 
orre
teur 
al
ul�e pour lasp�e
i�
ation Gref permette de stabiliser le syst�eme nominal.- soit �a r�esoudre le probl�eme de minimisation de ressour
es li�e au 
al
ul du nombre de jetons�a pla
er dans le feedba
k, 
e qui donne un feedba
k quali��e de statique, puis �a raÆner
ette solution en y apportant une dynamique.





Chapitre 5Con
lusion et perspe
tives
Contributions Nous avons abord�e dans 
e m�emoire un probl�eme de 
ommande de GETg�en�eralement appel�e "poursuite de mod�ele". Le probl�eme 
onsiste, �a partir d'un GET (nominal)et d'une sp�e
i�
ation entr�ee-sortie donn�ee (mod�ele de r�ef�eren
e), �a 
al
uler un 
orre
teur (unGET) tel que le syst�eme nominal muni du 
orre
teur ait un 
omportement entr�ee-sortie aussipro
he que possible de 
elui du mod�ele de r�ef�eren
e. Plusieurs stru
tures de 
orre
tion sontpropos�ees : pr�e
ompensation, feedba
k de sortie, feedba
k de l'�etat sur l'entr�ee et feedba
k dela sortie sur l'�etat. De telles stru
tures de 
ommande pr�esentent un int�erêt notamment dans ledomaine de la gestion de produ
tion o�u le rôle des 
orre
teurs synth�etis�es 
onsiste �a am�eliorerla gestion des 
ux d'entr�ee d'un syst�eme de produ
tion, dans l'obje
tif par exemple de diminuerles en-
ours du syst�eme.L'originalit�e de 
ette �etude porte essentiellement sur le probl�eme de synth�ese de feedba
ks quin'a, �a notre 
onnaissan
e, pas �et�e trait�e sous 
ette forme auparavant. Les r�esultats reposent surle fait que, bien que l'appli
ation �etoile de Kleene, not�ee K, ne soit pas r�esiduable, en revan
hesa restri
tion �a l'image, not�ee ImKjK, l'est. L'appli
ation K peut don
 être quali��ee d'appli
ation"partiellement" r�esiduable. De la même mani�ere, l'appli
ation MH : X 7! H(XH)� quid�etermine le transfert du syst�eme nominal H muni d'un feedba
k X, peut être vue 
ommeune appli
ation partiellement r�esiduable. Cela revient simplement �a dire que l'in�equationMH(X) � Gref admet une solution optimale en X uniquement pour 
ertains se
onds mem-bres Gref .Deux types d'appli
ations du probl�eme de synth�ese de 
orre
teurs ont ensuite �et�e donn�es.Dans un premier temps, l'obje
tif a �et�e d'apporter des modi�
ations �a 
ertains syst�emes degestion �a 
ux tir�es dont on 
onnâ�t un mod�ele de type GET. La modi�
ation porte en faitessentiellement sur la gestion des ordres de produ
tion qui, pour 
ertains syst�emes 
omme leKanban ou le Kanban G�en�eralis�e, se 
ara
t�erise par un ou plusieurs feedba
ks dans le syst�eme.On montre notamment que la politique de gestion d'un syst�eme Kanban mono-produit peutêtre modi��ee de mani�ere �a diminuer les en-
ours du syst�eme tout en 
onservant la même qualit�ede servi
e. La modi�
ation ainsi 
al
ul�ee 
orrespond �a l'ajout d'une dynamique (max,+) surle re
y
lage des Kanbans. En outre, 
ette politique de gestion, que l'on a appel�e KanbanDynamique, a �et�e �evalu�ee par simulation dans un environnement sto
hastique (annexe C). Auvu des r�esultats de simulation, il semble que le Kanban Dynamique 
onserve un int�erêt y 
omprislorsque le syst�eme pilot�e poss�ede des temporisations al�eatoires.



154 CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVESDans un se
ond temps, la synth�ese de 
orre
teur a �et�e e�e
tu�ee dans l'obje
tif de stabiliser unGET. Nous avons trait�e ind�ependamment le 
as SISO et le 
as MIMO. Nous avons montr�e qu'ilest toujours possible de stabiliser un GET par l'ajout d'un pr�e
ompensateur ou d'un feedba
kde sortie. Le probl�eme de stabilisation peut en fait se ramener au 
hoix de mod�eles de r�ef�eren
eparti
uliers. Par ailleurs, le probl�eme de stabilisation est aussi fr�equemment reli�e au probl�eme deminimisation de ressour
es (jetons) �a pla
er dans un feedba
k de sortie pour 
onserver le taux deprodu
tion d'un syst�eme. Pour 
e probl�eme, on a montr�e que pour les GET SISO il est possiblede 
al
uler un feedba
k r�ealisable optimal 
onservant le taux de produ
tion du syst�eme nominal.Mais le 
as MIMO n'o�re pas de r�esultat analogue; le probl�eme de minimisation de ressour
esdoit alors être trait�e par des te
hniques di��erentes (programmation lin�eaire, �enum�eration des
ir
uits d'un graphe).Perspe
tives Les di��erentes stru
tures de 
orre
tion propos�ees dans le 
hapitre 3 n'ont pasfait l'objet de 
omparaisons qualitatives. On peut notamment se demander si les 
orre
teurspropos�es "r�eagissent" de la même mani�ere en 
as de d�erive des param�etres du syst�eme 
om-mand�e. Intuitivement, on remarquera par exemple qu'en 
as de d�efaillan
e d'un syst�eme, 
e quipeut être vu 
omme un 
hangement brutal de mod�ele, la 
orre
tion par feedba
k maintient lastabilit�e du syst�eme, 
e qui ne sera pas n�e
essairement le 
as ave
 un pr�e
ompensateur. Destravaux suppl�ementaires doivent don
 être men�es pour aborder 
es probl�emes de robustesse.De même, l'int�erêt des modi�
ations de syst�emes �a 
ux tir�es propos�ees dans le 
hapitre 4 n'estassur�e que pour des syst�emes d�eterministes. Or, les syst�emes de produ
tion ne peuvent que tr�esrarement être �d�element repr�esent�es par des mod�eles d�eterministes. Nous avons par 
ons�equentpropos�e dans l'annexe C un premier pas vers l'�evaluation du Kanban Dynamique (
al
ul�e au
hapitre 4) dans un environnement sto
hastique. Des r�esultats th�eoriques suppl�ementairesseraient n�e
essaires �a la validation de 
e syst�eme de gestion dans un environnement sto
has-tique.En�n, un travail int�eressant 
onsisterait �a faire le lien de nos travaux sur la synth�ese de
orre
teurs ave
 les travaux du laboratoire sur l'identi�
ation donn�es dans [Gallot et al., 1997℄et [Menguy, 1997℄ dans l'obje
tif de pouvoir faire une synth�ese de 
orre
teur en ligne. Cette
ommande adaptative indire
te aurait pour obje
tif d'allouer dynamiquement les ressour
esdes feedba
ks a�n de pr�eserver les performan
es voulues malgr�e les variations des param�etres dusyst�eme. De même, un lien ave
 les travaux sur les GET non stationnaires [Lahaye et al., 1999a℄,[Lahaye et al., 1999b℄ est envisageable, et notamment une �etude sur la synth�ese de feedba
ks nonstationnaires est �a envisager.
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Annexe ANotions sur la th�eorie des graphes
Nous rappelons i
i quelques d�e�nitions issues de la th�eorie des graphes. Nous donnons�egalement l'interpr�etation, en termes de 
hemins d'un graphe, des puissan
es de matri
es 
arr�ees
al
ul�ees dans les alg�ebres (max,+) et (min,+). Un livre de r�ef�eren
e pour les rappels e�e
tu�esi
i est [Gondran and Minoux, 1985℄.A.1 D�e�nitions g�en�eralesGraphe orient�e Un graphe orient�e est un 
ouple (V; E) o�u V est un ensemble de sommets etE � V � V est un ensemble d'ar
s orient�es.Graphe valu�e Un graphe orient�e pour lequel tout ar
 (j; i) 2 E est muni d'un poids not�e aijest appel�e graphe valu�e.Repr�esentation graphique On repr�esente g�en�eralement les sommets par des points et lesar
s orient�es par des 
�e
hes. Le poids des ar
s �gure sur 
haque ar
.

1 2a12a21
Pr�ede
esseur, Su

esseur Un noeud i est dit pr�ed�e
esseur d'un noeud j s'il existe un ar
(i; j) 2 E . De même, un noeud k est dit su

esseur d'un noeud j s'il existe un ar
 (j; k) 2 E .�(j) d�enote l'ensemble des pr�ed�e
esseurs du noeud j et �(j) l'ensemble de ses su

eseurs.Un noeud j tel que �(j) = ; est dit sour
e, et un noeud i tel que �(i) = ; est dit puits.Chemins, 
ir
uits Un 
hemin, not�e �, est une s�equen
e de noeuds � = (i1; i2; : : : ; ip) d'ungraphe valu�e telle que ij 2 �(ij+1), j = 1; : : : ; p � 1. Le sommet i1 est dit noeud initial et lesommet ip noeud �nal. On notera les 
hemins d'un graphe de la fa�
on suivante,i; j 2 V; i; j () il existe un 
hemin allant de i �a j
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hemin est dit �el�ementaire si au
un des noeuds du 
hemin n'apparâ�t plus d'une fois dans
e 
hemin. Un 
hemin tel que le noeud initial est �egal au noeud �nal est appel�e 
ir
uit. Lalongueur d'un 
hemin �, not�ee j�jl, est �egale au nombre d'ar
s qui 
omposent 
e 
hemin.Graphe 
onnexe Un graphe orient�e est dit 
onnexe si pour deux noeuds i et j quel
onquesdu graphe, il existe une s�equen
e (i1; i2; : : : ; ip) (qui n'est pas un 
hemin) telle que pour toutj = 1; : : : ; p� 1 soit (ij ; ij+1) 2 E soit (ij+1; ij) 2 E .Graphe fortement 
onnexe Un graphe est dit fortement 
onnexe si pour deux noeuds i etj quel
onques i; j.Composantes fortement 
onnexes Soit un graphe (V; E). On d�e�nit la relationd'�equivalen
e sur V, i; j 2 V; i s j () i; j et j ; iUne 
lasse de l'ensemble quotient V=s est appel�ee 
omposante fortement 
onnexe du grapheet est not�ee Ci.Une relation d'ordre partielle sur 
et ensemble quotient peut être introduite de la fa�
onsuivante Cx . Cy () 9i 2 Cx et j 2 Cy; i; jOn peut 
onstruire un graphe orient�e �a partir du quotient V=s de la mani�ere suivante : unnoeud repr�esente une 
omposante fortement 
onnexe Ci et un ar
 orient�e relie Ci �a Cj si Ci . Cj .Un tel graphe est appel�e graphe r�eduit .A.2 Graphes et matri
es (max,+)Une des premi�eres appli
ations du 
al
ul matri
iel dans les alg�ebres (max,+) et (min,+)se trouve dans [Gondran and Minoux, 1985℄. Leurs travaux ont mis en �eviden
e le fait suiv-ant : la re
her
he de 
hemins de poids minimaux ou maximaux dans un graphe valu�e s'exprimesimplement 
omme un produit matri
iel dans les dio��des Zmin ou Zmax.Nous rappelons i
i quelques aspe
ts du lien entre 
heminements dans un graphe et 
al
ulmatri
iel dans (max,+) ou (min,+).On rappelle que le dio��de Zmax 
orrepond �a l'ensemble Z[ f�1g muni de l'op�erateur maxpour la loi additive � et l'addition 
lassique + pour la loi multipli
ative.Graphe de pr�e
�eden
e d'une matri
e (max,+) Soit A 2 Zn�nmax . Le graphe orient�e valu�e,
ompos�e de n sommets et tel qu'il existe un ar
 (i; j) de poids Aji si Aji 6= ", est not�e G(A) etappel�e graphe de pr�e
�eden
e asso
i�e �a la matri
e A.Matri
e irr�edu
tible Une matri
e A 2 Zn�nmax est dite irr�edu
tible si G(A) est fortement
onnexe, sinon, A est dite r�edu
tible.



A.2. Graphes et matri
es (max,+) 159Interpr�etation de Ak en termes de 
hemins de G(A) On notera j�jw le poids d'un 
hemin� = (i1; : : : ; ip) de G(A), 
'est-�a-dire la somme usuelle des poids des ar
s de 
e 
hemin :j�jw = Ai2i1 + : : : +Aipip�1 :L'�el�ement Aij doit être interpr�et�e sur G(A) 
omme le poids d'un 
hemin de longueur 1 allantdu noeud j au noeud i.E
rivons (A2)ij dans le dio��de Zmax :(A2)ij = nMk=1Aik 
Akj :L'interpr�etation dans l'alg�ebre usuelle de 
ette même expression est(A2)ij = nMaxk=1 (Aik +Akj):L'�el�ement (i; j) de la matri
e A2 (
al
ul�ee dans Zn�nmax) 
orrespond don
 au poids maximal des
hemins de longueur 2 allant du noeud j au noeud i.De fa�
on g�en�erale, soit A 2 Zn�nmax(Ak)ij = poids maximum de tous les 
hemins de longueur k allant de j �a i dans G(A):Naturellement, l'expression des exposants Ak d'une matri
e 
arr�ee de Zn�nmin devient :(Ak)ij = poids minimum des 
hemins de longueur k allant de j �a i dans G(A)Poids moyen maximal des 
ir
uits de longueur k et lien ave
 le rayon spe
tralPartant de l'interpr�etation pr�e
�edente, pour une matri
e A 2 Zn�nmax ,(Ak)ii = poids maximum de tous les 
ir
uits de longueur k passant par le noeud i:En 
ons�equen
e,nMi=1 (Ak)ii = poids maximum de tous les 
ir
uits de longueur k du graphe G(A):Cette expression est simplement la tra
e de la matri
e Ak et est not�ee tr(Ak).En d�e�nissant le poids moyen d'un 
ir
uit, not�e j�jm 
omme le poids d'un 
i
uit divis�e parsa longueur, j�jm = j�jw=j�jl, le poids moyen maximal des 
ir
uits de longueur k s'obtient endivisant, dans l'alg�ebre usuelle, tr(Ak) par la longueur de 
es 
ir
uits, 
'est-�a-dire k. Ce
i ser�e�e
rit dans le dio��de Zn�nmaxtr(Ak) 1k = poids moyen maximal de tous les 
ir
uits de G(A) de longueur k:Lorsque A est irr�edu
tible, on peut don
 faire une interpr�etation du rayon spe
tral �(A) d�e�nipar �(A) = nMk=1 tr(Ak) 1k :



160 ANNEXE A. NOTIONS SUR LA TH�EORIE DES GRAPHESSi A 2 Zn�nmax est irr�edu
tible, le graphe de pr�e
�eden
e de A est fortement 
onnexe et ne peutdon
 pas avoir de 
ir
uit �el�ementaire de longueur plus grande que n. Le rayon spe
tral de Afournit alors le poids moyen maximum de tous les 
ir
uits du graphe G(A).Remarque A.1 Dans le 
adre de la mod�elisation des GET sur le dio��de Zmax, on a en r�egimeautonome X(k) = AX(k� 1). La valeur de tr(Ak) 1k 
orrespond alors pratiquement au temps de
y
le maximum de tous les 
ir
uits de longueur k du GET. Aussi, lorsque le GET est fortement
onnexe, 
'est le 
ir
uit le plus lent qui impose (en raison de la syn
hronisation ave
 tous lesautres 
ir
uits) son temps de 
y
le. Dans 
e 
as, le rayon spe
tral de A fournit le maximum destemps de 
y
le de l'ensemble des 
ir
uits du GET, et don
 �egalement le temps de 
y
le g�en�eraldu graphe. �



Annexe BAlg�ebre des s�eries p�eriodiques :algorithmes
Le th�eor�eme 2.37 montre que la manipulation des s�eries rationnelles de Maxin J
; ÆK joue unrôle 
entral dans l'�etude des GET, plus sp�e
ialement pour le 
al
ul de leur relation de transfertentr�ee-sortie. Mais la manipulation des �el�ements rationnels n'est pas ais�ee. En parti
ulier, il estassez diÆ
ile de 
omparer des �el�ements rationnels ou d'�etablir leur �egalit�e; �a titre d'exemple, surle dio��deMaxin J
; ÆK on a l'�egalit�e suivante e� 
2Æ2(
Æ)� = (
2Æ2)�(
3Æ3)� a priori peu �evidente.On pr�ef�erera don
 le plus souvent pr�esenter les �el�ements rationnels, en a

ord ave
 le th�eor�eme2.37, sous la forme de s�eries p�eriodiques (et 
ausales) qui ont l'avantage de b�en�e�
ier d'unrepr�esentant 
anonique.Cette annexe rappelle les algorithmes permettant de 
al
uler, pour s et s0 deux s�eriesp�eriodiques donn�ees sous forme 
anonique, la somme s � s0, le produit s 
 s0, la borne infs^ s0 et la r�esidu�ee s Æns0. Les prin
ipaux travaux dans 
e domaine sont dûs �a St�ephane Gaubert[Gaubert and Klimann, 1991℄,[Gaubert, 1992℄. Nous reprenons i
i 
ertains de ses algorithmesque nous 
ompl�etons en fournissant les algorithmes permettant de 
al
uler la borne inf et lar�esidu�ee du produit de s�eries p�eriodiques.Ces algorithmes ont �et�e impl�ement�es sous forme de s
ript MATLAB.B.1 RappelsUne s�erie de Maxin J
; ÆK est dite p�eriodique si elle peut s'�e
rire sous la forme s = p� qr� ave
p et q deux polynômes et r un monôme 
ausal.Nous utiliserons dans 
ette annexe les notations suivantesp = �Mi=0 
niÆti (B.1)q = �Mj=0 
Nj ÆTj (B.2)r = 
�Æ� (� � 0 et � � 0) (B.3)



162 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESUne s�erie est dite d�eg�en�er�ee lorsque � ou � est nul.- si � = 0 alors r� = (
�)� = e�
��: : : = e. Dans 
e 
as, on a simplement s = p�qr� = p�qqui est un polynôme. Les polynômes sont don
 des s�eries p�eriodiques d�eg�en�er�ees.- si � = 0 et � 6= 0 alors r� = Æ�. On a alors s = p� qr� = p� qÆ� = �Li=0 
niÆti � 
N0Æ�. Las�erie est dite d�eg�en�er�ee de type in�ni. On se rappellera par ailleurs que les traje
toires detir d'un GET ne faisant apparâ�tre qu'un nombre �ni de tirs sont 
od�ees par des �el�ementsde 
ette forme1.Une s�erie p�eriodique est dite simple, ou �el�ement simple, si p est nul (p = ") et si q est de typemonômial. Un �el�ement simple sera don
 not�e s = mr� ave
 m = 
nÆt et r = 
�Æ� .Nous rappelons i
i la forme 
anonique d'une s�erie p�eriodique sans fournir l'algorithme per-mettant d'y parvenir.Forme 
anonique des polynômes Un polynôme p = L0�i�� 
niÆti est dit sous forme
anonique (ou forme minimale) si n0 < n1 < : : : < n� et t0 < : : : < t�.Nous rappelons que 
ette forme est obtenue par exemple graphiquement en ne gardant quel'expression des sommets des 
ônes 
onstituant le repr�esentant graphique de p.Forme 
anonique des s�eries p�eriodiques L'�elaboration d'une forme 
anonique s'effe
tueen deux temps. Tout d'abord une s�erie p�eriodique s = p� qr� peut toujours se r�e�e
rire sous uneforme dite propre v�eri�ant- p et q sont sous forme 
anonique- (n�; t�) < (N0; T0)- (N� �N0; T� � T0) < (�; �)Lorsque s est sous une forme propre, le poynôme p 
ara
t�erise le transitoire de la s�eriep�eriodique et le polynôme q le motif du r�egime p�eriodique. Ce
i est illustr�e par la �gure B.1.Dans un se
ond temps, parmi les formes propres d'une s�erie p�eriodique, il en est une quiminimise la taille du transitoire et la longueur du motif du p�eriodique.Ainsi, parmi les formes propres d'une s�erie p�eriodique s = p � qr�, la forme 
anonique (ourepr�esentation minimale) est 
elle qui minimise les 
ouples (n�; t�) et (�; �). La preuve de
e r�esultat, ainsi que les algorithmes permettant d'aboutir �a la repr�esentation minimale, sontdonn�es dans [Gaubert, 1992℄.On illustre 
es di��erentes �etapes par l'exemple suivant 
e qui donne �egalement (intuitivement)des indi
ations sur les algorithmes permettant d'arriver �a la forme 
anonique dans le 
as g�en�eral.Exemple B.1 Soit la s�erie p�eriodiques = e� 
2Æ � 
4Æ2 � 
5Æ3 � (
2 � 
3Æ)(
2Æ2)�:1par exemple, une traje
toire de tir 
od�ee 
0Æ1 � 
1Æ� signi�e simplement que le tir num�erot�e 0 (le premiertir) a lieu �a la date 1 et qu'au
un autre tir n'a lieu (
f. x2.5.5)
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C o m p o r t e m e n t

0

t r a n s i t o i r e  p

m o t i f  q

ν

C o m p o r t e m e n t p é r i o d i q u e

τ

t e m p s

é v é n e m e n t sFigure B.1 : Repr�esentation graphique d'une s�erie p�eriodique de Maxin J
; ÆKOn remarque tout d'abord qu'il ne s'agit pas d'une forme propre. En remarquant quer� = (e� r � : : : � rk)r�; (se d�eduit des relations du th. 1.88)alors la s�erie s'�e
rit �egalement s = p� q � qr � : : :� qrkr�:Dans 
e 
as, en 
hoisissant k assez grand (i
i on prend k = 2) on peut exprimer s sous formepropre de la mani�ere suivante2s = e� 
2Æ � 
4Æ2 � 
5Æ3 � (
2 � 
3Æ)(
2Æ2)�= e� 
2Æ � 
4Æ2 � 
5Æ3 � (
2 � 
3Æ)| {z }q � (
2 � 
3Æ)
2Æ2| {z }qr � (
2 � 
3Æ)
4Æ4(
2Æ2)�| {z }qr2r�Apr�es simpli�
ation du transitoire (forme 
anonique de p), et r�e�e
riture du p�eriodique, on obtients sous la forme suivantes = e� 
2Æ � 
4Æ2 � 
5Æ3 � (
6Æ4 � 
7Æ5)(
2Æ2)�:Il s'agit d'une forme propre de s. Mais 
ette repr�esentation n'est pas minimale.On remarque en e�et que, de mani�ere g�en�erale, pour k 2 N, l'�egalit�e suivante est v�eri��ee(e� 
�0Æ� 0 � : : : � 
(k�1)�0Æ(k�1)� 0)(
k�0Æk� 0)� = (
�0Æ� 0)�:Par 
ons�equent, s'il existe un diviseur k 
ommun �a � et � tel que le polynôme (e�
�0Æ� 0 � : : :�
(k�1)�0Æ(k�1)� 0) apparaisse 
omme fa
teur de q, alors on peut �e
rireqr� = q0(e� 
�0Æ� 0 � : : :� 
(k�1)�0Æ(k�1)� 0)r� = q0(
�0Æ� 0)�2il s'agit i
i bien �evidemment d'un 
as parti
ulier simple, d'autres manipulations seront parfois n�e
essairesavant d'aboutir �a une forme propre de la s�erie
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e qui permet de r�eduire la taille du motif p�eriodique. En r�eit�erant autant de fois que n�e
essaire
ette simpli�
ation on aboutira �a une taille minimale pour le motif q.Dans 
et exemple, on peut fa
toriser q par (e� 
Æ). On peut don
 �e
rire s sous la formes = e� 
2Æ1 � 
4Æ2 � 
5Æ3 � 
6Æ4(e� 
Æ)(
2Æ2)�= e� 
2Æ1 � 
4Æ2 � 
5Æ3 � 
6Æ4(
Æ)�:A 
e stade, le motif q est de taille minimale.Il 
onvient d�esormais de 
her
her une r�edu
tion �eventuelle du transitoire (p). Dans 
et exem-ple, sans rentrer plus dans les d�etails, on remarque que les monômes 
4Æ2 et 
5Æ3 appartiennentau r�egime p�eriodique de la s�erie. C'est-�a-dire que la s�erie peut �egalement se mettre sous la forme�equivalente s = e� 
2Æ � 
4Æ2(
Æ)�:Cette derni�ere repr�esentation est la forme p�eriodique 
anonique de la s�erie s. Il n'existe pasd'autre repr�esentation p�eriodique dont la taille du motif (�; �) et la taille du transitoire (n�; t�)soient plus petites que pour 
ette repr�esentation. �Les algorithmes donn�es par la suite supposeront les s�eries s et s0 initialement sous forme
anonique. En revan
he, on verra que 
es algorithmes ne 
onduisent pas n�e
essairement �a unr�esultat sous forme minimale (d'o�u la n�e
essit�e de programmer tout d'abord la minimisationde s�eries p�eriodiques). De plus, la mise en oeuvre des algorithmes donn�es par la suite imposede savoir e�e
tuer au pr�ealable les op�erations de somme, produit et inf sur des polynômes deMaxin J
; ÆK. Notons que 
es op�erations sur les polynômes ne posent pas de probl�emes algorith-miques majeurs.B.2 Somme de s�eries p�eriodiquesLes te
hniques employ�ees pour exprimer le r�esultat d'op�erations sur les s�eries p�eriodiquesreposent le plus souvent sur une bonne 
ompr�ehension de la manipulation des �el�ements simples.Aussi, par la suite, nous rappellerons parfois au pr�ealable 
omment traiter le 
as des s�eriessimples.Lemme B.2 (Domination [Gaubert, 1992℄) Soit s = 
nÆt(
�Æ� )� et s0 = 
n0Æt0(
�0Æ� 0)�deux �el�ements simples de pentes asymptotiques di��erentes. Si �1(s) = �=� < �1(s0) = � 0=� 0alors il existe un entier K 2 N tel que
n0Æt0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)� � 
nÆt(
�Æ� )�: (B.4)Ce lemme est illustr�e par la �gure B.2. Le probl�eme 
onsiste �a trouver �a partir de quelle valeurK la s�erie s est d�e�nitivement "au dessus" de s0. Sur la �gure B.2, le plus petit K v�eri�ant lelemme B.2 est K = 3.Preuve : On peut �e
rire 
nÆt(
�Æ� )� =Mi�0 
n+i�Æt+i�
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( n ' , t ' )

( n , t )
( n ' + K ν' , t ' + K τ' )

ν'
τ'

ν

τδ

γFigure B.2 : Domination ultime de s�eries simples de pentes di��erenteset 
n0Æt0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)� = Mj�K 
n0+j�0Æt0+j� 0 :Par 
ons�equent, il existe un entier K positif tel que l'in�egalit�e (B.4) est v�eri��ee si et seulementsi x 2 N; 8x � K;9y 2 N tel que ( n0 + x� 0 � n+ y�t0 + x� 0 � t+ y�ou en
ore 8x � K;9y 2 N tel que n0 + x� 0 � n� � y � t0 + x� 0 � t� : (B.5)Or il existe un entier y 2 Z v�eri�ant 
es in�egalit�es si�n0 + x� 0 � n� ���t0 + x� 0 � t� � � 1
e qui est v�eri��e pour x assez grand, par exemple pour x v�eri�antx � ��(t0 � t) + �(n� n0) + ���� 0 � �� 0 �o�u dae 2 Z repr�esente le plus petit entier sup�erieur �a a 2 Q . De plus, y doit �egalement êtrepositif 
e qui d'apr�es (B.5) est v�eri��e si n0 + x� 0 � n;et don
 en parti
ulier si x � �n� n0� 0 � :En�n, puisque K doit être positif, il suÆt de prendreK = max���(t0 � t) + �(n� n0) + ���� 0 � �� 0 � ;�n� n0� 0 � ; 0� (B.6)pour que la domination exprim�ee par le lemme B.2 soit v�eri��ee. 2Remarque B.3 Il faut garder �a l'esprit que K donn�e par l'expression (B.6) n'est pasn�e
essairement le plus petit entier positif satisfaisant la domination (B.4). �



166 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESTh�eor�eme B.4. La somme de deux �el�ements simples s et s0 est une s�erie p�eriodique de penteasymptotique �1(s� s0) = min(�1(s); �1(s0)):Preuve : On doit 
onsid�erer deux 
as.� si �1(s) = �=� < �1(s0) = � 0=� 0 On peut dans 
e 
as r�e�e
rire la somme d'�el�ements simpless� s0 = 
nÆt(
�Æ� )� � 
n0Æt0(
�0Æ� 0)�= 
nÆt(
�Æ� )� � h
n0Æt0 � 
n0+�0Æt0+� 0 � � � �� � � � 
n0+(K�1)�0Æt0+(K�1)� 0i� 
n0Æt0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)�o�u K est donn�e par (B.6). En a

ord ave
 le lemme B.2, le dernier terme est domin�e parle reste de l'expression, il peut don
 être supprim�e. La somme d'�el�ements simples peuts'�e
rire dans 
e 
ass� s0 = K�1Mj=0 
n0+j�0Æt0+j� 0 � 
nÆt(
�Æ� )� = p00 � q00r00�qui est don
 une s�erie p�eriodique de pente �1(s� s0) = min(�1(s); �1(s0)).� si �1(s) = �=� = �1(s0) = � 0=� 0 Alors il existe k et k0 tels quepp
m(�; � 0) = k� = k0� 0 = � 00 et pp
m(�; � 0) = k� = k0� 0 = � 00:On peut alors �e
rire r� = �e� r � : : :� rk�1� (rk)� soitr� = (
�Æ� )� = �e� 
�Æ� � � � � � 
(k�1)�Æ(k�1)�� (
�00Æ� 00)�(r0)� = (
�0Æ� 0)� = �e� 
�0Æ� 0 � � � � � 
(k0�1)�0Æ(k0�1)� 0� (
�00Æ� 00)�:La somme de deux �el�ements simples de même pente asymptotique peut don
 s'�e
rires� s0 = 
nÆt(
�Æ� )� � 
n0Æt0(
�0Æ� 0)�= h
nÆt(e� 
�Æ� � � � � � 
(k�1)�Æ(k�1)� )�
n0Æt0(e� 
�0Æ� 0 � � � � � 
(k0�1)�0Æ(k0�1)� 0)i (
�00Æ� 00)� = q00r00�
e qui est �egalement une s�erie p�eriodique de pente �1(s�s0) = min(�1(s); �1(s0)) = �� =�0� 0 . 2Remarque B.5 Les r�esultats donn�es par les preuves pr�e
�edentes apparaissent �evidemmentsous forme de s�eries p�eriodiques, mais il faut remarquer que le r�esultat n'est pas n�e
essairementsous forme 
anonique puisque non n�e
essairement sous forme propre. Il 
onvient don
 ensuited'appliquer l'algorithme de repr�esentation minimale pour obtenir le r�esultat sous forme 
anon-ique. La même remarque s'applique en g�en�eral �a tous les autres algorithmes. �
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Figure B.3 : En
adrement de qr� par deux �el�ements simples : 
N0ÆT0(
�Æ� )� � qr� �
N0ÆT0+� (
�Æ� )�Th�eor�eme B.6. La somme de s�eries p�eriodiques s et s0 est une s�erie p�eriodique de pente�1(s� s0) = min(�1(s); �1(s0)):Preuve :� si �1(s) = �1(s0) Alors en posant� 00 = pp
m(�; � 0); � 00 = pp
m(�; � 0); k = pp
m(�; � 0)=�; et k0 = pp
m(�; � 0)=� 0on peut �e
rire la sommes� s0 = p� qr� � p0 � q0r0�= [p� p0℄� hq(e� : : :� r(k�1))� q0(e� : : : � r0(k0�1))i (
�00Æ� 00)�= p00 � q00(r00)�
e qui est une s�erie p�eriodique de pente �1(s� s0) = min(�1(s); �1(s0)) = �00� 00 = �� = �0� 0 .� si �1(s) < �1(s0) Si s et s0 sont sous forme 
anonique, on peut d'une part minorer qr�par un �el�ement simple mr� et majorer q0r0� par un �el�ement simple m0r0�. On a en e�etqr� = 0� �Mj=0 
NjÆTj1A (
�Æ� )� � 
N0ÆT0(
�Æ� )�mais �egalement q0r0� = 0� �0Mj=0 
N 0jÆT 0j1A (
�0Æ� 0)� � 
N 00ÆT 00+� 0(
�0Æ� 0)�(la �gure B.3 donne une interpr�etation graphique de 
es relations).Le lemme B.2 montre qu'il existe K tel que
N 00ÆT 00+� 0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)� � 
N0ÆT0(
�Æ� )�:



168 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESOn a don
 par isotonie du produit
K�0ÆK� 0q0(
�0Æ� 0)� � 
N 00ÆT 00+� 0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)� � 
N0ÆT0(
�Æ� )� � q(
�Æ� )�:La somme de deux s�eries p�eriodiques de pentes di��erentes s'�e
rit don
s� s0 = "p� p0 � "K�1Mi=0 
i�0Æi� 0# q0#� qr�= p00 � q00r00�ave
 K = max���(T 00 + � 0 � T0) + �(N0 �N 00) + ���� 0 � �� 0 � ;�N0 �N 00� 0 � ; 0� : 2B.3 Inf de s�eries p�eriodiquesLe 
al
ul de la borne inf de s�eries p�eriodiques s et s0 n�e
essite �egalement de traiter toutd'abord le 
as o�u s et s0 sont des �el�ements simples. Nous �etablissons pour 
ela un r�esultatpr�eliminaire.Proposition B.7. Soit s = mr� un �el�ement simple et un monôme 
aÆb. Alors s ^ 
aÆb est unpolynôme.Preuve : Puisque Maxin J
; ÆK est un dio��de distributifs ^ 
aÆb = 
nÆt(
�Æ� )� ^ 
aÆb= [
nÆt ^ 
aÆb℄� [
n+�Æt+� ^ 
aÆb℄� : : := Mi�0 
max(n+i�;a)Æmin(t+i�;b): (en a

ord ave
 (2.11))Pour i 2 N assez grand, par exemple tel que t+ i� � b et i � 0 
'est-�a-dire sii � max��b� t� � ; 0� ;alors on v�eri�e fa
ilementMi�max(d b�t� e;0) 
max(n+i�;a)Æmin(t+i�;b) = Mi�max(d b�t� e;0) 
max(n+i�;a)Æb = 
max(n�j�;a)Æb;ave
 j = max(d b�t� e; 0).Don
 s ^ 
aÆb = 
nÆt(
�Æ� )� ^ 
aÆb = M0�i�max(d b�t� e;0) 
max(n+i�;a)Æmin(t+i�;b)
e qui est l'expression d'un polynôme. 2



B.3. Inf de s�eries p�eriodiques 169Proposition B.8. L'inf de deux �el�ements simples s et s0 est une s�erie p�eriodique de penteasymptotique �egale �a �1(s ^ s0) = max(�1(s); �1(s0)):Preuve :� si �1(s) < �1(s0) Pour K donn�e par le lemme B.2, on peut �e
rires ^ s0 = 
nÆt(
�Æ� )� ^ 
n0Æt0(
�0Æ� 0)�= 
nÆt(
�Æ� )� ^ h
n0Æt0 � � � � � 
(K�1)�0Æ(K�1)� 0 � 
n0Æt0
K�0ÆK� 0(
�0Æ� 0)�iPuisque Maxin J
; ÆK est un dio��de distributifs ^ s0 = 24s ^ [K�1Mj=0 
n0+j�0Æt0+j� 0 ℄35� hs ^ 
n0+K�0Æt0+K� 0(
�0Æ� 0)�i= 24K�1Mj=0 (
nÆt(
�Æ� )� ^ 
n0+j�0Æt0+j� 0)35� h
n0+K�0Æt0+K� 0(
�0Æ� 0)�iLe premier membre entre 
ro
hets est, d'apr�es la proposition B.7, une somme �niede polynômes, 
'est-�a-dire un polynôme. Le r�esultat apparâ�t don
 
omme une s�eriep�eriodique de pente �1(s ^ s0) = max(�1(s); �1(s0)).Plus expli
itement, en s'appuyant sur la proposition B.7 et en posant I =max�l t0+j� 0�t� m ; 0�, le 
al
ul de la borne inf d'�el�ements simples de pentes di��erentes estdonn�e pars ^ s0 = 24K�1Mj=0 IMi=0 
max(n+i�;n0+j�0)Æmin(t+i�;t0+j� 0)35� h
n0+K�0Æt0+K� 0(
�0Æ� 0)�i :� si �1(s) = �1(s0) Soit � 00 = pp
m(�; � 0) = k� = k0� 0 et � 00 = pp
m(�; � 0) = k� = k0� 0. Onrappelle que l'on peut �e
rire(
�Æ� )� = �e� 
�Æ� � : : :� 
(k�1)�Æ(k�1)�� (
�00Æ� 00)�(
�0Æ� 0)� = �e� 
�0Æ� 0 � : : :� 
(k0�1)�0Æ(k0�1)� 0� (
�00Æ� 00)�:On peut don
 �e
rires ^ s0 = (
nÆt � � � � � 
n+(k�1)�Æt+(k�1)� )(
�00Æ� 00)�^(
n0Æt0 � � � � � 
n0+(k0�1)�0Æt0+(k0�1)� 0)(
�00Æ� 00)�= g�k�1;l�k0�1M0�g;0�l h
n+g�Æt+g� (
�00Æ� 00)� ^ 
n0+l�0Æt0+l� 0(
�00Æ� 00)�i : (B.7)Il 
onvient don
 d'�etudier le terme entre 
ro
hets qui s'�e
rit de mani�ere g�en�eralesb = 
aÆ
(
�00Æ� 00)� ^ 
bÆd(
�00Æ� 00)�:



170 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESSous l'hypoth�ese a � b, on peut r�e�e
rire sb sous la formesb = 
aÆ
[(
�00Æ� 00)� ^ 
(b�a)Æ(d�
)(
�00Æ� 00)�℄ou en
oresb = 
aÆ
 24 Mi�0;j�0
max(i�00;(b�a)+j�00)Æmin(i� 00;(d�
)+j� 00)35= 
aÆ
 24 Mi�0;j�0
i�00Æi� 00
max(0;(b�a)+j�00�i�00)Æmin(0;(d�
)+j� 00�i� 00)35 :En posant h = j � i 
e
i se r�e�e
rit don
sb = 
aÆ
 24 Mi�0;h��i 
i�00Æi� 00
max(0;(b�a)+h�00)Æmin(0;(d�
)+h� 00)35 : (B.8)Notons d'une part que0Mh=�i 
max(0;(b�a)+h�00)Æmin(0;(d�
)+h� 00) = 
max(0;b�a)Æmin(0;d�
) = 
0Æmin(0;(d�
))puisque b� a � 0, et d'autre part, en posant H = d 
�d� 00 e, on peut �e
rireMh�H 
max(0;(b�a)+h�00)Æmin(0;(d�
)+h� 00) = 
max(0;(b�a)+H�00)Æ0puisque (d� 
) +H� 00 � 0.L'expression (B.8) de sb peut don
 �nalement s'�e
rire 
omme une somme �nie d'�el�ementssimples sb = 
aÆ
( HMh=0 
max(0;(b�a)+h�00)Æmin(0;(d�
)+h� 00))(
�00Æ� 00)�qui est une s�erie p�eriodique d'apr�es le th�eor�eme B.4. Finalement, l'expression (B.7) s^ s0apparâ�t 
omme une somme �nie de s�eries p�eriodiques qui est une s�erie p�eriodique de pente�1(s ^ s0) = max(�1(s); �1(s0)).En r�esum�e, si s et s0 sont des �el�ements simples de même pente, leur borne inf se 
al
ulepar l'expression suivantes ^ s0 = k0�1Ml=0 k�1Mg=0 HMh=0 
max(a;b+h�00)Æmin(
;d+h� 00)(
�00Æ� 00)�ave
 � 00 = pp
m(�; � 0)� 00 = pp
m(�; � 0)k = � 00=� et k0 = � 00=� 0si (n+ g� � n0 + l� 0) alors (a; 
) = (n+ g�; t+ g�) et (b; d) = (n0 + g� 0; t0 + g� 0)sinon (a; 
) = (n0 + g� 0; t0 + g� 0) et (b; d) = (n+ g�; t+ g�):



B.4. Produit de s�eries p�eriodiques 1712Proposition B.9. L'inf de deux s�eries p�eriodiques s et s0 est une s�erie p�eriodique de penteasymptotique �1(s ^ s0) = max(�1(s); �1(s0)):Preuve : s ^ s0 = (p� qr�) ^ (p0 � q0r0�)= (p ^ p0)� (p ^ q0r0�)� (qr� ^ p0)� (qr� ^ q0r0�):On remarque rapidement que les trois premiers termes entre parenth�eses sont des polynômes etle dernier peut se r�e�e
rire qr� ^ q0r0� = �Mi=0 �0Mi0=0(
NiÆTir� ^ 
N 0i0 ÆT 0i0 r0�)Ce qui est, d'apr�es la proposition B.8, une somme �nie de s�eries p�eriodiques de pente asympto-tique �egale au max(�1(s); �1(s0)). 2B.4 Produit de s�eries p�eriodiquesTh�eor�eme B.10. Soit s = 
nÆt(
�Æ� )� et s = 
n0Æt0(
�0Æ� 0)� deux �el�ements simples. Le produits
 s0 est une s�erie p�eriodique de pente asymptotique�1(s
 s0) = min(�1(s); �1(s0)):Preuve :� si �1(s) < �1(s0) alors selon le lemme B.2, il existe K tel quer0Kr0� � r�: (B.9)Soit, par isotonie du produit, r0Kr0�r� � r�r� = r�. On peut �e
rire r�r0� = r�(e � r0 �� � � � r0(K�1) � r0Kr0�) qui, d'apr�es (B.9), se simpli�e enr�r0� = r�(e� r0 � � � � � r0(K�1)):Le produit d'�el�ements simples de pentes di��erentes s'exprime simplement
nÆt(
�Æ� )� 
 
n0Æt0(
�0Æ� 0)� = 
n+n0Æt+t0 �e� 
�0Æ� 0 � � � � � 
(K�1)�0Æ(K�1)� 0� (
�Æ� )�ave
 K = max�� ���� 0 � �� 0� ; 0� :



172 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMES� si �1(s) = �1(s0) Alors, en posant � 00 = pp
m(�; � 0) = k� = k0� 0 et � 00 = pp
m(�; � 0) =k� = k0� 0, on a r� = [e� � � � � r(k�1)℄(r00)�r0� = [e� � � � � r0(k0�1)℄(r00)�Le produit d'�el�ements simples de même pente s'exprime don
s
 s0 = 
n+n0Æt+t0 [e� � � � � r(k�1)℄
 [e� � � � � r0(k0�1)℄(r00)�= q00r00�: 2Th�eor�eme B.11. Le produit de s�eries p�eriodiques est une s�erie p�eriodique de pente asympto-tique �1(s
 s0) = min(�1(s); �1(s0))Preuve : Le produit de s�eries p�eriodiques s'�e
rits
 s0 = [p� qr�℄
 [p0 � q0r0�℄= pp0 � pq0r0� � p0qr� � qq0r�r0�:Le 
al
ul de 
ette derni�ere expression se d�eduit dire
tement du produit d'�el�ements simples (pourle produit r�r0�) et de la somme de s�eries p�eriodiques. 2B.5 R�esidu�ee de s�eries p�eriodiquesNous formulons i
i l'algorithme permettant de 
al
uler la r�esidu�ee s0 Æns lorsque s et s0 sontdes s�eries p�eriodiques donn�ees sous forme 
anonique.Avant même d'�etablir le r�esultat, on peut rapidement analyser les points 
l�es de 
e 
al
ul.Soit s = p � qr� et s0 = p0 � q0r0� deux s�eries p�eriodiques. On peut donner expli
itementl'expression de la r�esidu�ee en s'appuyant pour 
ela sur les r�esultats exprim�es par le th�eor�eme1.95 s0 Æns = (p0 � q0r0�) Æn(p� qr�) ( d'apr�es (1.46))= p0 Æn(p� qr�) ^ (q0r0�) Æn(p� qr�)= ( M0�i��0 
n0iÆt0i) Æn(p� qr�) ^ (( M0�j��0 
N 0jÆT 0j )r0�) Æn(p� qr�)= 24 ^0�i��0 
�n0iÆ�t0is35 ^ 24 ^0�j��0 
�N 0jÆ�T 0j (r0� Æns)35 : (B.10)Le probl�eme prin
ipal r�eside dans le 
al
ul de r0� Æns puisque 
e terme peut s'�e
rire �egalementr0� Æns = ĵ�0 r0�js = î�0 
�i�0Æ�i� 0s;
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e qui apparâ�t 
omme la borne inf d'une in�nit�e de s�eries p�eriodiques de même pente asymp-totique.Lorsque �1(s) � �1(s0), on montre que r0� Æns repr�esente la borne inf d'un nombre �nide s�eries p�eriodiques 
e qui est, par 
ons�equent, une s�erie p�eriodique. Une fois r�esolue 
ettediÆ
ult�e, l'expression de s0 Æns apparâ�t alors 
omme la borne inf d'un nombre �ni de s�eriesp�eriodiques.Plusieurs �etapes sont n�e
essaires pour �etablir 
e r�esultat.Proposition B.12. Si K � max �� t��t0� 0 � ; �N0�n0�0 �� alors s ^ r0�Ks = s ^ r0�Kqr�.Preuve : Puisque Maxin J
; ÆK est distributif,s ^ r0�Ks = (p ^ r0�Kp)� (qr� ^ r0�Kp)� (s ^ r0�Kqr�):D'une part, si K � max �� t��t0� 0 � ; �n��n0�0 �� alorsp ^ r0�Kp = �Mi=0 �Mj=0 
max(ni;nj�K�0)Æmin(ti ;tj�K� 0)= �Mi=0 �Mj=0 
niÆtj�K� 0= 
n0Æt��K� 0:D'autre part, si K � max �� t��t0� 0 � ; �n��n0�0 �� alors, puisque (N0; T0) > (n�; t�)qr� ^ r0�Kp = M0�h �Mj=0 �Mi=0 
max(Nj+h�;ni�K�0)Æmin(Tj+h�;ti�K� 0)= M0�h �Mj=0Mi=0 �
Nj+h�Æti�K� 0= 
N0Æt��K� 0 :Soit, pour K � max �� t��t0� 0 � ; �n��n0�0 ��, puisque 
n0Æt��K� 0 � 
N0Æt��K� 0 et t0 � t� �K� 0on retrouve s ^ r0�Ks = 
n0Æt��K� 0 � (s ^ r0�Kqr�)= (
n0Æt��K� 0 � s) ^ (
n0Æt��K� 0 � r0�Kqr�)= s ^ (
n0Æt��K� 0 � r0�Kqr�):De plus, on peut �e
rire(
n0Æt��K� 0 � r0�Kqr�) = 
n0Æt��K� 0 � r0�Kq � r0�Kr+ave
 r0�Kq = 
N0�K�0ÆT0�K� 0 � 
N1�K�0ÆT1�K� 0 � � � �



174 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESOr, pourK assez grand on v�eri�e N0�K� 0 � n0 et de plus on a T0�K� 0 � t��K� 0 
'est-�a-dire
n0Æt��K� 0 � 
N0�K�0ÆT0�K� 0 :En prenant K � �N0�n0�0 � on v�eri�e don
(
n0Æt��K� 0 � r0�Kq) = r0�Kqet don
 par 
ons�equent (
n0Æt��K� 0 � r0�Kqr�) = r0�Kqr�:Finalement, pourK � max�� t� � t0� 0 � ;�n� � n0� 0 � ;�N0 � n0� 0 �� = max�� t� � t0� 0 � ;�N0 � n0� 0 ��on v�eri�e s ^ r0�Ks = s ^ r0�Kqr� 2Proposition B.13. Si �=� � � 0=� 0, pour K � pp
m(�; � 0)=� 0 on v�eri�e qr� � r0�Kqr�.Preuve : Si on montre qu'il existe K tel quer� � r0�Kr�; (B.11)par isotonie du produit et pour 
e même K l'in�egalit�e qr� � r0�Kqr� sera �egalement v�eri��ee.Or l'in�egalit�e (B.11) est v�eri��ee si il existe K tel queMi�0 
i�Æi� �Mj�0 
j��K�0Ce
i est �equivalent �a 8i 2 N;9j 2 N tel que ( j� �K� 0 � i�j� �K� 0 � i�Ce
i peut �egalement se r�e�e
rire8i 2 N; 9j 2 N tel que (j � i)� 0� � K� 0� 0 � (j � i)�� 0Sous l'hypoth�ese �=� � � 0=� 0 
ette expression est v�eri��ee pour K assez grand. En parti
ulier,on remarque que j = i+ 1 v�eri�e 
ette in�egalit�e si K = pp
m(� 0�; � 0� 0)=(� 0� 0) = pp
m(�; � 0)=� 0.2Proposition B.14. Si �=� � � 0=� 0 alors Vj�0 r0�js = j=K1�1Vj�0 r0�js^ j=K1+K2�1Vj�K1 r0�jqr� o�u K1 =max �� t��t0� 0 � ; �N0�n0�0 �� et K2 = pp
m(�; � 0)=� 0.



B.5. R�esidu�ee de s�eries p�eriodiques 175Preuve : Si K � K1 alors d'apr�es la proposition B.12 on as ^ r0�Ks = s ^ r0�Kqr�soit ĵ�0 r0�js = K1�1ĵ�0 r0�js ^ ^j�K1 r0�jqr�:De plus, si K � K2 alors d'apr�es la proposition B.13r0�Kqr� � qr�;don
 par isotonie du produit on a �egalement pour tout n 2 Nr0�(K2+K1+n)qr� � r0�(K1+n)qr�;
e qui 
onduit �a l'�egalit�e suivantêj�K1 r0�jqr� = K2+K1�1^j�K1 r0�jqr�:Finalement, sous l'hypoth�ese �=� � � 0=� 0 on a don
ĵ�0 r0�js = j=K1�1ĵ�0 r0�js ^ j=K1+K2�1^j�K1 r0�jqr�: 2Th�eor�eme B.15. Soit s et s0 deux s�eries p�eriodiques. Si �1(s) > �1(s0) alors s0 Æns = ". Sinons0 Æns est une s�erie p�eriodique de pente �1(s0 Æns) = �1(s). L'algorithme de 
al
ul de 
ette s�erieest s0 Æns = p0 Æns ^ (q0r0�) Ænsave
 p0 Æns = �0̂j=0 
�n0j�t0js (B.12)(q0r0�) Æns = � 0̂i=00�
�N 0i�T 0i 0�j=K1�1ĵ�0 r0�js ^ j=K1+K2�1^j�K1 r0�jqr�1A1A (B.13)ave
 K1 = max �� t��t0� 0 � ; �N0�n0�0 �� et K2 = pp
m(�; � 0)=� 0.Preuve : Les expressions (B.12) et (B.13) sont simplement une r�e�e
riture de (B.10) ens'appuyant sur le r�esultat de la proposition B.14 pour l'expression de r0� Æns lorsque �1(s) ��1(s0).Lorsque �1(s) > �1(s0), " est la seule solution de l'in�equation s0 
 x � s. 2



176 ANNEXE B. ALG�EBRE DES S�ERIES P�ERIODIQUES : ALGORITHMESB.6 Etoile d'une s�erie rationnelleL'�etoile de Kleene d'une s�erie p�eriodique se ram�ene fa
ilement �a des produits de s�eries. Ene�et, puisque Maxin J
; ÆK est 
ommutatif et en a

ord ave
 des r�esultats du th�eor�eme 1.88 onobtient s� = (p� qr�)�= p� 
 (qr�)�= p�(e� q(q � r)�)En reprenant les notations (B.1) et (B.2),s� = �Oi=0 (
niÆti)�(e� q0� �Oj=0(
Nj ÆTj )�1A (
�Æ� )�):Si s est rationnelle, don
 p�eriodique et 
ausale, alors s� apparâ�t 
omme un nombre �ni deproduits de s�eries p�eriodiques et peut don
 se 
al
uler �a partir des algorithmes pr�e
�edents.Remarque B.16 Si s est p�eriodique mais non 
ausale, alors l'�etoile de la s�erie n'est pasn�e
essairement p�eriodique au sens de la d�e�nition 2.35. Par exemple, pour s = 
�1Æ�1 �
2Æ2(
Æ)�, on trouve s� = (
�1Æ�1)�(
Æ)� qui ne peut se ramener sous la forme d'une s�eriep�eriodique. �B.7 Con
lusionLes 
al
uls sur les s�eries rationnelles sont fort utiles lors de la synth�ese de 
orre
teurs trait�eedans le 
hapitre 3. A notre 
onnaissan
e, les algorithmes donn�es i
i sont, �a 
e jour, les seulsmoyens dont on dispose pour la manipulation de s�eries rationnelles.Ces algorithmes ne sont n�eanmoins pas tr�es eÆ
a
es. En e�et, si la repr�esentation p�eriodiquea l'avantage de permettre de d�e
ider l'�egalit�e, elle a l'in
onv�enient de ne pas être tr�es "
on
ise".Notamment, 
ertains GET peuvent g�en�erer des ph�enom�enes transitoires de tr�es grande taille;il suÆt de mettre la somme 
2(
Æ10)� � Æ2(
Æ9)� sous forme p�eriodique minimale pour s'en
onvain
re (le transitoire 
ontient 20 monômes).Il semblerait don
 plus judi
ieux de passer �a d'autres formes de repr�esentation des s�eriesrationnelles. Gaubert �evoque dans sa th�ese [Gaubert, 1992℄ la possibilit�e d'une d�e
ompositionen �el�ements simples. Il 
onvient dans 
e 
as d'a

epter le fait qu'une telle repr�esentation peutne pas être unique.



Annexe CSimulations du syst�eme Kanbandynamique
C.1 Introdu
tionLa premi�ere partie du 
hapitre 4 a �et�e 
onsa
r�ee �a une �etude d�eterministe de 
ertains syst�emes�a 
ux tir�es repr�esentables par des GET stationnaires. On a montr�e qu'il �etait possible de mo-di�er, plus exa
tement d'a

rô�tre au sens du dio��de, le feedba
k de 
haque �etage de produ
tiond'une ligne mono-entr�ee mono-sortie sans d�egrader le transfert entre la 
onsigne de sortie y
 etla sortie y. Cela signi�e que pour un syst�eme de produ
tion dont les temporisations (temps detraitement, d�elais de transport : : : ) sont 
onstantes, il est possible de mettre en oeuvre unegestion des ordres de produ
tion d�e
len
hant plus tardivement les lan
ements en produ
tion touten 
onservant les mêmes performan
es entr�ee-sortie. De plus, 
ette gestion est repr�esentable parun GET, 
'est-�a-dire qu'elle peut être mise en oeuvre sous forme de r�e
urren
es (max,+) lin�eaire.Nous proposons dans 
ette anexe d'analyser les performan
es de 
es syst�emes modi��es dansun environnement sto
hastique. Pour 
ela, nous rappelons �gure C.1 le mod�ele de type GETd'une 
ellule de produ
tion d'une ligne Kanban Classique ainsi que le mod�ele de la 
ellule pourlaquelle on applique la gestion 
al
ul�ee par le r�esultat de la proposition 4.7. Dans un sou
ide 
on
ision, nous appelerons par la suite Kanban Dynamique 
ette modi�
ation de la gestionKanban.Pour les syst�emes d�eterministes, l'int�erêt du Kanban Dynamique par rapport au Kanban Clas-sique est tr�es 
lair; l'ajout de la dynamique sur 
ha
un des feedba
ks assure un d�e
len
hementplus tardif (ou �egal) des lan
ements en produ
tion dans 
haque �etage pour une sortie �equivalente.Le Kanban Dynamique 
onduit don
 �a une diminution des en-
ours pour des performan
esentr�ee-sortie �egales �a 
elles du Kanban Classique.Nous 
her
hons �a �evaluer i
i l'int�erêt du Kanban Dynamique, en le 
omparant au KanbanClassique, lorsque le syst�eme g�er�e n'est pas d�eterministe, 
'est-�a-dire lorsque le GET qui lerepr�esente n'est pas stationnaire. En e�et, on sait que dans un 
ontexte manufa
turier, lestemps de traitement et les temps de transport n'ont que rarement des valeurs �xes. Nous allonsdon
 
her
her �a �evaluer, par simulation, 
omment se 
omporte la gestion Kanban Dynamiquesur un GET dont les temporisations suivront des lois statistiques.
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Figure C.1 : Cellule de produ
tion g�er�ee en Kanban Classique et ave
 Kanban DynamiqueLe syst�eme �etudi�e par simulation sera une ligne de produ
tion mono-produit 
omportantdeux 
ellules de produ
tion SISO en s�erie.La loi g�en�erale prise pour d�e
rire le temps de traitement d'une ma
hine sera de typeti = timin +�ti (C.1)o�u timin 
orrespond �a un temps te
hnologique minimal in
ompressible (non nul),�ti sera une variable al�eatoire d�e
rivant l'impossibilit�e statistique que la ma
hine fon
tionne�a son temps minimal, 
e
i en raison des pannes �eventuelles, des 
hangements d'outils : : :Pour les simulations, le temps timin sera une 
onstante et �ti sera une variable al�eatoiresuivant une distribution exponentielle dont la moyenne pourra être modi��ee d'une simulation �al'autre.La synth�ese des feedba
ks est i
i e�e
tu�ee �a partir du mod�ele du syst�eme dans son fon
tion-nement id�eal, 
'est-�a-dire 
elui pour lequel les temps de traitement des ma
hines sont timin. Cemod�ele d�eterministe revient simplement �a 
onsid�erer le syst�eme dans son fon
tionnement opti-mal, sa
hant que les al�eas ne peuvent que d�egrader les performan
es du syst�eme par rapport �a
e fon
tionnement optimal. Ce mod�ele sera d'autant plus �eloign�e du 
omportement du syst�emeque les variations des temporisations �ti seront importantes.Pour le syst�eme Kanban d�e
rit pr�e
�edemment, la 
omparaison va don
 porter sur les syst�emesd�e
rits �gure C.2. En e�et, en l'absen
e d'al�eas, 
'est-�a-dire �ti = 0, la 
ellule de produ
tionnum�ero i poss�ede un transfert �egal �a hi = Ætimin (
niÆtimin )� et son feedba
k est fi = 
Ki .La proposition 4.7 indique que, pour 
e syst�eme, le feedba
k f̂i = 
Ki(
niÆtimin )� 
onserve letransfert entr�ee-sortie de la ligne dans sa globalit�e. Nous allons 
her
her �a �evaluer par simulation
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Figure C.2 : Comparaison Kanban Classique ave
 Kanban Dynamique pour des GET nonstationnairessi 
ette propri�et�e est 
onserv�ee lorsque les temporisations sont variables suivant la loi d�e
rite en(C.1).C.2 Simulations sur une ligne Kanban deux 
ellulesPour 
ette phase de simulations, les syst�emes 
ompar�es sont d�e
rits �gure C.3.Nous 
omparons deux syst�emes 
onstitu�es de deux 
ellules en s�erie, 
ha
une de 
es 
ellulesdisposant d'une ma
hine de 
apa
it�e 2 pi�e
es et de temps de traitement minimal �egal �a 3 u.t.(t1min = t2min = 3). Les simulations seront r�ealis�ees pour �ti suivant une loi exponentielle demoyenne �i. De même, les traje
toires de tir de la 
onsigne y
 seront 
ara
t�eris�ees par un tempsinter-arriv�ee suivant une loi exponentielle de moyenne �.Les simulations donn�ees i
i ont �et�e r�ealis�ees ave
 le logi
iel MATLAB en programmant lesr�e
urren
es (max,+) d�e
rites par les dateurs asso
i�es aux GET de la �gure C.3.Comparaison du 
omportement interne des deux syst�emes Le premi�ere simulation apour obje
tif de pr�esenter la di��eren
e de 
omportement interne du Kanban Classique et duKanban Dynamique en observant le temps de s�ejour dans les pla
es d'entr�ee et de sortie de
ha
une des 
ellules.Pour 
ela, nous 
onsid�erons des syst�emes d�eterministes pour lesquels les temporisations t1et t2 sont �xes et �egales �a 3 u.t.. Le taux de produ
tion est de 2/3 pi�e
e/u.t. pour les deuxsyst�emes. Nous appliquons une même 
onsigne y
 aux deux syst�emes pour laquelle le tempsinter-arriv�ee suit une loi exponentielle de moyenne �egale �a 1.87 u.t., 
'est-�a-dire que le taux dela demande 
orrespond �a 80% du taux maximal du syst�eme.
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Figure C.3 : Simulation sur des syst�emes non d�eterministesUP1 FP1 UP2 FP2Kan. Class. 1.95 4.37 1.95 4.38Kan. Dyn. 0 6.33 0 4.38Table C.1 : Temps de s�ejour dans les sto
ks d'entr�ee et de sortie des 
ellules 1 et 2Pour 
ette 
onsigne, sous l'hypoth�ese que l'entr�ee v n'est pas 
ontraignante (
.-�a-d. que lesto
k de mati�ere premi�ere est suÆsant pour r�epondre �a la demande), le Kanban Classique etle Kanban Dynamique donnent la même sortie y puisqu'il s'agit de syst�emes d�eterministes. Enrevan
he, pour les deux syst�emes la sortie y a

use un retard moyen/pi�e
e, par rapport �a la
onsigne y
, de 0.75 u.t.. La di��eren
e entre les deux syst�emes 
on
erne �evidemment les datesde lan
ement en produ
tion. L'entr�ee dans la 
ellule 1 pour le Kanban Dynamique a lieu enmoyenne 1.95 u.t. apr�es l'entr�ee dans la 
ellule 1 pour le Kanban Classique. On rappelle quel'on peut �evidemment 
omparer les deux syst�emes puisqu'il sont soumis exa
tement �a la même
onsigne.Le tableau C.1 r�esume les prin
ipaux temps de s�ejour moyens (en u.t.) des jetons dans lessto
ks d'entr�ee et de sortie des 
ellules de 
ha
un des syst�emes.Il faut souligner, 
e
i se v�eri�e �egalement lorsque les temps ti sont al�eatoires, la di��eren
e de
omportement interne entre les deux lignes de produ
tion. La di��eren
e r�eside prin
ipalementdans la lo
alisation des jetons dans le GET, 
'est-�a-dire des pi�e
es dans le syst�eme. Le KanbanDynamique tend �a �eviter que des pi�e
es n'attendent inutilement dans le sto
k d'entr�ee d'une
ellule la lib�eration d'une ma
hine. Il n'autorise l'entr�ee d'une pi�e
e dans le 
ellule que lorsquela 
ellule est en mesure de la produire. C'est pourquoi les pla
es UP1 et UP2 sont 
onstammentvides pour le Kanban Dynamique dans le 
as d�eterministe.Comparaison des deux syst�emes pour plusieurs valeurs moyennes de �ti et plusieurstaux de demande di��erents Nous regardons i
i dans quelle mesure l'a
tion du Kanban



C.2. Simulations sur une ligne Kanban deux 
ellules 181�n� 0% 2% 4% 8% 16% 25% 33% 50%85% 13,7 10,5 8 5,2 2,9 1,9 1,3 0,780% 11 8,7 7 4,9 2,9 1,9 1,3 0,775% 8,1 6,8 5,8 4,4 2,7 1,8 1,3 0,770% 5,9 5,4 4,8 3,6 2,4 1,6 1,1 0,665% 4,1 4,1 3,6 2,8 2 1,4 1 0,6Table C.2 : Pour
entage du temps de s�ejour gagn�e par le Kanban Dynamique/Kanban Clas-sique en fon
tion du niveau de la demande et des variations des temporisations par rapport auxtemporisations minimalesDynamique reste signi�
ative par rapport au Kanban Classique lorsque les temps de traitementsont al�eatoires. Pour 
e faire, nous 
omparons les deux lignes pour plusieurs valeurs moyennesde �ti et plusieurs niveaux de la demande. Pour toutes les simulations e�e
tu�ees, les sortiesdes deux syst�emes pour une même demande y
 sont identiques. La seule di�f�eren
e r�eside don
dans la date d'entr�ee dans le syst�eme.Nous rappelons que �ti suit une loi de distribution exponentielle de moyenne �i et le tempsinter-arriv�ee des demandes suit une loi de distribution exponentielle de moyenne �.Le tableau C.2 donne la diminution du temps de s�ejour moyen r�ealis�ee par le Kanban Dy-namique par rapport au Kanban Classique. La valeur est donn�ee en pour
entage du temps des�ejour moyen du Kanban Classique. Cette diminution du temps de s�ejour est donn�ee en fon
tionde � et � (en pour
entage):� � = �itimin �100 donne une information sur la variation des temporisations par rapport �a latemporisation minimale. Si � = 50% 
ela signi�e que les temporisations sont en moyenne�egales �a 32 timin.� � = taux de la demandetaux de produ
tion maximum repr�esente la fa�
on dont le syst�eme est solli
it�e. Si � = 80%,le taux de la demande (exponentielle) est �egal �a 80% du taux de produ
tion maximum dusyst�eme.Pour le syst�eme d�eterministe (� = 0%) et pour un niveau de demande �equivalent �a 80%du taux de produ
tion maximal du syst�eme, le Kanban Dynamique r�eduit le temps de s�ejourdes pi�e
es de 13,7%. Pour 
e même niveau de demande, mais pour des temporisations qui sonten moyenne 4% plus �elev�ees que timin, la r�edu
tion du temps de s�ejour par rapport au Kanban
lassique n'est plus que de 8%.L'analyse de 
es r�esultats est 
laire. Le syst�eme Kanban Dynamique 
onserve un int�erêt parrapport au Kanban Classique dans la mesure o�u la demande est assez forte par rapport �a la
apa
it�e maximale du syst�eme et o�u la variation des temps de traitement �ti est faible parrapport au temps timin utilis�e pour le 
al
ul du feedba
k. Toutefois il faut noter que le KanbanDynamique ne d�egrade jamais les performan
es du syst�eme.
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R�esum�eLes Graphes d'Ev�enements Temporis�es (GET) forment une sous-
lasse des R�eseaux de Petri(RdP) dont le 
omportement �ev�enementiel/temporel peut être d�e
rit par des �equations lin�eairesnotamment dans l'alg�ebre (max,+). Leur �etude rel�eve de 
e que l'on appelle 
ommun�ement lath�eorie des syst�emes lin�eaires dans les dio��des qui pr�esente de grandes analogies de forme ave
la th�eorie des syst�emes lin�eaires 
ontinus.Nous abordons dans 
e m�emoire le probl�eme de synth�ese de 
orre
teur, pour les GET, dans unobje
tif d'atteinte de mod�ele de r�ef�eren
e. Ce probl�eme peut être d�e
rit de la mani�ere suivante:partant d'un GET (syst�eme nominal) dont on 
onnâ�t le 
omportement entr�ee-sortie (matri
ede transfert), on se �xe un 
omportement de r�ef�eren
e (mod�ele de r�ef�eren
e) que l'on 
her
he�a atteindre d'aussi pr�es que possible grâ
e �a un 
orre
teur lin�eaire des
riptible par un GET.Plusieurs stru
tures de 
orre
tion sont propos�ees n�e
essitant la synth�ese de pr�e
ompensateursou de 
orre
teurs feedba
k.Ensuite, le probl�eme de 
al
ul de 
orre
teurs (notamment feedba
k de sortie) trouve desappli
ations en gestion de produ
tion dans la re
her
he d'am�eliorations de m�ethodes de gestion�a 
ux tir�es existantes (syst�eme Kanban et Kanban G�en�eralis�e), ainsi que dans la re
her
hede 
orre
teurs stabilisants, 
'est-�a-dire limitant la taille des sto
ks internes d'un syst�eme deprodu
tion.Mots 
l�es : graphes d'�ev�enements temporis�es, dio��des, alg�ebre (max,+), poursuite demod�ele, synth�ese de feedba
ks, syst�eme Kanban.Abstra
tTimed Event Graphs (TEG) form a sub
lass of Petri nets (PN) whose event/timed behavior
an be des
ribed by linear equations in parti
ular in (max,+) algebra. Their study 
on
ernswhat one 
ommonly 
alls linear system theory in dioids whi
h presents great analogies of formwith the 
lassi
al linear system theory.In this report, we ta
kle the problem of 
ontroller synthesis, for TEG, in an obje
tive ofreferen
e model mat
hing. This problem 
an be des
ribed in the following way: taking a TEG(nominal system) of whi
h one knows the input-output behavior (transfer matrix), one tries tomat
h a given referen
e model as 
losely as possible, thanks to a linear 
ontroller des
ribable bya TEG. Several stru
tures of 
ontrol are proposed, they require the synthesis of pre
ompensatorsor feedba
k 
ontrollers.Then, the problem of 
ontroller synthesis (in parti
ular output feedba
k) �nd some appli
a-tions in produ
tion 
ontrol in order to improve some existing pull 
ow 
ontrol methods (Kanbanand Kanban Generalized method), as in the sear
h of stabilizing 
ontrollers, i.e. that limit thesize of internal sto
k of a manufa
turing system.Keywords : timed event graphs, dioids, (max,+) algebra, model mat
hing, feedba
ksynthesis, Kanban system


