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R�esum�e|Les syst�emes �a �ev�enements discrets sont soumis �a
des perturbations telles les d�efaillances qui interrompent le
fonctionnement habituel du syst�eme et r�eduisent les capa-
cit�es de pr�ediction et de commande de la future �evolution
du syst�eme. Sous l'hypoth�ese d'un fonctionnement normal,
les processus mod�elis�es par un graphe d'�ev�enements tempo-
ris�e peuvent être repr�esent�es par un mod�ele lin�eaire dans
l'alg�ebre (max,+). La connaissance du mod�ele et des condi-
tions initiales nous permettent de caract�eriser le vecteur
d'�etat par une it�eration directe de l'�equation d'�etat mais les
perturbations peuvent g�en�erer une mauvaise d�etermination
de ce vecteur et ainsi d'empêcher le contrôle du processus.
L'objectif de ce papier est de proposer une estimation d'�etat
en utilisant, non la th�eorie de la r�esiduation mais l'�etoile de
Kleene.

Mots-cl�es|Syst�eme dynamique �a �ev�enements discrets, Per-
turbation, Estimation, Pr�ediction, Commande.

I. INTRODUCTION

Un grand nombre de processus peuvent être d�ecrits
par un mod�ele dynamique �a �ev�enements discrets comme
les ateliers 
exibles, les syst�emes multiprocesseurs ou les
r�eseaux de transport. Ils se caract�erisent en particulier par
le s�equencement et la r�ep�etition de tâches identiques. Parmi
les di��erents formalismes, les r�eseaux de Petri jouent un
rôle important, pr�esentant la caract�eristique d'être un ou-
til �a la fois graphique et math�ematique de mod�elisation.
Int�egrant explicitement le temps, la classe des graphes
d'�ev�enements temporis�es joue un rôle important en raison
de son comportement d�eterministe. L'�evolution du syst�eme
est d�ecrite par des �equations lin�eaires d�e�nies sur un dio��de.
L'interpr�etation de chaque variable est par exemple, pour
les dateurs dans l'alg�ebre (max,+) que chaque variable
xi(k) repr�esente la date du ki�eme tir de la transition xi ;
� correspond �a l'op�eration maximum tandis que l'addition
usuelle joue le rôle de la multiplication qui est not�ee 
.
Dans le dio��de (max,+), le mod�ele peut être repr�esent�e par
une forme d'�etat classique o�u le contrôle u, la sortie y et
l'�etat x sont d�e�nis sur < [ f�1g.
x(k) = A
 x(k � 1)�B 
 u(k)
y(k) = C 
 x(k)
Par exemple, le tir de la transition ui dans le syst�eme

de production signi�e qu'un objet est donn�e au processus
pour être transform�e. Le tir de la transition yi signi�e que
la fabrication d'un objet vient d'être termin�ee.
Supposons que certains �ev�enements puissent être

d�esign�es comme contrôlables, ou en d'autres termes que le
tir des transitions correspondantes peut être retard�e jus-
qu'�a une certaine date not�ee ui(k) ceci par un syst�eme
de supervision. Supposons que nous d�esirions ralentir le
syst�eme de mani�ere qu'aucun �ev�enement ne puisse arriver
plus tard qu'une s�equence de dates Z. Il peut être prouv�e

que, pour le syst�eme pour lequel les �equations du type da-
teur donnent la solution minimale (solution au plus tôt),
la plus grande solution (solution au plus tard) est donn�ee
explicitement par les �equations r�ecursives appel�ees " back-
ward " o�u le co-vecteur joue le rôle du vecteur d'�etat.
Les �equations d'�etat et les �equations r�ecursives donnent

respectivement les dates au plus tôt et au plus tard des
tâches. La di��erence entre le co-�etat et l'�etat repr�esente le
temps disponible pour le tir des transitions. L'existence
d'une di��erence n�egative empêche le respect des dates
d�esir�ees. Cette approche exige donc la connaissance des
valeurs du vecteur d'�etat. La connaissance des conditions
initiales et du syst�eme nous permettent de caract�eriser le
vecteur d'�etat par une it�eration directe de l'�equation d'�etat.
Cependant, cette approche doit partir d'un �etat connu et
ignore les in�evitables erreurs de mod�elisation, produites par
les perturbations suivantes :
- la nature physique mais aussi humaine du processus

entrâ�ne une variation des temporisations.
- le processus est soumis �a des d�efaillances qui doivent

être trait�ees et qui sont donc �egalement �a l'origine de va-
riations des temporisations. Les principales �etapes de la
surveillance sont la d�etection, l'isolation, le diagnostic et la
recon�guration.
- un des rôles de la maintenance est de pr�evenir les

pannes (maintenance pr�edictive). Cette op�eration se tra-
duit �egalement par une perturbation de la production.
Ces perturbations peuvent être quali��ees d'internes par

opposition aux perturbations externes comme les variations
de consignes ou de l'approvisionnement du syst�eme en pro-
duits et pi�eces. Ces perturbations internes produisent des
variations du mod�ele ou même des ruptures de la descrip-
tion du mod�ele ce qui peut être �a l'origine d'une mauvaise
d�etermination du vecteur d'�etat. Replac�e dans un contexte
g�en�eral, le probl�eme est :
- d'estimer les valeurs pass�ees de l'�etat �a partir des va-

leurs connues de l'entr�ee et de la sortie, ce qui est l'objet
de cette �etude
- de calculer les dates au plus tard des tirs des transitions

d'entr�ee de mani�ere que les tirs des sorties arrivent au plus
tard avant les dates d�esir�ees

- de pr�edire la future �evolution de la sortie et de v�eri�er
l'optimum de la commande.

Le mod�ele est suppos�e connu et invariant �a partir d'un
num�ero d'�ev�enement not�e ks. L'�equation d'�etat ou une
forme analogue est donc utilisable pour k � ks.
Le papier est structur�e de la mani�ere suivante : nous

donnons d'abord, les notations et quelques r�esultats d�ej�a
�etablis [BACCE 92] ; la seconde partie concerne l'estima-



tion �a partir de l'�etoile de kleene.

II. Pr�eliminaires

Un mono��de est un couple (S;�) o�u l'op�eration � est as-
sociative et pr�esente un �el�ement neutre. Un semi-anneau
S est un triplet (S;�;
) o�u (S;�) et (S;
) sont des
mono��des, � est commutatif, 
 est distributif relativement
�a � et l'�el�ement z�ero de � est l'�el�ement absorbant de 
.
Un dio��de D est un semi-anneau idempotent. Remarquons
que, contrairement aux structures de groupe et d'anneau,
le mono��de et le demi-anneau n'ont pas de propri�et�e de
sym�etrie sur S.
L'ensemble < [ f�1g muni de l'op�eration maximum

not�ee � et de l'addition not�ee 
 est habituellement ap-
pel�e alg�ebre (max,+) et est un exemple de dio��de. Nous
avons : <max = (< [ f�1g;�;
) avec
a� b = max(a; b) ; " = �1 est l'�el�ement neutre pour �
a
 b = a+ b ; e = 0 est l'�el�ement identit�e de 

a� a = a (idempotence de �)
a
 " = "
 a = " (�el�ement absorbant ")
Par la suite a 
 b pourra être not�e a:b ou simplement ab

. On rappelle que dans la notation (max;+), [Ci;j ]

(�1) =

�[Ci;j ] avec le signe moins ordinaire.
La somme et le produit des matrices op�erent comme dans

l'alg�ebre usuel :

(A� B)ij = Aij � Bij

(A
 B)ij =

nM
k=1

Aik 
 Bkj

L'�etoile de Kleene est d�e�nie de la mani�ere suivante :
A� =

L+1

i=0 A
i

Un graphe associ�e �a une matrice carr�ee A est d�eduit de
cette matrice en associant
- un sommet i �a la colonne i et la ligne i
- un arc du sommet j vers le sommet i si Aij 6= ".

thorme[Bacce 92. Th�eor�eme 3.17]
Soit une matrice A dont tous les circuits du graphe associ�e
ont un poids strictement n�egatif. L'unique solution de
x = A
 x�B est donn�ee par A� 
B .

III. M�ethode

A. Objectif

L'objectif est de trouver la borne maximale de x(k) pour
k allant de ks �a k0 sachant que la commande u(k) et la
sortie sont connues sur le même horizon.
Le mod�ele est suppos�e connu sur le même horizon d'ob-

servation.
Ce probl�eme d'estimation est ainsi di��erent de celui de

la synth�ese de commande o�u la commande et la sortie sont
des donn�ees inconnues.

B. Principe

A partir du graphe d'�ev�enements, on construit dans un
premier temps un nouveau r�eseau de Petri tel que chaque
place contenant n jetons avec n strictement sup�erieur �a 1
soit d�evelopp�ee sous forme d'une châ�ne de n places conte-
nant chacune un jeton. Ce nouveau graphe peut être d�ecrit
par les �equations ci-dessous.

x(k) = A0 
 x(k)�A1 
 x(k � 1)�B 
 u(k)
y(k) = C 
 x(k)
L'�el�ement [A0]ij (respectivement [A1]ij) repr�esente la

temporisation de la place sans jeton (respectivement : avec
un jeton) formant le lien entre la transition xj et la transi-
tion xi. L'�el�ement [B]ij (respectivement : [C]ij) repr�esente
la temporisation de la place sans jeton formant le lien entre
l'entr�ee uj et la transition xi (respectivement : entre la
transition xj et la sortie yi).
Sous la condition que le graphe d'�ev�enements ne pr�esente

pas de circuit sans jeton, le syst�eme peut se r�eduire �a une
forme d'�etat classique en utilisant l'�etoile deA0 . On obtient
x(k) = A�0 
A1 
 x(k � 1)�A�0 
B:u(k)
Cette derni�ere forme n'�etant pas indispensable, nous uti-

liserons la forme qui la pr�ec�ede et dont l'int�erêt est que
chaque composante [A0]ij , [A1]ij , [B]ij ou [C]ij repr�esente
exactement une temporisation du graphe et non une ex-
pression fonction de temporisations pour la forme d'�etat.
Ce mod�ele est donc plus proche du graphe d'�ev�enement.
La d�emarche qui suit peut naturellement être appliqu�ee
indi��eremment aux deux types de mod�ele moyennant une
modi�cation des matrices et des �equations.
Nous adoptons ici une d�emarche it�erative qui nous per-

mettra de limiter le nombre de variables et d'�equations �a
traiter simultan�ement. Ainsi, nous allons r�esoudre dans un
premier temps le syst�eme pr�ec�edent pour k = k0 ce qui va
nous permettre de donner une borne sup�erieure pour x(k0)
et x(k0 � 1). Nous notons respectivement x+(k j [k; k0]) et
x+(k � 1 j [k; k0]) la borne sup�erieure de x(k) et x(k � 1)
connaissant l'entr�ee et la sortie sur l'horizon [k; k0]. Re-
marquons que ces donn�ees sont des bornes sup�erieures
comme le co-�etat des �equations du type "backward" mais
r�epondent �a un objectif di��erent pr�esent�e ci-dessus.
Au rang suivant k = k0 � 1, on a x(k0 � 1) = A0:x(k0 �

1)�A1:x(k0 � 2)�B:u(k0 � 1)
y(k0 � 1) = C:x(k0 � 1)
Comme il faut tenir compte des calculs pr�ec�edents et en

particulier de la borne sup�erieure de x(k0�1) d�ej�a calcul�ee,
on doit donc ajouter l'in�egalit�e suivante dans le syst�eme �a
r�esoudre. x(k0 � 1) � x+(k0 � 1 j [k0; k0]).
On peut donc r�ep�eter la proc�edure de mani�ere it�erative et

d�ecroissante jusque ks. La d�emarche est donc la suivante :
- Transformer le syst�eme �a r�esoudre en un ensemble

d'in�equations de type contrainte bornant par dessus la va-
leur d'une seule variable (CBD) qui sera d�e�nie dans la
partie suivante.
- R�esoudre le syst�eme en calculant une borne sup�erieure

pour x(k) et x(k � 1) par l'�etoile de Kleene.
- Recommencer l'�etape pr�ec�edente en d�ecr�ementant k

d'une unit�e et en int�egrant le r�esultat pr�ec�edent.

C. Obtention du syst�eme d'in�equations

x(k) = A0 
 x(k)�A1 
 x(k � 1)�B 
 u(k)
y(k) = C 
 x(k)
Ces �equations peuvent être r�e�ecrites de la mani�ere sui-

vante.
- Pour i allant de 1 �a n (n dimension de l'�etat, q de

l'entr�ee),
xi(k) =

L
n

j=1[A0]i;j
xj(k)�
L

n

j=1 [A1]i;j
xj(k�1)�L
q

j=1 Bi;j 
 uj(k)
- Pour i allant de 1 �a m (m dimension de la sortie)



yi(k) =
L

n

j=1 Ci;j 
 xj(k)
A partir de ce syst�eme de n+m �equations et n variables

xi(k), ceci pour k donn�e, nous allons construire un syst�eme
d'in�egalit�es particuli�eres que nous d�e�nissons ci-dessous.

D�e�nition 1. Une contrainte bornant par dessus ou CBD
pr�esente la forme suivante x�(i) �

L
s

j=1 Ai;j xj o�u �(i) est
utilis�e pour d�esigner la variable du terme gauche de cette
i �eme in�egalit�e.

Remarque. La variable x�(i) peut être le terme gauche
de plusieurs CBD et donc on peut avoir x�(i) = x�(j) avec
i 6= j

- Consid�erons maintenant la premi�ere �equation. Dans le
probl�eme pos�e, le terme [

L
q

j=1 Bi;j 
 uj(k) ] repr�esente
une constante. Pour ramener le syst�eme �a une forme CBD,
nous introduisons une nouvelle variable x0 qui repr�esente
l'�el�ement neutre e pour l'op�eration 
 et le z�ero en notation
usuelle. Pour i allant de 1 �a n (n est la dimension de l'�etat
et q de l'entr�ee),
xi(k) �

L
n

j=1[A0]i;j
xj(k)�
L

n

j=1 [A1]i;j
xj(k�1)�

[
L

q

j=1 Bi;j 
 uj(k) ]
 x0 et
pour chaque j allant de 1 �a n, [A0]i;j 
 xj(k) � xi(k)

ou xj(k) � [A0]

(�1)

i;j

 xi(k) et �egalement xj(k � 1) �

[A1]

(�1)

i;j

 xi(k)

Pour le dernier terme de droite, [
L

q

j=1 Bi;j 
 uj(k) ] 


x0 � xi(k) ou x0 � [
L

q

j=1[Bi;j ]
 uj(k) ]

(�1) 
 xi(k)

- Consid�erons la seconde �equation. Pour i allant de 1 �a
m (m est la dimension de la sortie), elle est �equivalente �a
yi(k) �

L
n

j=1 Ci;j 
 xj(k) et
L

n

j=1 Ci;j 
 xj(k) � yi(k).
Pour les mêmes raisons que ci-dessus, nous introduisons la
variable x0 dans les in�egalit�es.
yi(k) 
 x0 �

L
n

j=1 Ci;j 
 xj(k) ou x0 �

[yi(k)]
�1(
L

n

j=1 Ci;j 
 xj(k))
et pour chaque j allant de 1 �a n, Ci;j 
 xj(k) � yi(k)


x0 ou xj(k) � [Ci;j ]

(�1) 
 yi(k)
 x0

En r�esum�e, le syst�eme peut être ramen�e au syst�eme CBD
suivant et �equivalent si x0 = e :
- m(1 + n) relations �etat/sortie
(8i � [1;m]), x0 � [yi(k)]

�1(
L

n

j=1 Ci;j 
 xj(k))

(8i � [1;m])(8j � [1; n]), xj(k) � [Ci;j ]

(�1) 
 yi(k)
 x0

- 2n(1 + n) relations �etat/entr�ee
(8i � [1; n]), xi(k) �

L
n

j=1[A0]i;j
xj(k)�
L

n

j=1 [A1]i;j


xj(k � 1)� [
L

q

j=1 Bi;j 
 uj(k) ]
 x0

(8i � [1; n]) x0 � [
L

q

j=1 Bi;j 
 uj(k) ]

(�1) 
 xi(k)

(8i � [1; n]) (8j � [1; n]), xj(k) � [A0]

(�1)

i;j

 xi(k) et

xj(k � 1) � [A1]

(�1)

i;j

 xi(k)

Nous ajoutons d'autre part, les n relations d'it�eration
a�n de tenir compte du pas pr�ec�edent.
(8k < k0) (8i � [1; n]) [x(k)]i � [x+(k j [k+1; k0])]i
x0
Ce syst�eme compte au plus (1+n):(m+2n)+n in�egalit�es

de type CBD pour 2:n+1 variables, x0 �etant une nouvelle
variable ajout�ee au syst�eme. Lorsqu'elle prendra la valeur
z�ero, la solution maximale du syst�eme sera trouv�ee. Pour
faciliter la lecture du document, nous posons le nombre
d'in�egalit�es �egal �a r et le nombre de variables x0 non com-
prise, �egal �a s. Le syst�eme �a r�esoudre est donc un syst�eme
de r in�egalit�es de type CBD ayant s+ 1 variables.

D. R�esolution par l'�etoile de Kleene

Exploitant l'�etoile de Kleene, la technique de r�esolution
de E. Walkup et G.Borriello permet de calculer
la plus grande solution des syst�emes d'�equations et
d'in�equations pouvant se mettre sous la forme d'un en-
semble d'in�equations du type CBD. Elle peut r�esoudre des
�equations (max,+) lin�eaires de la forme A
 x �B = C 

x�D , des in�equations courantes du type Ax � B et faire
de l'optimisation de fonctions sous contraintes. Utilisant
l'op�erateur bien connu de l'�etoile de Kleene, cette approche
naturelle est plus simple et plus eÆcace que l'approche de
S.Gaubert, qui pr�esente des analogies avec la r�egle de Cra-
mer : en e�et, la r�esolution d'un syst�eme rectangulaire de
s variables est exigeante sous le point de vue des calculs
car elle exige la r�esolution de tous les syst�emes carr�es de
dimension s�1. Cette d�emarche exploite une sym�etrisation
moins naturelle que celle de la sym�etrisation classique qui
permet de passer des entiers naturels aux entiers relatifs.
A l'oppos�e , la solution apparâ�t dans l'approche Walkup-
Borriello �a la �n de la d�ecroissance d'une borne sup�erieure
avec un nombre de pas �ni. Remarquons que cette ap-
proche ne traite pas les formes de type polynomial (max,+)
comme l'algorithme relatif au probl�eme ELCP (probl�eme
lin�eaire compl�ementaire �etendu) de Bart de Schutter qui
g�en�eralise le probl�eme lin�eaire compl�ementaire en utilisant
l'alg�ebre usuelle. Cependant, cette derni�ere approche ne
traite pas les �equations du type A
 x�B = C 
 x�D et
est NP-complet. Les approches ELCP et Walkup-Borriello
partagent le fait d'avoir eu une id�ee originale pour trai-
ter les �egalit�es des �equations (max,+) tout en proposant
des solutions di��erentes. Les grandes lignes de l'approche
Walkup-Borriello dont une description d�etaill�ee se trouve
dans [WALK 98], sont donn�ees ci-dessous.

D.1 Technique

Pour k donn�e, la technique comporte trois �etapes :

- Choisir un sous-ensemble particulier de contraintes
CBD

- Appliquer l'�etoile de Kleene pour calculer la solution
maximale.

- Utiliser la solution pr�ec�edente pour guider le choix de la
nouvelle contrainte et ainsi minimiser la solution maximale.

Les deux �etapes pr�ec�edentes sont r�ep�et�ees jusqu'�a la
convergence vers une solution v�eri�ant si elle existe, toutes
les contraintes.

D.2 R�esolution du sous-ensemble bornant

Les variables sont r�eorganis�ees telles que x0 soit la
premi�ere variable. La solution maximale sera trouv�ee
quand x0 = 0.

D�e�nition 2. Un sous-ensemble ciblant d'un ensemble de
contraintes sur s + 1 variables est un ensemble compos�e
de s CBD tel que chaque variable xi di��erente de x0 est
coupl�ee avec exactement une CBD.

L'obtention matricielle de ce sous-syst�eme ciblant se
fait de la mani�ere suivante. Si on remarque que a � b

est �equivalent �a a � b = b , les r in�equations x�(i) �L
s

j=0 Ai;j xj sont �equivalentes �a x�(i) �
L

s

j=0 Ai;j xj =



L
s

j=0 Ai;j xj . On obtient alors la forme matricielle
(J � A)

N
x = A 
 x avec J une matrice bool�eenne

r:(s + 1) dont les entr�ees sont �egales �a e ou " . Pour choi-
sir s CBD parmi r, il suÆt alors de multiplier par une
matrice bool�eenne P de dimensions s:r telle que chaque
ligne contienne exactement un e et " ailleurs. Pour pou-
voir appliquer l'�etoile de Kleene, il est cependant n�ecessaire
que la matrice P:A soit carr�ee. La concatenation de P

et d'une ligne contenant uniquement des �el�ements " per-
met d'obtenir une matrice P 0 de dimensions (s+ 1):r telle
que P 0 
 J soit une matrice identit�e = E0 de dimensions
(s+1):(s+1) sauf l'�el�ement (E0)1:1 = ". La forme obtenue
est (P 0:(J�A))

N
x = (P 0:A)
x avec une ligne sup�erieure

de ". La variable x0 est donc coupl�ee avec aucune in�egalit�e.

D�e�nition 3. Un sous-ensemble ciblant sera dit sauf si
tous les circuits du graphe associ�e �a P 0:A ont un poids
strictement n�egatif.

La forme ci-dessus est r�esolue en consid�erant la forme
(P:J)

N
x = (P:A) 
 x auquel on ajoute l'�egalit�e x0 = 0

a�n d'obtenir un syst�eme carr�e. Ce syst�eme est �equivalent
�a x = (P 0:A) 
 x � d avec d un vecteur colonne dont seul
le premier �el�ement (d)1 est di��erent de " et est �egal �a e. Le
th�eor�eme 1 indique que son unique solution est (P 0A)�

i;0.
Le lemme suivant d�eclare que cette solution est aussi la so-
lution maximale du sous-ensemble ciblant, c'est �a dire de
(P 0:(J �A))

N
x = (P 0:A)
 x.

Lemma. Soit un sous-ensemble ciblant sauf de CBD.
Le vecteur (l0; l1; :::; ls)

t o�u li = (P 0A)�
i;0 est la solution

maximale du sous-syst�eme quand x0 = 0.

D.3 R�esolution du syst�eme complet par it�eration

Comme la solution de l'�etape pr�ec�edente provient de
la r�esolution d'un sous-syst�eme ciblant, il n'est pas pos-
sible de garantir qu'elle soit la solution du syst�eme com-
plet. On peut cependant aÆrmer que cette solution est
une borne sup�erieure �a toute solution du syst�eme. Si la
solution l du sous-syst�eme ciblant en cours n'est pas la
solution du syst�eme complet, alors il existe au moins une
in�equation CBD ui qui n'est pas encore satisfaite et qui
n'est pas dans le sous-ensemble ciblant. Si on remplace la
contrainte coupl�ee pr�ec�edemment avec x� (i) avec la nou-
velle contrainte ui , on montre que ce nouveau syst�eme est
�egalement sauf et que sa r�esolution e�ectue une minimi-
sation. On obtient une nouvelle solution l0 telle que, pour
tout j 6= �(i), lj � l0

j
et l�(i) > l

0

�(i)
.

La solution trouv�ee devra �egalement v�eri�er les in�egalit�es
de type CBD coupl�ees avec la variable x0 a�n que toutes
les in�egalit�es soient v�eri��ees. Le syst�eme est sans solution
si une in�egalit�e CBD coupl�ee avec x0 lui impose une va-
leur n�egative. Il est d'autre part possible de montrer que la
convergence op�ere en un nombre �ni d'�etapes et qu'il existe
un sous-ensemble ciblant sauf permettant l'initialisation de
l'it�eration.

IV. Exemple

u

d 1

x 1

d 3

y

d 2

Fig. 1. Un syst�eme repr�esent�e par un graphe d'�ev�enements temporis�e

Soit le syst�eme �el�ementaire mono-entr�ee-mono-sortie
d�ecrit par le mod�ele suivant :�

x1(k) = A1 
 x1(k � 1)�B 
 u(k)
y(k) = C 
 x1(k)

avec A1 = 2,

B = e et C = 1. On prend donc A0 = " .
La traduction des relations �etat/entr�ee et �etat/sortie

conduit au syst�eme suivant de 6 in�egalit�es de type CBD
dont les 3 variables sont x0; x1(k); x1(k � 1) :

x0 � [y(k)]
�1 
 C 
 x1(k) (1)
x1(k) � [C]
�1 
 y(k)
 x0 (2)
x1(k) � [A1]
 x1(k � 1)� [B 
 u1(k)]
 x0 (3)
x0 � [B 
 u(k)]
�1 
 x1(k) (4)
x1(k � 1) � [A1]


�1 
 x1(k) (5)

x1(k) � x+1 (k j [k + 1; k0])
 x0pourk < k0 (6)

Dans un premier temps, nous consid�erons uniquement
les in�equations ciblant x1(k) et x1(k � 1). Nous choisis-
sons un sous syst�eme ciblant sauf, form�e par exemple des
in�equations (2) et (5). Remarquons que le syst�eme (3)(5)
n'est pas sauf et ne peut donc constituer un sous-syst�eme
ciblant initial. Le calcul de la borne sup�erieure passe par
la r�esolution des �egalit�es suivantes.8<
:

x0 = 0
x1(k) = [C]
�1 
 y(k)
 x0
x1(k � 1) = [A1]


�1 
 x1(k)
La solution du syst�eme de la forme "x = Ax � B "

est donn�ee par [A�]i;1 .On obtient x0 = 0 , x1(k) =
[C]
�1 
 y(k) et x1(k � 1) = [A1]


�1 
 [C]
�1 
 y(k).
En rempla�cant dans les in�equations relatives �a x1(k) et
x1(k� 1), on v�eri�e sans diÆcult�e leurs validit�es sauf pour
l'in�equation (6) car on ne dispose pas de x+1 (k j [k+1; k0]).
Sous l'hypoth�ese que cette derni�ere n'est pas v�eri��ee, il
faudra remplacer par son �egalit�e correspondante l'�equation
ciblant x1(k) (2) et e�ectuer une nouvelle minimisation.
En�n, les in�equations (1) et (4) ciblant x0 devront être
v�eri��ees pour con�rmer l'existence de la solution. Appli-
quons ces r�esultats �a la simulation suivante. On suppose
que l'entr�ee et la sortie sont connues de ks = 2 �a k0 = 4.

k 1 2 3 4
u 1 2 3 10
x 1 3 5 10
y 2 4 6 11

Pour k = k0 = 4 y(4) = 11 et u(4) = 10. L'estimation
donne x+0 (4[4; 4] = 0 ; x+1 (3[4; 4]) = 8 ; x+1 (4[4; 4]) = 10.
Pour k = 3 y(3) = 6 et u(3) = 3. L'estimation donne
x+0 (3[3; 4]) = 0 ; x+1 (2[3; 4]) = 3 ; x+1 (3[3; 4]) = 5. Pour k =
2 y(2) = 4 et u(2) = 2. L'estimation donne x+0 (2[2; 4]) = 0 ;
x+1 (1[2; 4]) = 1 ; x+1 (2[2; 4]) = 3. Le r�esultat �nal est donc
x+1 (2) = 3 ; x+1 (3) = 5 ; x+1 (4) = 10.



V. CONCLUSION

Cette �etude a eu pour objet le probl�eme de la supervision
sans la connaissance du vecteur d'�etat, cette situation �etant
provoqu�ee par exemple, par la pr�esence de perturbations.
Dans cet objectif, nous avons propos�e une approche d'esti-
mation bas�ee sur le calcul d'une borne sup�erieure de l'�etat
et utilisant non la th�eorie de la r�esiduation mais l'�etoile
de Kleene. Cette approche permet d'obtenir cette borne de
l'�etat en un temps �ni.
Sa structure g�en�erale est d'autre part, di��erente de

celle du �ltre de Luenberger contrairement �a l'estimateur
pr�esent�e dans [DECL 01]. Elle permettra toutefois, tout
en gardant le support math�ematique strict de l'�etoile de
Kleene, la g�en�eralisation �a des mod�eles plus souples (tem-
porisations connues sur des intervalles, tir de transitions
forc�e,...). Cet estimateur peut d'autre part être int�egr�e dans
une approche structur�ee en trois volets, c'est �a dire l'esti-
mation du vecteur d'�etat �a partir des valeurs connues de
l'entr�ee et de la sortie, la pr�ediction de la future �evolution
de la sortie et la commande du processus.
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