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1. Objectifs

Calculer le cycle de temps (le taux de productions) A
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Graphe d’événements P-temporel = 1-périodique. 1. Objectifs

x(k+1)=x(k)+A.
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Graphe d’événements P-temporel = 1-périodique. 1. Objectifs

x(k+1)=x(k)+A.

Existence d’'une trajectoire 1-périodique ?

= Calcul du temps de cycle maximal et minimal A ( lemme de
FARKAS en programmation linéaire)
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Réseaux de Petri

Py P AR
N N
) ’1 ) H

i Le marquage M d'un réseau de Petri M : P — N. La
quantité M (p) détermine le marquage de la place p;

i A= (R, Mp) : Un réseau de Petri R marqué par le
marquage initial Mp.
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Réseaux de Petri

La matrice d’incidence W =W+ —W~ ou :
i Wt = [Post(p;, )] (la matrice d'incidence arriére)
i W= = [Pre(p;, t)] (la matrice d'incidence avant)

N
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Un graphe d’événements est un réseau de Petri tel que toute AG

place p € P a exactement une transistion amont et une
transition aval

Les Graphes
d’événements
temporisés

Fig.: GET
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Les graphes d’événements P-temporel

Graphe d’événements P-temporel

Un graphe d'événements est P-temporel est décrit par le couple
< R, IS > ou: R un graphe d’événements;
IS: P— R" x (R U{+e})

pi — isi = [a;, bj]
avec 0 < a; < b; ou is; définit l'intervalle statique de temps de
séjour d’'une marque dans la place p;.

X X,
.—\. ./—4
(ﬂ];bl) 'O Q(a:;bz)
MY
A3

FiG.: Graphe d’événements P-temporel
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Proposition

Pour qu’un graphe d’événements p-temporel respecte un
fonctionement admissible, la modélisation correspondant a
chacune de ses transistions, est donnée par I'expression

suivante :
Djes, (Xi(k —mp) + &) < xi(k) < Njeg, (xi(k—mj) + by)

[ab] _ mjerons

FiG.: Partie d’'un graphe d’événements P-temporel
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© Le nouveau modéle
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I'hypothése d’un fonctionnement FIFO,

Dateur : x(k) la date & laquelle se produit la k™ activation de
la transition /.
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Nous associons un dateur x;(k) pour chaque transistion. Sous A. Guezzi
I'hypothése d’un fonctionnement FIFO,

Dateur : x(k) la date & laquelle se produit la k™ activation de
la transition /.

La borne inférieure : T
Vx; €7 xi, aj+ xj(k —my) < xi(k),

La borne supérieure :
VX/ S X,‘,X,'(k) < b,/‘FXj(k — m,-j),

t; ‘ ti

"\ M5 )

[ai, bi]
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La borne inférieure f s t;
aj+ x(k—my) < x;(k) < \Tij f l
xi(k —my) — xi(k) < —aj ‘ [ aij, bi]
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Le nouveau modeéle

La borne inférieure , S t;
aj+ X(k —my) < xi(k) < 7
xi(k —my) — xi(k) < —aj ‘ [ aij, bi]

@ Le poids 1 de x;(k — mj) est le poids de I'arc entrant de la
place pj; de { vers la place p; (équivalent de W//J-r dans la
matrice d’incidence w™ ) ;
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La borne inférieure , S t;
aj+ xi(k —my) < xi(k) < M) |
xi(k —my) — xi(k) < —aj ‘ [ aij, bi]

Le nouveau modéle

@ Le poids 1 de x;(k — mj) est le poids de I'arc entrant de la
place pj;, de t; vers la place p; (équivalent de W,/J-r dans la
matrice d’incidence w™ ) ;

@ Le poids -1 de x;(k) est le poids de 'arc sortant de la place

pj.de pj vers la transition t;)(equivalent de i dans la
matrice d'incidence )w™ ;
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La borne supérieure , P i
' i -
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< xi(K) + xi(k — my) < b ‘ [ aij, bij]

@ Le poids 1 de x;(k) est le poids de I'arc entrant de la place
pj, de t; vers la place p; ( équivalent de W,f dans la
matrice d’incidence w™ ) ;
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Le nouveau modeéle

La borne supérieure , P ti
i "My ) -

xi(k) < bj+ xi(k — my) Mg

< xi(K) + xi(k — my) < b ‘ [ aij, bij]

@ Le poids 1 de x;(k) est le poids de I'arc entrant de la place
pj, de t; vers la place pj ( équivalent de w,f dans la
matrice d’incidence w™ ) ;

@ Le poids -1 de x;(k — mj) est le poids de I'arc sortant de la

place pjj,de p; vers la transition t;) (équivalent de n dans
la matrice d’'incidence w™ );
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x(k—m)
x(k—m+1) A
H:[HmHm,1 ....... H1H0]X < < B)
x(k—1)
x(k)

Le nouveau modéle
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La matrice d’expression : ) AG
X(k — m) 1. Objectifs
x(k—m+1) A
H:[HmHm,1 ....... H1H0]X < < B)
x(k—1)
x(k)

@ mestle nombre maximum de jetons dans une place du
marquage initial ;
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X(k — m) 1. Objectifs
x(k—m+1) A
H:[HmHm,1 ....... H1H0]X < < B)
x(k—1)
x(k)

@ mestle nombre maximum de jetons dans une place du
marquage initial ;

G.
@ La matrice H; = < é) ou G; décrit les poids des arcs

i
entrants dans les places contenant / jetons, avec
ie[1,m—1].
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Ecriture algébrique

La matrice d’expression :
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J A.G

x(k—m)
x(k—m+1)
H = [HmnHm_1....... Hi Ho] x < <_BA>.
x(k—1)
x(k)

@ mestle nombre maximum de jetons dans une place du
marquage initial ;

G.
@ La matrice H; = C'; ou G; décrit les poids des arcs

i
entrants dans les places contenant / jetons, avec
ie[1,m—1].

. Go . " .
© La matrice Hy = ou Gy décrit les poids des arcs
—Go

sortants des places.

1. Objectifs

Le nouveau modéle

Temps ¢
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Ecriture algébrique graphes
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P—lemporelI
@ mestle nombre maximum de jetons dans une place du AG

marquage initial ; 1. Objectifs
i Je Petri

@ La matrice H; = <
i

entrants dans les places contenant / jetons, avec
ie[1,m—1].

> ou Gj décrit les poids des arcs

Le nouveau modéle

G
© Lamatrice Hy = C(; ) ou Gy décrit les poids des arcs Temp de oyol
—Go

sortants des places. Exemple

Conclusion
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Ecriture algébrique Riiptviice

d’événements

P-temporel

@ m est le nombre maximum de jetons dans une place du A. Guezzi
marquage initial ;

1. Objectifs

Gi .

@ La matrice H; = < é) ou Gj décrit les poids des arcs

=G
entrants dans les places contenant / jetons, avec
ie[1,m—1].

G

@ La matrice Hy = ( C(; ) ou Gy décrit les poids des arcs

—Go
sortants des places.

remarque

w+ w—
Q Hn+Hmn 1 +Hno...+H = W+ et H(): —w-

Alors W= G+ Gn1+ Gn2... + G + Gy
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Ecriture algébrique Riiptviice

d’événements
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@ m est le nombre maximum de jetons dans une place du A. Guezzi
marquage initial ;

1. Objectifs
Gi .
@ La matrice H; = < é) ou Gj décrit les poids des arcs
—Gj
entrants dans les places contenant / jetons, avec
ie[1,m—1].
. Go R L .
@ La matrice Hy = G ou Gy décrit les poids des arcs

—Go
sortants des places.

Q Hn+Hmn 1 +Hno...+H = 0 ) et H(): < we >
— W+ —W-
Alors W = Gpn+ Gm—1+ Gm—2... + Gi + Go
© —Aet B: vecteurs de temporisations ou : A; = aj et
B) = bj.
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Les cas particuliers Temps de cycle des
graphes

d’événements

P-temporel

Le marquage intial de toutes les places est nul : A Guezzi

{ xj(k) — xi(k) < —a; ()
—x;j(k) + xi(k) < b

—A
Le systéme (1) < Hy X x(k) < < = )

OUH:<W)etW:W+—W_ ‘
0] . W . Le nouveau modéle
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Les cas particuliers Temps de cycle des
graphes
d’événements

P-temporel

Le marquage intial de toutes les places est nul :

{ xj(k) — xi(k) < —aj (1)
—x;j(k) + xi(k) < b

A. Guezzi

—A
Le systéme (1) < Hy X x(k) < < = >

OU HO = < ) et W= W+ —w-. Le nouveau modéle

Tem ycle

Exer

|§§

Le marquage intial de toutes les places égal a un :

xj(k—1) —x;(k) < —aj
{ —jxf(k—1)+x,-(k) < b,-j- @)

Conclusion

IA
o
[entd

Le systeme (2) < ( H; Hp ) X <X()l:(;)1)

w+ —W-
H1:< —W+ ) etH0:< wW- )
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Cas général (écriture réduite
Chaque place contenant k jetons, I'idée générale est de
dupliquer chaque place en k places, chacune contenant un seul
jeton.
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Le nouveau modéle
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Temps de cycle

e Temps de cycle
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Hypotheses

@ mj=0oul,;

Temps de cycle
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Te m pS d e CyC | e Tempz:ﬁaepﬁézle des
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A. Guezzi

Hypotheses

@ mj=0oul,;

x(k) —A Hi1 Hio
H < avec H = :
° . <X(k + 1 )) a ( B > . ( H21 HQO Temps de cycle
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Temps de cycle des
Temps de cycle raphes
d’événements
P-temporel

A. Guezzi

Hypotheses

@ mj=0oul,;

x(k) —A Hi1 Hio
H < avec H = :
° . <X(k + 1 )) a ( B > . ( H21 HQO Temps de cycle

@ Un comportement 1-périodique : x(k+1) = A x u+ x(k)
avec le vecteur unitaire u = (1,1,...,1)! et le temps de
cycle A
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Temps de cycle raphes

d’événements
P-temporel

A. Guezzi

LEMME DE FARKAS

Corollary 7.1.e in (Schijver87)(Hennet89).

Soit A une matrice et soit b un vecteur. Le systeme Ax < b
d’'inégalités linéaire a une solution x, si et seulement si
pour chaque vecteur colone y > 0avec y x A=0
onayxb>0

Temps de cycle
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Temps de cycle des

Le systéme a un comportement 1-périodique pour un temps de dsieen%eggfgfs
cycle A donné, si et seulement si, pour chague vecteur colone Lo
y > 0 avec 1. Objectifs
W ( Hi1+ Hio ) —0

Ha1+ Hao

On a
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THEOREME
Le systéme a un comportement 1-périodique pour un temps de
cycle A donné, si et seulement si, pour chague vecteur colone
y > 0 avec

Hi1+ Hio )
X =0
4 ( Ha1 + Hzo

On a
(&)
yx
B . Hio
Q@ ——°/7 >asiyx X u>0,
Jx Hio Xu_ Y Hoo
Hoo

Temps de cycle des
graphes
d’événements
P-temporel

A.G

1. Objectifs

x de Petri
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Le systéme a un comportement 1-périodique pour un temps de
cycle A donné, si et seulement si, pour chague vecteur colone
y > 0 avec

Hi1+ Hio )
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4 ( Ha1 + Hzo

Ona
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Hazo
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cycle A donné, si et seulement si, pour chague vecteur colone
y > 0 avec

Hi1+ Hio )
X =0
4 ( Ha1 + Hzo
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Soit le graphe d’événements p-temporel suivant :

[1.6]

[34]

[2,9]
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Soit le graphe d’événements p-temporel suivant : Temps de cycle des
graphes

d’événements
P-temporel

[1,6]
A.G

1. Objectifs

[34]

[2,9]

Le nc

Temps

Le systeme d'inégalités :

e |
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Soit le graphe d’événements p-temporel suivant : Temps de oycl dos
graphes
d'événements

[1,6] P-temporel

A. Guezzi

ux de Petri

[34]

[2,9]

Le systeme d’inégalités : : it
< w+ —V\{ > " (X(k1)> < <A> Frenpe
Wt ow x(k) )=\ B
1 0
avec : x(k) = ( x1(k) x2(k) xa(k) )t, wr=11 0 |,
0 1
-1 0 —1 6
—W = 0o -1 , —A= —2 |etB=| 5
0o -1 —3 4
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Ona: W=

w
La matrice entiere Y > Otelque : Y. =0

w

A. Guezzi ( Ph. Decler
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0 O
Ona: W= 1 —1
0 O

w
La matrice entiere Y > 0 tel que: Y. < —w > =0

7 0 00 0O
0 07 0O0O
est:Y=]1 0 0 0 7 0 O
0 00 0O 7
07 00 70
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P-temporel

A. Guezzi

1. Objectifs

Le no
Temp
Exemple
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Temps de cycle des

. graphes
'événements
0 0 P-temporel
Ona:W=1| 1 —1 |. AG
0 O Sbestite
1. Objectifs
R a2 W x de Petri
La matrice entiere Y > 0 tel que: Y. “w = 0 '
7 0 0 0 0O
0 07 00O
est:Y=]1 0 0 0 7 0 O
0 00 0 O0 7
070070 Eomple
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Temps de cycle des
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0 0 P-temporel
On a: W = 1 _1 B A. Guezzi

Temps d

Exemple

7
00
est:Y=] 0 O
00
0 7

o W, ¢ Conclusion
< i >><u:(—1 -1 -1 1 1 1)
Y
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Temps de cycle des

graphes

d’événements
0 0 P-temporel
On a: W = 1 _1 B A. Guezzi

7 00 00O
0 7 0 0 O
est: Y= 0 0 0 7 0O
000 0O 7
07 00 7 0 Exemple

o W? ¢ Conclusion
< i >><u:(—1 -1 -1 1 1 1)
—W- t
Y< o >><u:(—7 -7 +7 +7 0)
—A t
YX(B>:(—7 —21 +42 +28 +21 )
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A. Guezzi

@ les deux bornes supérieures de A sont :
442 _ 428 _
(G7 =657 =4)
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Temps de cycle des

graphes
. . _ _ d'événements
@ Les deux bornes inférieures de A sont : (j; = 1,%; =3); P-temporel

A. Guezzi

@ les deux bornes supérieures de A sont :
442 _ 428 _
(G7 =657 =4)

Donc, la trajectoire 1-périodique existe avec :
max(1,3) =3 <A < min(6,4) = 4. J

Exemple
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@ Les deux bornes inférieures de A sont : (= =1, =2! =3);
@ les deux bornes supérieures de A sont :
(L‘m —p, 128 — 4)
+7 V47 :

Donc, la trajectoire 1-périodique existe avec :
max(1,3) =3 <A < min(6,4) = 4. }

Calcul

@ Pour A = 3, la trajectoire possible est :

(o) = () = (@) =
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@ Les deux bornes inférieures de A sont : (= =1, =2! =3);
@ les deux bornes supérieures de A sont :
(L‘m —p, 128 — 4)
+7 V47 :

Donc, la trajectoire 1-périodique existe avec :
max(1,3) =3 <A < min(6,4) = 4. }

Calcul

@ Pour A = 3, la trajectoire possible est :
1 4 7 :
(o) - (3) - (6) = cao
@ Pour A = 3.5, la trajectoire possible

est (5} = (55) = (5) = -
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@ Les deux bornes inférieures de A sont : (= =1, =2! =3);
@ les deux bornes supérieures de A sont :
(L‘m —p, 128 — 4)
+7 V47 :

Donc, la trajectoire 1-périodique existe avec :
max(1,3) =3 <A < min(6,4) = 4. }

Calcul

@ Pour A = 3, la trajectoire possible est :
1 4 7 :
(o) - (3) - (6) = cao
@ Pour A = 3.5, la trajectoire possible
(15 5 8.5 .
est:(’y’) = (55) = (7)) = -1
© Pour A = 4, la trajectoire possible est :

(6) = () = (§) =
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Conclusion

@ Ecriture algébrique Ax < b d’'un graphe d’événements
p-temporel a 'aide des dateurs ;

© Condition d’existence d’une trajectoire 1-périodique =
Calcul de A € [Amin, Amax] ;

© Aucune hypothése limitative sauf FIFO ;
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Temps de cycle des
graphes
d’événements
P-temporel

A. Guezzi

Conclusion

@ Ecriture algébrique Ax < b d’'un graphe d’événements
p-temporel a 'aide des dateurs ;

© Condition d’existence d’une trajectoire 1-périodique =
Calcul de A € [Amin, Amax] ;

© Aucune hypothése limitative sauf FIFO ;

Conclusion

© Optimisation de ressources max|j(m)| A € [A~,AT].
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