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On travaille dans le plan P orienté.

Définition

Soit u un vecteur et deux points A et B tel que u = /@ La norme
de u est la distance AB.

On la note |[ul|, i.e. ||u]| = AB.

Illustration

Py

>
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Proposition

@ |lu]| =0 est équivalent a u = 0.
o VAER, ona: [[Aull = |\|||u].

Définition

Soient u et v deux vecteurs non nuls. On dit que u et v sont
. =

orthogonaux si I'angle (u,v) = 5 mod 7.

Dans ce cas, on note u | v.
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On munit P d'un repére orthonormé (0, i, j), c'est-a-dire

il = [lill = 1 etiLj.

Avec u = xi + yj, on dit que (x, y) sont les coordonnées de u dans
la base (i, ])-

| A

Proposition

lull = x>+ y2.

Proposition (Inégalité triangulaire)

Pour tout u et v, on a ||u+ v|| < ||ul| + [|v||.
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On appelle produit scalaire de u et v le nombre réel noté u - v et
défini par
1 2 2 2
u-v =5 (Il + vIP = flu = viP).

On note aussi parfois u - v par (u,v).

v
Propriétés immédiates
@ Siu=0ouv=~0alorsu-v=0,
ou-v=v-u,

o [uP=u-u.
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Théoreme
u Ll vsietseulement u-v=0.

Expression dans une base orthonormée

Siu(x,y) et v(x’,y’) alors u-v=xx"+ yy’

Propriétés élémentaires

o (u+v) - w=u-wtv-w

ou-(v+w)=u-v+u-w
o (Au)-v=u-(Av) = A(u-v).

Expression géométrique

Si u et v sont non nuls alors u - v = ||ul|||v|| cos(u; V).

Corollaire : Inégalité de Cauchy-Schwartz

Vu, v, |u - v| < luf[lv]]
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On travaille dans I'espace £ muni d'un repere orthonormé

(0,i,j, k).

On définit la norme et le produit scalaire de la méme maniére que
dans le plan P.

Tout ce qu'on a dit dans le plan reste vrai dans I'espace. Les seules
différences sont les expressions analytiques :

Siu(x,y,z) et v(x',y’, 2') alors
lull = \/x* + y* + 2%,

u-v=xx+yy +zz.

et
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On travaille dans le plan P muni d'un repére orthonormé (O, i,j).

Définition

Soit D une droite. On dit que u est un vecteur directeur de D s'il
existe deux points distincts A et B de D tels que u = /@

Remarque : nécessairement u # 0 car A # B.

Soit D la droite passant par A(a, b) et de vecteur directeur u(«, 3).

—
Un point M(x,y) appartient a D si et seulement si AM et u
colinéaires, i.e. AM = tu ol t € R. En écrivant cette égalité dans

la base (i,j), on obtient
X —a = ta,
y —b=tp.
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C’est-a-dire

Définition

Le systéme (1) est un systéme d’'équations paramétriques de la
droite D.

Remarque. Un tel systeme n’est pas unique.

Réciproque

X = a+ ta
y=b+1tp’
systéme d'équations paramétriques de la droite passant par A(a, b)
et de vecteur directeur u(a, 3).

t € Rou (o, B) # (0,0) est un

Tout systeme {
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Définition
On dit que n # 0 est un vecteur normal a la droite D sin L u ol
u est un vecteur directeur de D.

Remarque : Si u a pour coordonnées («, 3), alors le vecteur
n(—p3,a) est normal a D.

—
Le point M(x, y) appartient a D si et seulement si AM L n,
c'est-a-dire AM -n = 0. En écrivant cette égalité dans la base (i, j),

on obtient
—B(x —a) +aly — b) =0,
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c'est-a-dire
— px+ay+Ba—ab=0. (2)

Définition

L’équation (2) une équation cartésienne de la droite D.

Remarque. Une telle équation n'est pas unique.

Réciproque

Avec (a, ) # (0,0), I'équation ax + By + v = 0 est |'équation
cartésienne d'une droite de vecteur normal n(a, f3).
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Position relative de deux droites

Deux droites D et D’ du plan sont ou bien :
@ sécantes, DND' = {[}
@ paralleles :

o strictement paralléles, DND’' = ()
o confondues, D = D',

_
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Algébriquement, pour connaitre la position relative de deux droites
a partir des équations de ces droites, on résout un systeme
d’'équations linéaires.

Exemple 1

Soient D et D’ d'équations cartésiennes respectives x + y + 4 = 0,
2x — y +2 = 0. On résout le systeme

{x+y:—4 Ly @{x+y:—4 Ly

2X—y:—2 L2 —3y:6 L2<*L2*2/_1

N X=—=2
y= -2

Les droites D et D’ sont sécantes au point /(—2,—2).
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Exemple 2
Soient D et D" d’équations cartésiennes respectives x +y +4 = 0,
x4+ y +5 = 0. Pour calculer les coordonnées de I'intersection
DN D", on résout le systeme :
x+y=-4 [, x+y=—-4 L,

X4y=-5 L, T 0=-1 Lo Llr—L

Les droites D et D" sont strictement paralléles.
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On travaille dans I'espace £ muni d'un repére orthonormé
(0,i,j, k).

Définition

Deux vecteurs u et v sont colinéaires si u = 0 ou s'il existe k € R
tel que v = ku.

Définition

Trois vecteurs u, v et w sont coplanaires si u et v sont colinéaires
ou s'il existe (k, /) € R? tel que w = ku + Iv.

Exemple. Les vecteurs u(1,2,3), v(0,—1,1) et w(2,3,7) sont
coplanaires car w = 2u + v.

FIN DE LA SEANCE 1
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Définition.

Soit P un plan. On dit que P est dirigé par u et v (ou que (u,v)
est une base de% s'il existe A, B et C non-alignés de P tels que

u:/@etv=A

Remarque. Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires car A, B et
C ne sont pas alignés.

Définition

Soit n # 0. On dit que n est un vecteur normal a un plan P si n
est orthogonal a u et v ou P est dirigé par u et v.

Soit P le plan passant par A(a, b, ¢) et dirigé par les vecteurs
u(a, B,7) et v(a', 5,7').

—
Un M(x, y,z) appartient a P si et seulement si AM, u et v sont
coplanaires, c'est-a-dire AM = tu + sv ol (t,s) € R?.
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En écrivant cette égalité dans la base (i, j, k), on obtient

X —a=ta+ s,
y—b=1tB+sd,
z—c=ty+sy.

c'est-a-dire
X =a+ta+sa
y=b+tp+sp , (ts)eR (3)
z=c+ty+sy

Définition

L'équation (3) est un systeme d’équations paramétriques du plan

P.

Remarque. Un tel systeme n'est pas unique.
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Réciproque

Tout systeme

X =a+ ta+sa’
y=b+tB+s8 , (t,s)€R?
z=c+ty+sy

ou (a, 8,7) et (¢, 8',7') ne sont pas proportionnels est un
systéme d'équations paramétriques du plan passant par A(a, b, ¢)
et dirigé par u(a, 8,7) et v(o/, 5, 7).
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Soit n(«, 5,7) un \ﬂeur normal a P. Un pomt M(x,y,z)
appartient a P ssi AM L n, c’est-a-dire AM n=20.

En écrivant cette égalité dans la base (i, j, k), on obtient
a(x —a)+ By —b) +v(z—¢) =0,
c'est-a-dire

ax+fy +vz+35 =0, ot § = —(aa+ Bb+ vc). (4)

Définition

L’équation (4) est une équation cartésienne du plan P.

Remarque. Une telle équation n'est pas unique.

Réciproque

Toute équation ax + By +vz+0 =0, ot (o, 3,7) # (0,0,0), est
une équation cartésienne d'un plan de vecteur normal n(«, 3,7).
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Position relative de deux plans

Deux plans P et P’ de I'espace sont :

@ soit sécants (suivant une droite), PNP’ =D
@ soit paralleles :

o strictement paralléles, PNP’' =)
o confondus, P = P'.

_
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Proposition

Soit P et P’ deux plans d'équation respective ax + by +cz+d =0
et a'x + by + c’z+ d =0 alors P et P’ sont paralléles si
seulement si (a, b, c) et (&', b, ¢’) sont proportionnels.

| \

Exemple.

Soit P d'équation x — 2y + z+ d = 0 et P’ d’équation
—2x +4y —2z+ e = 0. Les plans P et P’ sont paralléles.
On résout le systeme :

x—2y+z = —d o xX—2y+z = —d
—2x+4y —2z = —e 0 = —e—2d
Les plans P et P’ sont confondus si e = —2d, sinon ils sont

strictement paralleles.

\
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Définition
La définition d'un vecteur directeur d'une droite de I'espace est la
méme que pour une droite du plan.

Soit D la droite passant par A(a, b, ¢) et de vecteur directeur

u(a, 3,7).

—
Un ;ﬁir;t M(x,y,z) appartient a D ssi AM et u sont colinéaires,
i.e. AM = tu ou t € R. Dans la base (i, ], k) cette égalité s'écrit

X = a-+ ta,
y=b+1tB3, teR. (5)
z=c+ty,

Définition

L'équation (5) est un systeme d’équations paramétriques de la
droite D.

| P | B PR R T R R T
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Réciproque

X =a-+ta
Tout systeme ¢ y=b+t3 , t € Rou (e, 3,7) # (0,0,0) est un
z=c+ty

systeme d’équations paramétriques de la droite passant par
A(a, b, ) et de vecteur directeur u(c, 3,7).

Toute droite de |'espace est I'intersection de deux plans sécants.
Donc toute droite D admet un systéme d’équations cartésiennes de
la forme
ax+by+cz+d = 0
{ ax+by+cdz+d =0

ou (a, b, c) et (a',b',c’) ne sont pas proportionnels.
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Position relative d'une droite et d'un plan
Une droite D et un plan P sont :
@ soit sécants (en un point), DNP = {/}
@ soit paralleles :

o soit strictement paralléles, D NP = ()
e soit D C P.

Pour connaitre la position relative d'une droite et d'un plan, on
résout un systeme de trois équations linéaires a trois inconnues.
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Exemple

x+y+z—-1=0
x—y+z+1=0
P le plan d'équation 2x — y + 3z —2 = 0.

On résout le systeme :

Soit D la droite d'équation et

|

x+y+z = 1 x+y+z = 1 L
X—y+z = -1 & —2y = =2 Lr—1L;
2x—y+3z = 2 —3y+z = 0 L3—2L;
x = -3
S0y = 1
z = 3

La droite D et le plan P sont sécants et s'intersectent au point de
coordonnées (—3,1,3).
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On travaille dans le plan P muni d'un repére orthonormé (0,1, j).

Soit D une droite et soit M un point de P.

Définition

On appelle distance du point M a la droite D la distance MH ou
H est le projeté orthogonal de M sur D. On la note d(M, D).
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Calcul de d(M, D). On suppose que M(x’,y’) et que D a pour
équation ax + by +c = 0. Alors on a

_|ax" + by' + |

IM.D) ="

Exemple. Soit D la droite d'équation 2x —2 =0. On a

2x" —2 2Ix' =1
d(M,D)Z | X |= |X |=‘XI

—1J.
Va 2 |
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On travaille dans I'espace £ muni d'un repére orthonormé
(0,i,j, k).
On considére P un plan et soit M un point de £.

Définition

On appelle distance du point M au plan P la distance MH ou H
est le projeté orthogonal de M sur P.
On la note d(M, P).




produit scalaire i an i e 'espace Calcul de distances
« o cooe

Calcul de d(M,P)

On suppose que M(x',y’, z") et que P a pour équation
ax + by +cz+d=0. Alors on a

_|ax’ + by' 4 cZ’ + d|

SRS e
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On travaille dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct
(0,i,j).

Définition

Soient u(«, 3) et v(o’, §') deux vecteurs. On appelle déterminant
des vecteurs u et v |'aire algébrique du parallélogramme engendré

par u et v. On le note ou aussi det(u, v).

a o
B A
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Définition

Algébriquement, on a det(v,u) = aff’ — Ba’.

Remarque. det(v,u) = —det(u,v)

Proposition

Les vecteurs u et v sont colinéaires ssi det(u, v) = 0.

Exemple. Soient u(1,2) et v(4,8), on a

Donc u(1,2) et v(4,8) sont colinéaires.

g =1x8-2x4=0.

N =
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Interprétation géométrique
Soient u et v deux vecteurs non nuls et soit & = (u, v) I'angle
orienté des vecteurs u et v. On a

u-v det(u,v)

cosoe=——— et sina=-——>".
[[ul[{|v]| [[ull{|v]l

Application 1 : détermination de |'angle de vecteurs (u,v)

Soit u = (1,v/3) et v = (0, —3).
Onau-v=-3V3, |u]| =2, |lv]| = 3 et det(u,v) = —3.
D’ou
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On travaille dans I'espace £ muni d'un repére orthonormé direct
(0,i,j, k).

Définition.

Soient u(«, 3,7), v(c/, 8,7) et w(a”, 3",7"). On appelle produit
mixte (ou déterminant) des vecteurs u, v et w le réel

” ﬁ B/ _ a a/ ” /

a 6,, +’}/ o «
v Y vy g B

a o «
On le note [u,v,w] ou dét(u,v,w)ou | § 3 3"
Y Y

Proposition

Les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et seulement si
det(u,v,w) = 0.
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Soient u(1,2,3), v(0,—1,1) et w(2,3,7). On a

2 -1

0
3 1 1

3| e

1
3

=2(5) — 3(1) + 7(~1) = 0.

Calcul de volume
Soit un parallélepipeéde P engendré par les vecteurs u, v et w.

Volume(P) = |det(u, v, w)|
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On travaille dans I'espace £ muni d'un repére orthonormé direct
(0.1, k).

Définition

Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de £. Notons par w le
vecteur unitaire normal a u et v tel que la base (u, v, w) soit

directe.
Le produit vectoriel de u et v est le vecteur

uAv = [[ulf[v]lsin(u,v)|w.

Si u et v sont colinéaires, on pose u Av = 0.

Exemples. k =iAj, j=kAi ...
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Théoréeme

Siu(a, B,7) et v(c/, B',7') alors u A v a pour coordonnées :

< )

o det(u,v,w) = (uAv)-w,

a o

BB

a o
v Y

g B
v v

bl )

@ UAV=—-VAuU,

o (U+rVv)AwW=uAw+VAw,
QuA(v+w)=uAv+uAw,

@ (Au)Av=uA(Av) =A(uAv).
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