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On appelle matrice réelle de taille p x n (ou a p lignes et n
colonnes) un tableau de p lignes et n colonnes de nombres réels.
On note M, ,(R) I'ensemble de ces matrices.

Si p = n, on note M,(R) au lieu de M, »(R).

Exemples
(1 2) € M12(R), (; i) € Ms(R), (;) € M21(R),

1 2 3
(2 1 4>€M2,3(R),

1 -2
0 =m € M372(R).
a b

| A\




Matrice:

Oe000

S Q matrices remarquables O ir les matrices mes linéaires

On utilise en général des lettres capitales A, B, M etc... pour
désigner des matrices.

Cas particuliers :

@ Un vecteur de R" est une matrice a n lignes et une colonne,
c'est-a-dire R" = M, 1(R).
Q M;(R)=R!=R.

Ecriture indicielle d'une matrice

Pour un vecteur, on écrit v =

Vn
Comment faire pour une matrice ?
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Ecriture indicielle d'une matrice

On utilise deux indices : un pour la ligne et un pour la colonne.
di1 d12 ... din
dp1 a2 ... 4aop
A= ,
v
A=(aj5) 1<i<pr = (ay)
1<j<n
v
On dit que (a,-l ajp ... a,-,,) est la i-eme ligne de la matrice A

a]_j
a2 .y
et que ] est la j-eme colonne de A.

dpj
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Notation par lignes

Lp
v
Notation par vecteurs colonnes

aij

. azj
Az(cl c ... c,,)ouc,-: . € RP.

api




Matrices lques matrices remarquables O ir les matrices M

O000e

4
Avec A = (u v e3) ouu=— (2) et v=2es.
-1
4 00
Sous forme matricielle, A= -2 2 0
-1 0 1
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Définition

La matrice nulle est matrice dont tous les coefficients a;; sont nuls.

Exemple : dans M5 3(R), la matrice nulle est 0z 3 = (8 8 8)

Définition

Une matrice-ligne est matrice qui n'a qu'une seule ligne.

Exemple : (7 4 1) € My 3(R).

Définition

Une matrice-colonne est une matrice qui n'a qu'une seule colonne.

Exemple : | 5| € M31(R).
6
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Définition

Une matrice carrée est une matrice avec autant de lignes que de
colonnes, c'est-a-dire matrice de M,(RR).

b
Exemple : (j d) € M(R).

Définition

Une matrice diagonale est matrice vérifiant M = (mj;) € M,(R)
avec m;; = 0 pour i # j.

2 0
Exemple: |0 5 0
00
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Définition
Avec n fixé, la matrice identité, notée /,, matrice diagonale telle
que mjj=1pouri=1,... n.
10 1 00
Exemple : h = 0 1 =10 1 0
0 01
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Définition
Une matrice triangulaire supérieure est une matrice
M = (mj;) € Mp(R) vérifiant mj; = 0 pour i > j.

1 2 3
Exemple : (g g) 0 4 5
0 0 6

Définition

Une matrice symétrique est une matrice M = (mj;) € M,(R)
véréfiant m;; = mj; pour tous / et j.

6 11 10
Exemple : (114 174>, 11 4 12
10 12 5
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Définition

Si M € M, ,(R), la matrice transposée de M, notée ‘M, est la
matrice de M, ,(R) dont les lignes sont les colonnes de M.

Si M = (mj) alors M= (qij) avec gjj = mj;.

1 2 3
Exemple : o] = (1 2 3), 1 -1 = (2 1 4),
3

(3)-62)

Remarques

o (A=A

. a - . .t
@ A matrice carrée est symétrique si et seulement si A = A.
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Addition

Soient A = (ajj) et B = (bj;) deux matrices de M, (R).
La matrice A+ B est la matrice C = (cj) de taille p x n telle que
Cjj = ajj + b,J

Remarques

o A+0=0+A=A,
@ A+ (—A) =0o0u —A = (—aj) (matrice opposée).
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Multiplication par un scalaire

Soit A = (aj;) une matrice de M, ,(R) et A € R. On note M\A la
matrice de taille p X n obtenue en multipliant les coefficients de A
par A, c'est-a-dire A = (Aajj).

Exemple

s(2 -1 0 3)_ (10 -5 0 15
1 2 1 -1/ \5 10 5 -5/

| A\
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Multiplication de deux matrices

Soient A € M, 5(R) et B € M, 4(R). On définit le produit
Ax B=C=(cj) € Mpgq(R) par

n
cj =Y aibij = anbyj + anboj + -+ + ainbyj, (1)
k=1

aveci € {1,...,p},je{1,...,q}.
On note aussi A x B.

Remarque

Pour que le produit existe, il faut que le nombre de colonnes de A
soit égale au nombre de lignes de B
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4 2

A=|-2 0 etB:<i) _21>
-1 1

14 6

ABe M35(R) et AB= -6 —4

-2 -3
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stémes linéaires

Matr

2010
oA:G _01 é)etB:1122
1210

AB€M24(R)etAB:<4 11 _2>.

4 4 3 0

)
° (a b) (a’ b’) n'est pas défini.
¢ o-(3 3)

a b\ (x) [ax+by
c d/\y)] \ex+dy
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Remarque

Si A et B sont dans M ,(R) alors les produits AB € M,(R) et
BA € M,(R) sont toujours définis.
Mais en général, AB # BA.

e (112 9)- 3 )
[0 )00

Proposition
Si A € Mp(R) alors I,A = Al, = A.

0
1

La matrice identité /, est I'élément neutre de la multiplication
matricielle.
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Propriétés
Q SiAc Mpa(R), Be Mpq(R) et C e Mgm(R) alors

A(BC) = (AB)C.

On note ABC ce produit.
Q SiAe Mp4(R), et B,C € M, 4(R) alors

A(B+ C) = AB + AC.

Q Si A, De Mpn(R), et Be M, 4(R) alors

(A+ D)B = AB + DB.
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Définition

Une matrice est échelonnée si le premier coefficient non-nul de la
i-eme ligne est strictement a droite du premier coefficient non-nul
de la (i — 1)-eme ligne.

| A

Exemples
31; 1\ (7 2 3
00 1 0 3 0 0 2

Définition
Pour une matrice échelonnée, on appelle les pivots les premiers
coefficients non-nuls de chaque ligne.

| A\
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Exemples de matrice non-échelonnée

021
1 -5
1 11

e |0 1 2
0 21
2 35 8

e |0 0 2 3
0 0 6 -2
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Ly

Soit M = | : | une matrice a n lignes et p colonnes.

Définition
Une opération élémentaire sur les lignes de M est une des
opérations suivantes :

| '\
S

@ Echanger deux lignes : L; <+ Lj (i # j).

© Multiplier une ligne par une constante non nulle : L; < al;
(a #0).

© Ajouter a une ligne un multiple d'une autre : L; < L; + al;.

.

Théoreme

Par un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut toujours
transformer une matrice donnée en une matrice échelonnée.
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1 -1 1 1 L—L; /1 -1 1 1 1a oL 1 -1 1 1
1 0 2 —-1| L3—-L; [0 1 1 =2 3@ 2 1lo 1 1 =2
1 1 3 6 & 0 2 2 5 0 0 0 o9

Définition

On appelle rang de la matrice M le nombre de pivots de la matrice
échelonnée obtenue aprés les opérations élémentaires.
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Lien avec les systemes linéaires

On considere un systéeme linéaire de p équations a n inconnues :

1es matrices remarquables (€ ir les matrices

ayxy +apxe+--+axn = b
ax1 +anxy+ -+ amx, = b
ap1X1 + ap2X2 + - -+ apnXp = bp

On peut I'écrire sous forme d'égalité matricielle :

air a2 - amn\ (X by
a1 axp - anm| | x by

apl dp2 - apn Xn b,
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On appelle matrice augmentée du systéme la matrice a p lignes et
n 4+ 1 colonnes suivante :




Matrices et systemes linéaires

000000e0

Remarque

Réciproquement, a toute matrice a p lignes et n+ 1 colonnes, on
associe un systéme linéaire de p équations a n inconnues :

Il
>3
&

ain aw - an | bk aiixt + aexe + -+ + ainXn
a1 ax - an | b ap1x1 + axnxe + -+ + apXxn

=

Il
S

dpl  ap2 -*°  apn bp ap1X1 + ap2x2 + -+ apnxn = bp
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Donc pour résoudre un systéme, on peut utiliser la matrice
augmentée, I'échelonner et résoudre le systéme associé a la matrice
échelonnée.

2y +z=1
x+2z=-1
X+y+3z=06
0 21 1
O Matrice augmentée: | 1 0 2| -1
11 3| 6
1 0 2|-1
@ On l'échelonne: | 0 2 1 1
0 0 1| 13
x+2z =-1
© Retour a un systeme :{ 2y +z =1
z =13
o <ahitieon * v — —2927 v — A 7 — 1
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Définition

Une matrice carrée A € Mp(R) est dite inversible s'il existe une
matrice A" € Mp(R) telle que AA' = AA=I,.

On la note A~! et on I'appelle matrice inverse de A.

Proposition - Unicité de I'inverse

Si AA' = |, alors A’/A = I, et donc A est inversible, A’ = A~1.

Commentaire

Pour trouver l'inverse d'une matrice A, il suffit de résoudre une des
deux équations matricielles d'inconnue A’ suivantes :

A'A=I,ou AA = I,.
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Exemple

—
N

La matrice A = (1 3

> est inversible, en effet A~ = ( : _2>.

On cherche M = i Z telle que AM = I,.

1 2 a b\ _ (a+2c b+2d
O”aAM_<1 3) <c d>_ <a+3c b+3d>'
at+2c=1 . b+2d=0
a+3c=0 b+3d=1
a+t+2c=1 " b+2d=0
c=-1 ¢ d=1
On trouve bien a=3,b=-2,c=-1,d = 1.

Donc AM = |, si et seulement si

Donc AM = | si et seulement si
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Exemple

n'est pas inversible.

La matrice A = <0 0

[y
o
@v

On cherche M = (i d) tel que AM = I,. On doit avoir
1 0\(fa b)Y (1 0
0 0)\c d/ \0 1)’
a by (10
0 0/ \0 1)’

doua=1 b=0,0=0,0=1. Cest impossible.

c'est-a-dire
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On considére un systéme linéaire de n équations a n inconnues :

ajxy +apxo+ - +amxs, = b
axnxy +axpxp+ -+ amx, = b
aniX1 + amXo + -+ appXxn = by

On |"écrit sous forme matricielle ; Ax = b ou

a a PRI a
11 12 1n x1 bl
a1 axp - ap
A= 5 R= , b=
Xn b
dnl dn2 - dpn
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Si A est inversible alors

Ax=bo A1 (Ax)=Ab s (A 'A)x=A"b
slhx=A"bex=A"hb

La solution du systeme est unique. Elle est donnée par les
coordonnées du vecteur A~1b.
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Comment calculer I'inverse d'une matrice?

1° méthode : On résout le systtme AM = I, (ou le systeme
MA = I,), en considérant les coefficients de M comme des
inconnues.

. (1 2 1 (3 =2
Exemple.A—(1 3>,A —<_1 1).

Remarque

C'est une méthode peu efficace car il faut résoudre n systemes
linéaires de n équations a n inconnues.
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2° méthode : On forme la matrice de taille n x 2n suivante :
( Al ly ) (matrice compagnon).

En effectuant des opérations élémentaires, on essaie de la
transformer en une matrice de la forme :

(h]B).

Si c'est possible, A est inversible et A~} = B.
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1 3
La matrice compagnon est L'opération Ly < L1 — 2L, donne

1 2/1 0 10 3 =2
1 3(0 1)/ 0 1|-1 1/
L'opération Ly - Lo — Ly donne On retrouve A~1 = ( 3 _2).

-1 1
1 2] 10
0 1/-11)°

Considérons A = (1 2) .
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1 2 0
A=|0 1 -1
0 0 1

La matrice compagnon est

oo
O = N
|
= = O
o O =
o~ o
= O O
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Quelques matrices remarquables

L'opération Ly < L; — 2L, donne

10 2|1 -2 0
01 -1/0 1 0
00 1/0 01

L'opération Ly < Ly + L3 donne

10 2|1 -2 0
0100 11
0 010 01

L'opération Ly < L; — 2L3 donne

1001 -2 -2

010/0 1 1

0 0 1|0 1
1 -2 -2

Donc A~ l=1[0 1 1
0 0 1



	Matrices
	Quelques matrices remarquables
	Opérations sur les matrices
	Matrices et systèmes linéaires
	Matrice inverse

