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Définition Noyau et image Injectivité, surjectivité Matrice Changement de base Théorie du rang

Définition
Soit E ⊂ Rm un sous-espace vectoriel et soit F ⊂ Rn un
sous-espace vectoriel. Soit f : E → F une application. On dit que f
est une application linéaire si :

1 pour tous u, v ∈ E , f (u + v) = f (u) + f (v),
2 pour tout u ∈ E et pour tout λ ∈ R, f (λu) = λf (u).

Proposition
Si f est linéaire alors f (0) = 0.
La composée de deux applications linéaires est linéaire.
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Proposition
f : R→ R est linéaire si et seulement s’il existe a ∈ R tel que pour
tout x ∈ R, f (x) = ax .

Preuve :

⇒
Soit f : R→ R linéaire.
On pose a = f (1).
On a x = x .1
d’où f (x) = xf (1) = xa = ax .
⇐
Soit f : R→ R linéaire avec f (x) = ax .
alors

1 pour tous u, v ∈ R, f (u + v) = au + av = f (u) + f (v),
2 pour tout u ∈ E et pour tout λ ∈ R, f (λu) = λau = λf (u).
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Exemples

1 f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x
0

)
.

(f est la projection sur l’axe des abscisses).

2 f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

ax
ay

)
.

3 f : R2 → R,
(

x
y

)
7→ x − y .

4 f : R3 → R2,

x
y
z

 7→ (
2x + y
y − z

)
.
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Exemples
5 Soit F un sous-espace vectoriel de Rn.

L’application F → F , x 7→ x est linéaire. On la note IdF
(identité de F ).
Soit λ ∈ R. L’application F → F , x 7→ λx est linéaire. C’est
l’homothétie de rapport λ.

6 f : Rn → R,


x1
x2
...

xn

 7→ a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn.

7 f : Rn → Rp,


x1
x2
...

xn

 7→


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn

.
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Contre-exemples

1 f : R2 → R,
(

x
y

)
7→ x2 − y .

2 f : R3 → R2,

x
y
z

 7→ (
2xy

x + 3y − z

)
.

3 f : R3 → R2,

x
y
z

 7→ (
2x + 3y + 5z + 7

x − 2y + z

)
.

4 Soit F un sous-espace vectoriel de Rn. Soit v un vecteur
non-nul de F .
L’application F → F , x 7→ x + v n’est pas linéaire.
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Définition
Soit F ⊂ Rn un sous-espace vectoriel. On dit que G ⊂ F un
sous-espace vectoriel de F si :

pour tous v1, v2 ∈ G , on a v1 + v2 ∈ G ,
pour tout v ∈ G , pour tout λ ∈ R, on a λv ∈ G .

Remarques
1 Si G ⊂ F est un sous-espace vectoriel de F alors c’est un

sous-espace vectoriel de Rn.
2 Si G ⊂ F et G est un sous-espace vectoriel de Rn alors G est

un sous-espace vectoriel de F .
3 Si G est un sous-espace vectoriel de F alors dim G ≤ dim F .

De plus, dim G = dim F si et seulement si F = G .
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Exemples
Dans R3, soit P un plan passant par 0 et soit D ⊂ P une
droite passant par 0. Alors D est un sous-espace vectoriel de
P.

Dans R4, soit F =




x
y
z
t

 | x + y − z + t = 0

 et soit

G =




x
y
z
t

 | x + y − z + t = 0 et x − y + 4t = 0

.

Alors G est un sous-espace vectoriel de F .
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Définition
Soit f : E → F une application linéaire. Le noyau de f , noté
Ker(f ), est l’ensemble des antécédents du vecteur 0, i.e.

Ker(f ) = {x ∈ E | f (x) = 0} .

Exemples

Soit f : R2 → R définie par f (
(

x
y

)
) = x + y . On a

Ker(f ) =
{(

x
y

)
| x + y = 0

}
.

C’est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
(

1
−1

)
.
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Exemples

Soit f : R2 → R2 définie par f (
(

x
y

)
) =

(
x + y

2x − 2y

)
. Alors

Ker(f ) =
(
0
0

)
. En effet, on voit que x = y = 0 est l’unique

solution du système
{

x + y = 0
2x − 2y = 0 (à vérifier !).

Théorème
Pour toute application linéaire f : E → F , Ker(f ) est un
sous-espace vectoriel de E .
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Définition
Soit f : E → F une application linéaire. L’image de f , notée Im(f ),
est l’ensemble suivant :

Im(f) = {y ∈ F | y = f (x) où x ∈ E} .
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Exemples

1 f : R2 → R,
(

x
y

)
7→ x + y .

Im(f ) = R car pour tout a ∈ R, a = a + 0 = f (
(

a
0

)
).

2 f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x + y
x − y

)
.

Im(f ) = R2 car pour tout
(

a
b

)
∈ R2,

(
a
b

)
= f (

(
a+b
2

a−b
2

)
).

3 f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x
−x

)
.(

a
b

)
∈ Im(f ) si et seulement b = −a. Donc Im(f ) = 〈

(
1
−1

)
〉.
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Théorème
Pour toute application linéaire f : E → F , Im(f ) est un
sous-espace vectoriel de F .
De plus, pour toute base (u1, . . . ,uk) de E , Im(f ) est le
sous-espace vectoriel de F engendré par f (u1), . . . , f (uk),
c’est-à-dire :

Im(f ) = 〈f (u1), . . . , f (uk)〉.

Exemple

f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x
−x

)
.

On a vu que Im(f ) = 〈
(

1
−1

)
〉. Or f (e1) =

(
1
−1

)
et

f (e2) =
(
0
0

)
. On trouve bien que 〈f (e1), f (e2)〉 = Im(f ).
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Définition
On appelle rang de l’application linéaire f , noté rg(f ), la dimension
de l’image de f : rg(f ) = dim(Im(f )).

Théorème du rang
Soit f : E → F une application linéaire. On a :

dim(E ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )) = dim(Ker(f )) + rg(f )

Exemple

f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x
−x

)
.

On sait que dim(Im(f )) = 1.

De plus,
(

x
y

)
∈ Ker(f ) si et seulement si x = 0.

Donc Ker(f ) = 〈e2〉 et dim(Ker(f )) = 1.
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On commence par quelques notions sur la théorie des ensembles.

Définition
Soient A et B deux ensembles et soit f : A→ B une application.
On dit que :

1 f est injective si deux éléments distincts de A ont des images
distinctes,

2 f est surjective si tout élément de B admet un antécédent par
f ,

3 f est bijective si f est injective et surjective, autrement dit si
tout élément de B admet un unique antécédent par f .

Illustration
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Exemples et contre-exemples
1 f : R→ R, x 7→ x2 n’est pas injective car f (1) = f (−1).

Elle n’est pas surjective car −1 n’a pas d’antécédent. Elle
n’est pas bijective.

2 f : R→ R, x 7→ x3 est injective, surjective et donc bijective.
3 Soit f la fonction

f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3}
1 7→ 1
2 7→ 3
3 7→ 2
4 7→ 1

f est surjective mais pas injective.
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Exemple
f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3, 4}

1 7→ 1
2 7→ 3
3 7→ 2

est injective mais pas surjective.

Remarque
Si f est bijective, on peut définir une application réciproque :

f −1 : B → A
y 7→ x

où f (x) = y . L’application f −1 est bijective, f ◦ f −1(y) = y et
f −1 ◦ f (x) = x .
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Dans les cas des applications linéaires, on dispose de critères
"simples" pour vérifier si une application linéaire est injective,
surjective ou bijective.

Théorème
Soit f : E → F une application linéaire. On a :

1 f est injective ⇔ Ker(f ) = {0} ⇔ dim(Ker(f )) = 0,
2 f est surjective ⇔ Im(f ) = F ⇔ dim(Im(f )) = dim(F ).
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Corollaire
Soit f : E → F une application linéaire avec dim(E ) = dim(F ). On
suppose que dim(E ) = dim(F ). On a : f injective ⇔ f surjective
⇔ f bijective.

Preuve Par le théorème du rang,

dim(E ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )).

Donc
dim(F ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )).

D’où les équivalences :

f injective⇔ dim(Ker(f )) = 0⇔ dim(Im(f )) = dim(F )⇔ f surjective.
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Exemple

f : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x + 2y
−3x + y

)
. On voit que Ker(f ) = {0},

donc f est bijective.
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Soient E et F deux sous-espaces vectoriels.

On pose dim(E ) = n et dim(F ) = p.

Soit f : E → F une application linéaire.

Soient U = (u1, . . . ,un) une base de E et V = (v1, . . . , vp) une
base de F .

On écrit f (u1), . . . , f (un) dans la base V :
f (u1) = a11v1 + a21v2 + · · ·+ ap1vp,
f (u2) = a12v1 + a22v2 + · · ·+ ap2vp,

...
f (un) = a1nv1 + a2nv2 + · · ·+ apnvp.
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Définition
On appelle matrice de f dans les bases U et V la matrice de
Mp,n(R), notée MU ,V(f ), dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs f (u1), . . . , f (un) dans la base V :

MU ,V(f ) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn

 .

Cas particulier
Si E = F et U = V, on note simplement MU (f ) au lieu de
MU ,U (f ).
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Exemple 1

Soit f : R3 → R2,

x
y
z

 7→ (
x − y
z − y

)
.

Soient B2 la base canonique de R2 et B3 celle de R3.

On a f (e1) =
(
1
0

)
, f (e2) =

(
−1
−1

)
et f (e3) =

(
0
1

)
. Donc

MB3,B2(f ) =
(
1 −1 0
0 −1 1

)
.
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Exemple 2
E de dimension n et idE : E → E , x 7→ x .
Soit U = (u1, . . . ,un). On a idE (ui) = ui donc

MU (IdE ) =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 = In.

Exemple 3
E = R2, B = (e1, e2) la base canonique. Soit p : R2 → R2,(

x
y

)
7→
(

x
0

)
. On a p(e1) = e1 et p(e2) = 0.

Donc :
MB(p) =

(
1 0
0 0

)
.
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Exemple 4
Soit f : Rn → R définie par

f (

x1
...

xn

) = a1x1 + · · ·+ anxn.

On note Bn la base canonique de Rn et B1 celle de R. On a

MBn,B1(f ) =
(
a1 · · · an

)
.
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Exemple 5

f : Rn → Rp,


x1
x2
...

xn

 7→


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn

 .

On note Bn la base canonique de Rn et Bp celle de Rp. On a

MBn,Bp (f ) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn

 .
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Soit x un vecteur de E et soient α1, . . . , αn ses coordonnées dans
la base U = (u1, . . . ,un) de E :

x = α1u1 + · · ·+ αnun.

Définition
On appelle matrice de x dans la base U la matrice colonne
suivante :

MU (x) =

α1...
αn

 .
De même, si f (x) = β1v1 + · · ·+ βpvp, on pose

MV(f (x)) =

β1...
βp

 .
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Proposition
Matriciellement, on a :

MV(f (x)) = MU ,V(f )MU (x).
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Exemple 1
E de dimension n et idE : E → E , x 7→ x .
Soit U = (u1, . . . ,un), MU (IdE ) = In.

Soit x ∈ E , x = x1u1 + · · ·+ xnun, MU (x) =

x1
...

xn

,

MU (IdE (x)) =

x1
...

xn

.
On a bien :

MU (IdE (x)) = MU (IdE )MU (x).
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Exemple 2
E = R2, B = (e1, e2) la base canonique.

Soit p : R2 → R2,
(

x
y

)
7→
(

x
0

)
. On a MB(p) =

(
1 0
0 0

)
.

Soit x = x1e1 + x2e2, MB(x) =
(

x1
x2

)
et MB(p(x)) =

(
x1
0

)
. On a

bien (
x1
0

)
=
(
1 0
0 0

)(
x1
x2

)
.
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Exemple 3

Soit f : R3 → R2,

x
y
z

 7→ (
x − y
z − y

)
.

Soient B2 la base canonique de R2 et B3 celle de R3.
On a

MB3,B2(f ) =
(
1 −1 0
0 −1 1

)
.

Soit x = x1e1 + x2e2 + x3e3, MB3(x) =

x1
x2
x3

 et

MB2(f (x)) =
(

x1 − x2
x3 − x2

)
. On a bien

(
x1 − x2
x3 − x2

)
=
(
1 −1 0
0 −1 1

)x1
x2
x3

 .
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Exemple 4
Soit f : Rn → Rp une application linéaire. On note Bn la base
canonique de Rn et Bp celle de Rp. On écrit

MBn,Bp (f ) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn

 .
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Soit x ∈ Rn, x =

x1
...

xn

 = MBn(x), f (x) =

y1
...

yp

 = MBp (f (x)).

On a

f (x) = MBn,Bp (f )MBn(x) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn


x1

...
xn

 ,

d’où la forme générale d’une application linéaire de Rn dans Rp :

f (x) =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apnxn

 .
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Proposition
Soient E ,F et G trois sous-espaces vectoriels. Soient U une base
de E , V une base de F et W une base de G .
Soient f : E → F et g : F → G deux applications linéaires. Alors

MU ,W(g ◦ f ) = MV,W(g)MU ,V(f )

Proposition
Soient E et F deux espaces vectoriels de même dimension. Soient
U une base de E et V une base de F .
Soit f : E → F une application linéaire. Alors f est bijective si et
seulement si MU ,V(f ) est inversible.

De plus, si f est bijective alors

MV,U (f −1) = MU ,V(f )−1
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Exemple
(déjà vu au Chapitre 4)

Soit f : R2 → R2 donnée par
(

x1
x2

)
7→
(

x1 + 2x2
x1 + 3x2

)
.

MB2(f ) =
(
1 2
1 3

)
, MB2(f ) est inversible et

MB2(f )−1 =
(

3 −2
−1 1

)
.

D’où f est bijective et

f −1(
(

y1
y2

)
) =

(
3y1 − 2y2
−y1 + y2

)
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Remarque
La matrice d’une application linéaire dépend du choix des bases
dans l’espace de départ et dans l’espace d’arrivée. On va voir
comment sont reliées deux matrices qui représentent la même
application dans des bases distinctes.

Soit E ⊂ Rm un sous-espace vectoriel de dimension n.

Soient U = (u1, . . . ,un) et V = (v1, . . . , vn) deux bases de E .

On écrit les vi dans la base U :

v1 = p11u1 + p21u2 + · · ·+ pn1un,

v2 = p12u1 + p22u2 + · · ·+ pn2un,

...

vn = p1nu1 + p2nu2 + · · ·+ pnnun.



37/51

Définition Noyau et image Injectivité, surjectivité Matrice Changement de base Théorie du rang

Définition
On appelle matrice de passage de la base U à la base V la matrice
de taille n × n, notée PU→V , dont les colonnes sont les
coordonnées des vi dans la base U :

PU→V =


p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n
...

... . . . ...
pn1 pn2 . . . pnn

 .

Remarques
PU→V est inversible et (PU→V)−1 = PV→U .
PU→V = MV,U (IdE ).
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Exemple
Dans R2, V = (v1, v2), où v1 = e1 + e2 et v2 = 2e1 + 3e2, est une
base.
On a PB2→V =

(
1 2
1 3

)
,

d’où PV→B2 =
(
1 2
1 3

)−1
=
(

3 −2
−1 1

)
.

On a donc : e1 = 3v1 − v2 et e2 = −2v1 + v2.
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Question
Soit x un vecteur de E .
On écrit :

x = α1u1 + · · ·+ αnun = β1v1 + · · ·+ βnvn.

Quel est le lien entre les αi et les βj ? Autrement dit, quel est le

lien entre MU (x) =

α1...
αn

 et MV(x) =

β1...
βn

 ?

Proposition

MV(x) = PV→UMU (x) = (PU→V)−1MU (x)

Preuve On sait que x = IdE (x) et que PV→U = MU ,V(IdE ). Donc
MV(x) = PV→UMU (x).
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Exemple
Dans R2, B2 = (e1, e2) la base canonique et V = (v1, v2) définie

par v1 =
(
2
1

)
et v2 =

(
3
2

)
.

Soit x = 2e1 + 3e2. On cherche α et β tels que x = αv1 + βv2.

On a PB2→V =
(
2 3
1 2

)
.

On calcule
(
2 3
1 2

)−1
=
(

2 −3
−1 2

)
.

On a
(
α
β

)
= MV(x) et

(
2
3

)
= MB2(x), d’où(

α
β

)
=
(

2 −3
−1 2

)(
2
3

)
=
(
−5
4

)
.
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Proposition
Soient E et F deux sous-espaces vectoriels, dim(E ) = n et
dim(F ) = p, et f : E → F une application linéaire.
Soient U = (u1, . . . ,un) et U ′ = (u′1, . . . ,u′n) deux bases de E .
Soient V = (v1, . . . , vp) et V ′ = (v′1, . . . , v′p) deux bases de F .

MU ′,V ′(f ) = (PV→V ′)−1MU ,V(f )PU→U ′

Corollaire
Si E = F et donc f : E → E , alors

MU ′(f ) = (PU→U ′)−1MU (f )PU→U ′
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Exemple : Soit f : R3 → R3,

x1
x2
x3

 7→
3x1 − x2 + x3

2x2
x1 − x2 + 3x3

.

On a MB3(f ) =

3 −1 1
0 2 0
1 −1 3

.
Soit V = (v1, v2, v3) la base donnée par :

v1 =

 1
0
−1

 , v2 =

01
1

 , v3 =

10
1

 .

On a

PB3→V =

 1 0 1
0 1 0
−1 1 1

 .
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On calcule (PB3→V)−1 et on trouve :

(PB3→V)−1 = 1
2

1 1 −1
0 2 0
1 −1 1

 (à vérifier !).

D’où
MV(f ) = (PB3→V)−1MB3(f )PB3→V

= 1
2

1 1 −1
0 2 0
1 −1 1

3 −1 1
0 2 0
1 −1 3

 1 0 1
0 1 0
−1 1 1

 =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 .

On peut vérifier : f (v1) =

 2
0
−2

 = 2v1, f (v2) =

0
2
2

 = 2v2 et

f (v3) =

4
0
4

 = 4v3.
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Remarque
On a déjà rencontré par deux fois la notion de rang :

1 le rang d’une matrice : nombre de pivots de la matrice
obtenue après échelonnement,

2 le rang d’une application linéaire : dimension de l’espace
vectoriel image.

En voici une troisième :
Définition
Soit E un espace vectoriel et soit (v1, . . . , vk) une famille de
vecteurs de E . On appelle rang de la famille, la dimension de
l’espace vectoriel engendré par les vecteurs v1, . . . , vk :

rg(v1, . . . , vk) = dim(〈v1, . . . , vk〉).
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Remarques
1 Comme dim(〈v1, . . . , vk〉) ≤ k, on a nécessairement :

rg(v1, . . . , vk) ≤ k,

avec égalité si et seulement si la famille (v1, . . . , vk) est libre.
2 Comme 〈v1, . . . , vk〉 ⊂ E , on a rg(v1, . . . , vk) ≤ dim(E ) et

donc :
rg(v1, . . . , vk) ≤ min{k, dim(E )}.

Exemples
1 Soit v 6= 0 un vecteur de E . Alors rg(v) = 1.
2 Soit (u1, . . . ,un) une base de E où n = dim(E ), alors

rg(u1, . . . ,un) = n.
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Exemple

Dans R2, rg(
(

1
−1

)
,

(
−3
3

)
) = 1 et rg(

(
1
−1

)
,

(
−3
2

)
) = 2.

Exemple

4) Dans R3, soient v1 =

12
1

, v2 =

−13
1

 et v3 =

−113
5

. Les
vecteurs v1, v2 et v3 sont liés car

2v1 + 3v2 − v3 = 0.

Donc rg(v1, v2, v3) ≤ 2. Comme (v1, v2) est libre (à vérifier !), on a
dim〈v1, v2〉 = 2 et comme 〈v1, v2〉 ⊂ 〈v1, v2, v3〉, on a
dim〈v1, v2, v3〉 ≥ 2. On conclut que rg(v1, v2, v3) = 2.
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Proposition (Liens entre les trois notions de rang)
Soit f : E → F une application linéaire. Soit (u1, . . . ,un) une base
de E . Alors rg(f ) =rg(f (u1), . . . , f (un)).

Exemple
Soit f : R3 → R3 donnée par :

f (

x
y
z

) =

 x − y − z
2x + 3y + 13z

x + y + 5z

 ,
et soit B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3. On a

f (e1) =

12
1

, f (e2) =

−13
1

 et f (e3) =

−113
5

. Donc
rg(f (e1), f (e2), f (e3)) = 2 et rg(f ) = 2.
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Proposition
Soit f : E → F une application linéaire. Soit U = (u1, . . . ,un) une
base de E et soit V = (v1, . . . , vp) une base de F . Alors

rg(f ) = rg(MU ,V(f )).

Exemple
Soit f : R3 → R3 donnée par :

f (

x
y
z

) =

 x − y − z
2x + 3y + 13z

x + y + 5z

 ,

et soit B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3. On a

MB(f ) =

1 −1 −1
2 3 13
1 1 5

 .



49/51

Définition Noyau et image Injectivité, surjectivité Matrice Changement de base Théorie du rang

On échelonne MB(f ).

Les opérations L2 ← L2 − 2L1 et L3 ← L3 − L1 donnent la matrice1 −1 −1
0 5 15
0 2 6

 .

Les opérations L2 ← 1
5L2 et L3 ↔ 1

2L3 donnent la matrice1 −1 −1
0 1 3
0 1 3

 .

En faisant l’opération L3 ← L3 − L2, on obtient la matrice échelonnée
suivante : 1 −1 −1

0 1 3
0 0 0

 .

Il y a deux pivots donc rg(MB(f )) = 2 et rg(f ) = 2.
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Proposition
Soit A ∈Mp,k(R) une matrice. On l’écrit sous forme de vecteurs
colonnes : A = (c1 · · · ck) où ci ∈ Rp. Alors

rg(A) = rg(c1, . . . , ck).

Remarques
On sait déjà que rg(A) ≤ p (car il y a au plus p pivots dans la
matrice échelonnée), donc rg(A) ≤ min(p, k).
De même, si on considère une famille (v1, . . . , vk) de vecteurs
de Rp et qu’on forme la matrice (v1 · · · vk) ∈Mp,k(R), alors

rg(v1, . . . , vk) = rg(v1 · · · vk).
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Proposition
Soit A ∈Mp,k(R) une matrice. On a :

rg(A) = rg(tA).

Application
Donc si on écrit A sous forme de vecteurs lignes :

A =


L1
L2
...

Lp

 ,

alors le rang de A est la rang de la famille (L1, . . . , Lp), où Li est
vu comme un vecteur de Rk .
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