Base d'algebre

Chapitre 5. Les applications linéaires

Nicolas Delanoue

Polytech Angers - Université d'Angers

POLYTECH’
ANGERS



ivité, surjectivité M

Définition I
©0000

Définition
Soit E C R™ un sous-espace vectoriel et soit F C R” un
sous-espace vectoriel. Soit f : E — F une application. On dit que f
est une application linéaire si :

Q pour tous u,v € E, f(u+v) = f(u)+ f(v),

Q pour tout u € E et pour tout A € R, f(Au) = Af(u).

o Si f est linéaire alors f(0) = 0.
@ La composée de deux applications linéaires est linéaire.
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Proposition

f : R — R est linéaire si et seulement s'il existe a € R tel que pour
tout x € R, f(x) = ax.

Preuve :

° =
Soit f : R — R linéaire.
On pose a = f(1).
Onax=x.1
d'ol f(x) = xf(1) = xa = ax.
0 =
Soit f : R — R linéaire avec f(x) = ax.
alors
© pour tous u,v €R, f(u+v)=au+av = f(u)+ f(v),
© pour tout u € E et pour tout A € R, f(Au) = Aau = M (u).

0J
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(f est la projection sur I'axe des abscisses).

Q0 RR2 (X)) [¥).
y ay

Q F:R?2 5 R, (;)l—>x—y.

X
QF RoR |y| o (T
V4 y—z
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© Soit F un sous-espace vectoriel de R".
L'application F — F, x +— x est linéaire. On la note /df
(identité de F).
Soit A € R. L'application F — F, x +— Ax est linéaire. C'est
I'homothétie de rapport .

X1
X2
Q f:R"—= R, . — aixy + axxo + - - - 4+ apXx,.
Xn
X1 aiix1 + aexe + - - + ainXn
X2 ax1x1 + axpXxe + - - - + axnXxp
Q@FfF RT—-RP, | |~

Xn Ap1X1 + ap2X2 + - - - + apnXn
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Contre-exemples

Q F:R2 5 R, <;>l—>x2—y.

X
2x
. 3 2 y
Q f:R> — R-, )Z/ »—><X 3y z)'

.3 2
Q f:R3 5 R? Z o

x <2x+3y+52+7>
— .

@ Soit F un sous-espace vectoriel de R". Soit v un vecteur
non-nul de F.
L'application F — F, x — x + v n’est pas linéaire.




éfinition Noyau et image é, surjectivité Changement de base Th du ra

0000000

Définition

Soit F C R" un sous-espace vectoriel. On dit que G C F un
sous-espace vectoriel de F si :

@ pour tous vi,vo € G, on avy + v € G,
@ pour tout v € G, pour tout A € R, on a Av € G.

Remarques

© Si G C F est un sous-espace vectoriel de F alors c'est un
sous-espace vectoriel de R”.

©Q Si G C F et G est un sous-espace vectoriel de R" alors G est
un sous-espace vectoriel de F.

© Si G est un sous-espace vectoriel de F alors dim G < dim F.
De plus, dim G = dim F si et seulement si F = G.
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@ Dans R3, soit P un plan passant par 0 et soit D C P une
droite passant par 0. Alors D est un sous-espace vectoriel de

P.
X
@ Dans R*, soit F = )z/ | x+y—z+t=0, et soit
t
X
G = )z/ | x+y—z+t=0etx—y+4t=0
t

Alors G est un sous-espace vectoriel de F.
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Soit f : E — F une application linéaire. Le noyau de f, noté
Ker(f), est I'ensemble des antécédents du vecteur 0, i.e.

Ker(f) ={x € E | f(x) =0}.

”
Exemples

Soit f : R? — R définie par f(<;>) =x+y.Ona

Ker(f):{<;> |X+y=O}.

: : . , 1
C'est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (_1>.
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. L2 2 yzp- X _ X+y
Soit f : R — R* définie par f((y))— (2X_2y).AIors

Ker(f) = (8) En effet, on voit que x = y = 0 est I'unique

x+y=0

N
2% —2y =0 (3 vérifier!).

solution du systeme {

Pour toute application linéaire f : E — F, Ker(f) est un
sous-espace vectoriel de E.
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Définition

Soit f : E — F une application linéaire. L'image de f, notée Im(f),
est I'ensemble suivant :

Im(f)={yeF|y=f(x)ouxe E}.
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Q f:R> >R, (;) X+ y.

Im(f) = R car pour tout a € R, a:a+O:f(<a

).
0
Q f:R2 5 R? <X> — <X+y>.
y X—y

a a+b
Im(f) = R? car pour tout

o (0 =)

a
b

Q f:R2 5 R? <X>H<X>.
y —X

€ Im(f) si et seulement b = —a. Donc Im(f) = ( 1 ).

a
b

w
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Théoreme

Pour toute application linéaire f : E — F, Im(f) est un
sous-espace vectoriel de F.

De plus, pour toute base (ui,...,ux) de E, Im(f) est le
sous-espace vectoriel de F engendré par f(uy),..., f(uk),
c'est-a-dire :

Im(f) = (f(u1),..., f(ug)).

| A

Exemple

e () (2]

On a vu que Im(f) = ((_11)> Or f(e1) = <_11) et

f(e2) = (8) On trouve bien que (f(e1), f(e2)) = Im(f).
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Définition
On appelle rang de I'application linéaire f, noté rg(f), la dimension
de I'image de f : rg(f) = dim(Im(f)).

Théoreme du rang

Soit f : E — F une application linéaire. On a :

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f)

Exemple

A
~
/—\

\

f:R? — R? )
On sait que dlm(lm )=

De plus, ; € Ker(f) si et seulement si x = 0.

Donc Ker(f) = (ez) et dim(Ker(f)) = 1.
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On commence par quelques notions sur la théorie des ensembles.

Définition
Soient A et B deux ensembles et soit f : A — B une application.
On dit que :
© f est injective si deux éléments distincts de A ont des images
distinctes,
© f est surjective si tout élément de B admet un antécédent par
f,
© f est bijective si f est injective et surjective, autrement dit si
tout élément de B admet un unique antécédent par f.

_
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Exemples et contre-exemples

@ f:R = R, x — x? n'est pas injective car f(1) = f(—1).
Elle n’est pas surjective car —1 n'a pas d'antécédent. Elle
n'est pas bijective.

Q f:R =R, x+— x3 est injective, surjective et donc bijective.

@ Soit f la fonction
f o {1,2,3,4) — {1,2,3}

1 —> 1
2 — 3
3 — 2
4 — 1

f est surjective mais pas injective.
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f o {1,2,3} — {1,2,3,4}

1 — . . ..
est Injective mais pas surjective.

2 —> 3 . P ]

3 — 2

| A\

Remarque

Si f est bijective, on peut définir une application réciproque :

1 . B > A
y = X

ol f(x) = y. L'application 1 est bijective, fo f~1(y) =y et
f~lof(x) = x.
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Dans les cas des applications linéaires, on dispose de criteres
"simples" pour vérifier si une application linéaire est injective,
surjective ou bijective.

Théoreme

Soit f : E — F une application linéaire. On a :
O f est injective & Ker(f) = {0} < dim(Ker(f)) =0,
Q f est surjective < Im(f) = F < dim(Im(f)) = dim(F).
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Corollaire

Soit f : E — F une application linéaire avec dim(E) = dim(F). On
suppose que dim(E) = dim(F). On a : f injective < f surjective
< f bijective.

Preuve Par le théoréme du rang,
dim(E) = dim(Ker(f)) 4 dim(Im(f)).

Donc
dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

D’ou les équivalences :
f injective < dim(Ker(f)) = 0 < dim(Im(f)) = dim(F) < f surjective.

O
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f:R?2 - R?, <;> — (_)(3_:_2’_}/}/). On voit que Ker(f) = {0},

donc f est bijective.
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Soient E et F deux sous-espaces vectoriels.
On pose dim(E) = n et dim(F) = p.
Soit f : E — F une application linéaire.

Soient U = (uy,...,u,) une base de E et V = (vq,...,Vp) une
base de F.

On écrit f(uy),...,f(u,) dans la base V :

‘f\
~—~
c
=
|

= a1nvi+axva+ -+ ap1vp,
f(u) = avi+anvs+ -+ apvp,

f(up) = aipVvi+ apVo + -+ + apnVp.
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Définition
On appelle matrice de f dans les bases U/ et V' la matrice de
M n(R), notée My y(f), dont les colonnes sont les coordonnées

des vecteurs f(uy),...,f(u,) dans la base V :
dil 412 ... din
a1 a2 ... ap
My (f) =
ap1 ap2 coo ap,,

Cas particulier
Si E=F etU =V, on note simplement My,(f) au lieu de

My (). )

| A
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Exemple 1

X
Soit F:R3 =R [y]| — (X_y>.

V4 27y

Soient B> la base canonique de R? et B3 celle de R3.

On af(e;) = (é) f(ex) = (:i) et f(e3) = (2) Donc

1 -1 0
MBLBZ('[): <O —1 1)
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Exemple 2

E de dimension net idg : E — E, x — x.
Soit U = (uy,...,up). On a idg(u;) = u; donc

My(lde)=|. . . | =
00 1

Exemple 3

| \

E = R?, B = (e1,ey) la base canonique. Soit p : R? — R?,

(;) — <)(;> On a p(e1) = ey et p(ep) =0.

Donc :
Mg(p) = ((1) 8) :
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Exemple 4

Soit f : R" — R définie par

X1
f( ):alxl-l----—l-a,,x,,.

Xn

On note B, la base canonique de R" et 37 celle de R. On a

MB,,,Bl(f) = (31 coco a,,) .
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Exemple 5

X1 a11x1 + aipxe + - - - + ainXn

N X2 a1x1 + axpxe + - - -+ apXn
f-R"—=RP, | |+~

Xn ap1X1 + ap2X2 + - - - + apnXn

On note B, la base canonique de R" et B, celle de R?. On a

dil1 da12 ... din

a1 a2 ... dp
Mg, 5,(f) =

apl ap2 ap,,
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Soit x un vecteur de E et soient aq,...,a, ses coordonnées dans
la base U = (uy,...,u,) de E:

X = iUy + -+ apup.

Définition
On appelle matrice de x dans la base U |a matrice colonne
suivante :

a1
Mu (X) =

Qp
De méme, si f(x) = f1v1 + - - - + BpVp, on pose
p1
My(f(x)) = | :
Bp
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Proposition

Matriciellement, on a :

My(f(x)) = My y(F)My(x).
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Exemple 1

E de dimension net ide : E — E, x — x.
SO|t Z/{ = (U]_, ey u,,), ML{(IdE) =] In.

X1
Soit x € E, x = xquy + -+ - + Xpup, My(x) =1t |,
Xn
X1
My (ldg(x)) =
Xn

On a bien :

M[/{(IdE(X)) = Mu(/dE)Mu(X).
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Exemple 2

E = R?, B = (ey,ey) la base canonique.

o 5 [X X (1 0
Soit p: R® — R7, y +—><0>.OnaMB(p)—<0 0).

Soit x = x1€1 + xp€2, Mp(x) = <§1> et Mp(p(x)) = (O) On a
2

" m)-eYe)
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Exemple 3

X
Soit f : R3 > R2, [y I—><X_y>.
V4 Sand

Soient B, la base canonique de R? et B; celle de R3.

On a
1 -1 0
MBa,Bz(f) = (0 -1 1> .
X1
Soit x = x1e1 + x»e> + x3€e3, MB3(X) = | x| et
X3

X1 — X2
X3 — X

X1 — X2\ 1 -1 0 “a
x3—x) \0 -1 1 f
3

Mg, (f(x)) = ( ) On a bien
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Exemple 4

Soit f : R" — RP une application linéaire. On note B, la base
canonique de R” et B, celle de RP. On écrit

dil1 ai12 ... din

a1 a2 ... dp
MBme(f):

dpl dp2 --- dpn
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On a

dilr dai12 ... din

a1 a2 ... ap
f(x) = Mg, 5,(F)Ms,(x) = | . . . H

apl ap2 e ap,,

d’'ou la forme générale d'une application linéaire de R” dans RP :
aiixiy + aizxe + -+ - + apXp

ax1X1 + axpXo + -+ + anXp

f(x)=

ap1X1 + ap2X2 + - - + apnXp
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Soient E, F et G trois sous-espaces vectoriels. Soient I/ une base
de E, V une base de F et WV une base de G.
Soient f : E — F et g: F — G deux applications linéaires. Alors

Myw(g o f) = My w(g) My v(f)

| A\

Proposition

Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension. Soient
U une base de E et V une base de F.

Soit f : E — F une application linéaire. Alors f est bijective si et
seulement si My, y(f) est inversible.

\

De plus, si f est bijective alors

My (F) = My v(f) ™
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(déja vu au Chapitre 4)
Soit f : R? — R? donnée par (Xl) — (Xl + 2X2)_

X2 x1 + 3x2
12 . .
Mg, (f) = 1 3) Mg, (f) est inversible et
_ 3 =2

D'ou f est bijective et

f—1(<Y1>) _ (3)’1 - 2y2>
y2 Y1+ Yy
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Remarque

La matrice d'une application linéaire dépend du choix des bases
dans |'espace de départ et dans I'espace d’arrivée. On va voir
comment sont reliées deux matrices qui représentent la méme
application dans des bases distinctes.

Soit E C R™ un sous-espace vectoriel de dimension n.
Soient U = (uy,...,u,) et V = (vi,...,v,) deux bases de E.

On écrit les v; dans la base U :
V1 = p11ui + p21uz + - -+ + ppiUp,

Vo = piou + pooU2 + - -+ + pp2Up,

Vp = p1pU1 + pP2pU2 + - -+ + PppUp.
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Définition

On appelle matrice de passage de la base U a la base V la matrice
de taille n x n, notée Py_,y), dont les colonnes sont les
coordonnées des v; dans la base U/ :

P11 P12 ... Pin

P21 P22 ... P2n
Pysy = . :

Pn1 Pn2 ... Pnn

| A

Remarques
@ Py .y est inversible et (Py_y) ™t = Py_y.
° Pyy = Myy(lde).
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Exemple

Dans R?, V = (v1,v,), ol vi = e1 + e et vy = 2e; + 3ey, est une
base.

1 2
OnaP52_>v= 1 3/
-1

- 12 3 2

dotd Pvos, =11 3] =21 1

On adonc:e; =3v; — vy et €p = —2vy + vo.
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Question

Soit x un vecteur de E.
On écrit :

x:alul+"'+anun:Blvl'f‘"'"i‘ﬂnvn-

Quel est le lien entre les o et les 3; 7 Autrement dit, quel est le
ol b1
lien entre My(x) = | : | et My(x) = | :
Qn /Bn

?

| \

Proposition

My(x) = Py My (x) = (Pu—v) ™ Mu(x)

Preuve On sait que x = Idg(x) et que Py_,yy = My v(ldg). Donc
Mv(X) = Py_ﬂ/{/\/lu(x).

N,
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Dans R?, B = (e1, e3) la base canonique et V = (vy,v,) définie
2 3

1 2/

Soit x = 2e; + 3es. On cherche « et 8 tels que x = avy + Svs.

2 3
On a PBQ—H) = (1 2).

1
2 3 2 -3
On calcule (1 2) = (_1 5 )

On a (g = My(x) et <§ = M3, (x), d'ou

)= 2)6)-()

par vi = et vp =
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Proposition

Soient E et F deux sous-espaces vectoriels, dim(E) = n et
dim(F) = p, et f : E — F une application linéaire.

Soient U = (uy,...,u,) et U’ = (uf,...,u)) deux bases de E.
Soient V = (vi,...,vp) et V' = (vq,...,v,) deux bases de F.

My v (F) = (Pysvr) ™My (F) Py

Corollaire
Si E=F etdonc f: E— E, alors

| \

My (F) = (Pu—sur) ™ Mu(F) Py




Définition 0 e S , Changement de base Théor

000000 e0

Exemple : Soit f : R3 - R3, [ x | — 2x>
X3 X1 —X2+3X3
3 -1 1
Ona Mg (f)=]0 2 0
1 -1 3

Soit V = (v1,v2,v3) la base donnée par :

1 0 1
V] = 0 , Vo = 1 , V3 = 0
-1 1 1
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On calcule (Pg,—) ! et on trouve :

11 -1
1
(P,gﬁv)*lz5 0 2 0 |(a vérifier!).
1 -1 1

D’ou
My (f) = (Pg,—v)~ Mg, (f)Pp, -y

1 1 1 -1 3 -1 1 1 01 2 00
=5 0 2 0 0 2 0 0 1 0J={({0 2 0].
1 -1 1 1 -1 3 -1 11 0 0 4

2 0
On peut vérifier : f(v1) = ( 0 ) =2vy, f(v2) = (2) =2v; et
-2 2

f(Vg) = = 4V3.

~ O

Th
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Remarque

On a déja rencontré par deux fois la notion de rang :

O le rang d'une matrice : nombre de pivots de la matrice
obtenue aprés échelonnement,

@ le rang d'une application linéaire : dimension de |'espace
vectoriel image.

En voici une troisieme :

Définition

Soit E un espace vectoriel et soit (v1, ..., V) une famille de
vecteurs de E. On appelle rang de la famille, la dimension de
I'espace vectoriel engendré par les vecteurs vi,. ..,V :

rg(vi, ..., vg) =dim({vy, ..., vk)).
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Remarques

@ Comme dim({v1,...,vk)) < k, on a nécessairement :

rg(vi,...,vg) < k,

avec égalité si et seulement si la famille (vy,...,vk) est libre.
@ Comme (vi,...,vk) C E, on arg(vy,...,vk) <dim(E) et
donc :

rg(vi,...,vk) < min{k,dim(E)}.

.

Q Soit v # 0 un vecteur de E. Alors rg(v) = 1.
@ Soit (ug,...,up) une base de E ou n = dim(E), alors
rg(ug,...,u,) = n.
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1 -1 -1
4) Dans R3, soient vi = [ 2|, vo=| 3 | etvs=| 13 |. Les
1 1 5

vecteurs vq, v, et v3 sont liés car
2vy +3vy —v3 = 0.

Donc rg(vi,va,v3) < 2. Comme (v1,v2) est libre (a vérifier!), on a
dim(vy,va) = 2 et comme (vi,va) C (v1,V2,V3), on a
dim(v1, v2,v3) > 2. On conclut que rg(vi,va,v3) = 2.
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Proposition (Liens entre les trois notions de rang)

Soit f : E — F une application linéaire. Soit (uy,...,u,) une base
de E. Alors rg(f) =rg(f(u1),...,f(up)).

| \

Exemple

Soit f : R? — R3 donnée par :

X X—y—2z
f({y])=|2x+3y+13z |,
z X+y-+5z
et soit B = (e1, ey, e3) la base canonique de R3. On a
1 —1 -1
fler)=|2], f(ex)=| 3 | et f(es)= | 13 |. Donc
1 1 5

rg(f(e1),f(e2),f(e3)) =2 et rg(f) = 2.
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Proposition
Soit f : E — F une application linéaire. Soit U = (uy,...,u,) une
base de E et soit V = (vi,...,Vp) une base de F. Alors

rg(f) = rg(My,v(f)).

Exemple

Soit f : R® — R3? donnée par :

X X—y—2z
f(ly])=12x+3y+13z |,
z xX+y+5z

et soit B = (ey, e, e3) la base canonique de R3. On a

1 -1 -1
Ms(f)= (2 3 13
1 1 5
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On échelonne Mg(f).

Les opérations Ly < L, — 2Ly et L3 <~ L3 — Ly donnent la matrice

1 -1 -1
0 5 15
0 2 6

Les opérations L, < %LQ et L3 < %L3 donnent la matrice

1 -1 -1
0 1 3
0 1 3

En faisant I'opération L3 < L3 — L, on obtient la matrice échelonnée

suivante :
1 -1 -1
0 1 3
0 O 0

[l'y a deux pivots donc rg(Mp(f)) = 2 et rg(f) = 2.
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Proposition

Soit A € M, «(R) une matrice. On I'écrit sous forme de vecteurs
colonnes : A= (cy---ck) ol c; € RP. Alors

rg(A) = rg(cy, ..., Ck).

| A\

Remarques

@ On sait déja que rg(A) < p (car il y a au plus p pivots dans la
matrice échelonnée), donc rg(A) < min(p, k).

@ De méme, si on considére une famille (vq,...,vk) de vecteurs
de RP et qu'on forme la matrice (vy---vi) € M, «(R), alors

rg(v, ..., Vi) = rg(vy---vg).




, surjectivité i C t de base Théorie du rang

0O00000e

Proposition
Soit A € M, x(R) une matrice. On a :

t

rg(A) = rg(‘A).

Application

Donc si on écrit A sous forme de vecteurs lignes :

alors le rang de A est la rang de la famille (Ly,...,Lp), ot L; est
vu comme un vecteur de RX.
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