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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Exemples de graphe du plan
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

raphes et graphes combinatoires

1 I

D o

£(1) = {[A. Bl.IB. BL|C, D|.|D, B}
V) = {A,B,C,D, £} S0~ (A BLIB.CLIC DL, Al

V(') = {A,B,C.D}

v

Soit G un graphe du plan, on note par £(G) la liste de ses noeuds
et par V(G) la liste de ses arcs.
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

aphes et graphes combinatoires

1 i

D c

£(1) = {[A. Bl.IB. BL[C. D], |D, B}
V)~ {ABC.D,E} S0~ (A BL18.CLIC, DL 1D, Al

V(') ={A,B,C.D}

<

Définition - Chaines

Soit G un graphe du plan, on note par
@ C; I'ensemble des sommes finies d'éléments de V(G), et par

o (g les sommes d'élements de £(G).

i.e. le groupe libre abélien . ..
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

raphes et graphes combinatoires

1 ba

£(I) = {[A. Bl.IB. Bl.[C. D|.[D. E]}
V() = {A.B.C,D.E} £ = (1A @) [B.C1.1C, D). [D. A])
V(Y ={4,B,C,D}

QO [AB]+[B,Cle G
Q@ A+B+B+Ce (G
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Définition - opérateur de bord
On note par 9; la fonction linéaire

812 C1 — Co

tel que 01([X,Y]) =X+ Y.

O([A B+ [D,E])=A+B+D+E
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Graphes et graphes combinatoires

1 T

D S e

A B ¢ D E

£(I) = {[A. BL.|B. Bl,[C. D|,[D, E|}
V(I) = {A,B,C,D,E} ¥ (H.g ,[B,C).[C, D). [D, A}

V(') ={A,B,C,D}

A\

Bord topologique et bord algébrique

Topology Algebra
bd[A, B] = {A} U {B} O[AB|=A+B
bd [B,C] = {B}uU {C} alB, ¢ Cl=B+C
bd[C, D] = {C}u{D} 8[(* D|=C+D
bd [D,E) ={D}U{E} {D,E]—DJrE

A\
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

aphes et graphes combinatoires
i r
D C
A B c D E
A B
&(I) — {[A. BL,IB. B, [C. DI, [D. EI}
V(1) = {A,B,C, D, B} N~ (1AL IB.CLIC. DL D, A}
V(Y ={4,B,C,D}

Exemple

| \

Nn(AB+[B,C])=A+B+B+C=A+2B+C

On peut considérer que les coefficients sont tous définies modulo 2
(i.e. dans Z/27). Dans ce cas, on a :

(A Bl +[B,Cl)=A+C

v
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Les graphes et I'homologie calculatoire

Introduction, formalisme

Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

(I = {[A, B, B, B|,|C. D], (D, E]}

V) = {AB,C DB} S = (A BLIB.CLIC, DLID, Al

V() - {A,B,C,D}

([A, B, [B, C],[C, D], [D, E]) est une base de C;.

[A,B]+[C,D] =

O = O =
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

D ol

i B« D B
A B
£(D) = {[A, 8,18, B1,[C. D [D, B}
V{I) = {A,B,C,D.E} £ = (14,81 18.CL.IC, D1, [D. 4y

,C, D}

Vi) = {4,

(A,B,C,D, E) est une base de Cp.

A+2B+C=

SO~ N -
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

: 01 est linéaire

&(I) = {[A, BI,[B. Bl [C, D], [D, EI}
V() ={A,B,C,D,E}

L'opérateur 01 a pour matrice :

O O O = =
OO - = O
O == O O
= = O O O
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

: 01 est linéaire

ErYy = (H-gL [B,C),[C, D, D, Al}

V(') ={A,B,C,D}

L'opérateur 01 a pour matrice :

O O = =
O = = O
= = O O
_ O O
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Définition - opérateur de bord

On note par Jp la fonction linéaire

802 Co — C_1:{0}

c — 0

Oo(A+B)=0
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Définition - cycle
Un cycle est un élément ¢; de C; tel que 0;c; =0,
On note :

Zy = {Co e G | OoCy = 0} = ker g
71 = {Cl e | o = 0} = ker 01
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, form:
Groupe d’homolo A
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

ad

EU) = {[A, B1:[B,CLL[€, DL, [D, ATy

V(') ={A,B,C,D}

() A+B€Zo,AEZO
o [A B] +[B, C] & Zi car &1([A, B] + [B, C]) # 0
o [A,B]+[B,C]+[C,D] +[D,Al € Z
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Définition - bord
On note par

By = {C() e G | decp € (G tel que 011 = Co} = imd;

B = {C1 e G | de € G tel que Ohop = Cl} = im0,

Les éléments de B; sont appelés les bords.
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

s

) = {[A, gl.[B,C1. ¢, D), [D, Al}

V() ={A,B,C,D}

@ A+ Ce Bycar 01([A,B]+[B,C])=A+C
o AQBQ
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Remarque
Ona B cCcZ cq.

Définition
On définit le groupe d'homologie H; comme étant le quotient

H; = Z;/B;

H,' = ker 8,‘/imai+1
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Ho = ker 0 /im0y

ker g = Cp, im0, = "les bords”.

M) = {4, §1:1B,C1L[C, DI, [D, Aly

V(') ={A,B,C,D}

O =

O O = =
O = = O
= = O O
= O O
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

&) = {[A, B,1B.CL.IC, DL.[D. Al}

V(™) ={A,B,C,D}

kerdy = (A, B, C, D)

S

O O O =
OC;HO
OI—:OO
I—lO\.OO
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Les graphes et I'homologie calculatoire

Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

eI ={[4, ﬁ.”' [B,C),[C, D], [D, Al}
V(') = {A,B,C,D}

imd, = (A+B,B+C,C+D,D+ A
=(A-B,B—C,C—D,D— A)
1 0 0

-1 1 0 0
< 0 Y _1 ) 1 ) O >
1

-1
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

M) = {4, §1:1B,C1L[C, DL, [D, Aly

V(I'") = {A4,B,C, D}

1 0 0 0 1 0 0 =i
| o 1 0 0 —il 1 0 0

H=C o [-1 o 11 2 1510 P2l o |5 2 1L 2 I o P
0 0 0 1 0 0 =i 1
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme

Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

D C

()~ {4, BB, C) [C. DL D, Al}

V(') ={A,B,C,D}

HO = ker 80/im81

Hy=(A,B,C,D)/(A—B,B—C,C—-D,D — A)
A~ B mod imo;

A~ B~ C~D modimo;

Ho = ([A])
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

HO = ker 80/im81

Hy=(A,B,C,D)/(A—B,C — D),
A~ B mod im0,

C ~D mod imo;,

A+« C mod im0y,

Ho = ([A], [C]) .
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

£ = ([A, @1, 1B, €, DL [D, A}

V(1) ={A,B,C,D}

H1 = ker 81 /imag

e imd, = {0} C (4

= = O
= O O
==

0
0
0
0

O O = =
— o O

01 1
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

€ ker 01

=== 0O 0O 0OO0O
[ T S SO Sy

OO OO K
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

) = ker 01

O OO, P, REHL R

R = = O OOOo
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide
nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/bins [ ~
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide
nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/bing ls ~

test

nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/bing l
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide
nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/bing ls ~

test

nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/bing cd ../examples/l
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide

bingl.cel incl b.cub nonacycl. txt simrelat.sim B
bing2.cel incl f.map nonredl.cub  projplan.txt simrelat.txt
inclfx a.cub nonred2.cub
bing.txt inclfx b.cub gexample.txt simtorus.sim
circle.map inclfx f.map nonred.txt qklein.cub simtorus.txt
inclfx_x.cub num_a.num gmoebius.cub slicing.cub
circle.txt inclfx_y.cub num_b.num qprojpln.cub
circthin.cel num. cub qtorus.cub slicing.txt
circthin.map incl.txt num_f.num re 2 torus.chn
incl x.cub torus.chs
circthin.txt dincl_y.cub num. txt relative. txt
kleinbot.cel num_x.num repeller.cub torus.txt
dimle.cub kleinbot.cub num_y.num repeller.map vanderpl.map
kleinbot.rel probl a.cub
dim1@.txt probl b.cub  repeller.txt vanderpl.txt
excis a.cub  kleinbot.txt probl f.map wind3 cx.chn
excis_b.cub  maze.bmp simklein.sim wind3 cy.chn
excis_f.map probl.txt simklein.txt wind3map.chm
probl_x.cub
excision.txt maze.txt probl_y.cub  simproj2.sim wind3.txt

excis x.cub  nonacycl.cub projplan.cel simproj2.txt wrapped.cub
excis y.cub nonacycl.map projplan.chn simrelat.rel

incl_a.cub projplan.pdf wrapped. txt
nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/exampless ||
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide
bingl.cel incl b.cub nonacycl. txt simrelat.sim B
bing2.cel incl f.map nonredl.cub  projplan.txt simrelat.txt
inclfx a.cub nonred2.cub
bing.txt inclfx b.cub gexample.txt simtorus.sim
circle.map inclfx f.map nonred.txt qklein.cub simtorus.txt
inclfx_x.cub num_a.num gmoebius.cub slicing.cub
circle.txt inclfx_y.cub num_b.num qprojpln.cub
circthin.cel num. cub qtorus.cub slicing.txt
circthin.map incl.txt num_f.num re 2 torus.chn
incl x.cub torus.chs
circthin.txt dincl_y.cub num. txt relative. txt
kleinbot.cel num_x.num repeller.cub torus.txt
dimle.cub kleinbot.cub num_y.num repeller.map vanderpl.map
kleinbot.rel probl a.cub
dim1@.txt probl b.cub  repeller.txt vanderpl.txt
excis a.cub  kleinbot.txt probl f.map wind3 cx.chn
excis_b.cub  maze.bmp simklein.sim wind3 cy.chn
excis_f.map probl.txt simklein.txt wind3map.chm
probl_x.cub
excision.txt maze.txt probl_y.cub  simproj2.sim wind3.txt
excis x.cub  nonacycl.cub projplan.cel simproj2.txt wrapped.cub
excis y.cub nonacycl.map projplan.chn simrelat.rel
incl_a.cub projplan.pdf wrapped. txt
nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/exampless ./maze.shf]
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide

s%% qaze wEE

In this example the homology of a closed maze stored in a bitmap file
is computed. The external wall forms the circle in which the maze is
contained. If the maze picture has the homolegy of the circle,

then this means that all the intermal walls can be homotopically
contracted towards the external wall and, as a consequence, from
every place inside the maze to every other place there exists

a path between the walls and this path is unique.

First, the black pixels in the picture are extracted to form a cubical set
- in this case, a set of squares. For this purpese the program "bmp2pset”
is used. This program converts a bitmap picture to a set of peints in R*2
corresponding to lower left corners of black pixels in the picture.

Then the homology module of the resulting set is computed by the program
"homcubes". Note that before the algebraic computations are performed,

the set of cubes (or rather: squares) is reduced: cubes which can be
removed without change to the homology are deleted from the cubical set.

WARNING: The set of cubes may be quite large - about 460 kB of disk space! -

Press ENTER to extract black points form the maze - the walls:
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide

rst, the black pixels in the picture are extracted to form a cubical set
- in this case, a set of squares. For this purpose the program "bmp2pset”
is used. This program converts a bitmap picture to a set of points in R*2
corresponding to lower left corners of black pixels in the picture.

Then the homology module of the resulting set is computed by the program
"homcubes". Note that before the algebraic computations are performed,

the set of cubes (or rather: squares) is reduced: cubes which can be
removed without change to the homology are deleted from the cubical set.

WARNING: The set of cubes may be quite large - about 400 kB of disk space!

BMP2PSET, ver. 0.84, Copyright (C) 1998-2007 by Pawel Pilarczyk.

This is free software. No warranty. Consult 'license.txt' for details.
Analyzing the bitmap file 'maze.bmp'...

* Read BitMaP: 1-bit, 640x480 (38462 bytes). 2 colors.

Saving '/home/nico/maze.cub’ (0-254)... 37002 pixels.

Time used: 0.88 sec (0.001 min).

Press ENTER to compute the homology od the extracted set:
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide

HOMCUBES, ver. 3.67, ©5/62/68. Copyright (C) 1997-2008 by Pawel Pilarczyk.
This is free software. No warranty. Consult 'license.txt' for details.
Reading cubes to X from '/home/nico/maze.cub'... 37062 cubes read.

300 bit fields allocated (6 MB) to speed up 2-dimensional reduction.
Reducing full-dim cubes from X... 9977 removed, 27025 left.

Transforming X into cells. 27025 cells added.

Collapsing faces in X... .. 161188 removed, 5996 left.

Note: The dimension of X decreased from 2 to 1.

Creating the chain complex of X . Done.

Vertices used: 64356 of dim 2.

Time used so far: 1.46 sec (06.024 min).

Computing the homology of X over the ring of integers...
Reducing D 1: @ + 2997 reductions made.

HO =2

H1l=2

Total time used: 1.47 sec (0.025 min).

Thank you for using this software. We appreciate your business.

Press ENTER to finish:
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H,

Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Fichier Edition Affichage Terminal Onglets Aide
Press ENTER to compute the homology od the extracted set: ~

HOMCUBES, ver. 3.67, ©5/62/68. Copyright (C) 1997-2008 by Pawel Pilarczyk.
This is free software. No warranty. Consult 'license.txt' for details.
Reading cubes to X from '/home/nico/maze.cub'... 37062 cubes read.

300 bit fields allocated (6 MB) to speed up 2-dimensional reduction.
Reducing full-dim cubes from X... 9977 removed, 27025 left.

Transforming X into cells... 27025 cells added.

Collapsing faces in X... .. 161188 removed, 5996 left. %
Note: The dimension of X decreased from 2 to 1.
Creating the chain complex of X... . Done.

Vertices used: 64356 of dim 2.

Time used so far: 1.46 sec (0.024 min).

Computing the homology of X over the ring of integers...
Reducing D 1: @ + 2997 reductions made.

HO =2

H1=1Z

Total time used: 1.47 sec (8.625 min).

Thank you for using this software. We appreciate your business.

Press ENTER to finish

nico@nico-laptop:~/Bureau/chomp-full/exampless ||
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Les graphes et I'homologie calculatoire Introduction, formalisme
Groupe d’homologie H;
Cas particulier : le groupe d’homologie Hy
Exemples

Généralisation

Chapitre 2 et 3.
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Introduction
Homologie d’une fonction Théorie du degré

Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Proposition

Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction linéaire de f, : H.(X) — H.(X').
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Introduction

Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) =
Calcul pratique de I'homologie d’une fonci

f:0— 20

Computational Homology
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Introduction

Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction f, : Hi(X) — H.(X').

R St

€3 €3
€4 €2 — €4 (D)

€1 €1
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Introduction
Homologie d’une fonction Théorie du degré

Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction £, : H.(X) — H.(X).

f = St — St

€3 €3

— €4 €2

€1 e1

®1

OO R H
= = O O
O O - =
= = O O
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Introduction

Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Proposition
Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction £, : H.(X) — H.(X').

f . Sl — Sl

€3 €3

€1 el

H;
[1(c)]

11
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Introduction

Homologie d’une fonction Théorie du degré

Proposition

Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction f, : Hi(X) — H.(X').

f:

fe1

==

Sl —= Sl

€3

€1

€3
€2 |y ey €2
€1
1 2
1 2
P[] T 2
1 2
= f*l =2
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Introduction

Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Proposition
Soit f : X — X’ une fonction continue, cette fonction f induit une
fonction f, : Hi(X) — H.(X').

f . Sl — Sl

€4 €2 3 eyq €2

€1 e

Ok = Pr—10k
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Proposition

Soit S9 la sphere de dimension d > 0.

Z= () sik=d
Hk(sd):{ 0 ' sinon

Définition

Soit f : S9 — S9 continue, le degré de f est |'entier n vérifiant
fa([e]) = nle].
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Le degré vérifie les propriétés suivantes :
deg(id) =1,

°
@ si f est une fonction constante, deg(f) =0,
o deg(f o g) = deg(f)deg(g),

o f~ g = deg(f) = deg(g),

°

si f peut &tre prolongée continuement en f : B9t — S9 alors
deg(f)=0.
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Homologie d’une fonction Théorie du degré

App on, résolution d’équation f(x
Calcul pratique de I'homologie d’une

Soit U = [~m, m]9+1,

Définition

Soit f : U — RY*! tel que 0 ¢ f(bdU), on définit f : S§ — S§

2oy . f(mx)
) = THmolo

Proposition

Soit f : U — R tel que 0 & f(bdU).
Si deg f # 0 alors f(x) = 0 admet une solution dans U.

| A\

A
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Homologie d’une fonction
solution d’équation f(x) = 0
ue de I'lhomologie d’une fonction

Soit f : [-1,1]?> — R? définie par

f:<;>H<X22;yy2>

On a deg(f) = 2 donc 3(x, y) € [-1,1]? | f(x,y) = (0,0).

Remarque

@ Clest la fonction C> z+— z2 € C

@ La méthode “classique” de Newton par intervalle ne peut
conclure car Df(0) = 0.
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Homologie d’une fonction Théorie du degré

Application, résolution d’équation f(x) =
Calcul pratique de I'homologie d’une fonci

Contre exemple de la réciproque
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Exemple

On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment
[0,1] ou 0 ~ 1.
Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

F1c.: Graphe de la fonction.
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Exemple

On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment
[0,1] ou 0 ~ 1.
Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

F1G.: Calcul par intervalles.
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Exemple

On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment
[0,1] ou 0 ~ 1.
Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

FI1G.: fui1 = pa1, (O = ¢0).

Nicolas Delanoue Computational Homology




Introduction
Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I’homologie d’une fonction

Exemple

On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment
[0,1] ou 0 ~ 1.

Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

Fic.: fiy = ¢, (8¢’ = ¢'9).
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Exemple

On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment
[0,1] ou 0 ~ 1.
Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

F1G.: Calcul par intervalles.
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Exemple
On idenfifie les points du cercle S* avec les points du segment

[0,1] ol 0 ~ 1.
Soit f : St — S définie par f(t) = 3t(1 — t).

F1G.: fi1 # a1, (p1(e3) contient un cycle.)
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Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x)
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Théoreme

Soit F : X = Y une fonction d'inclusion semi-continue
inférieurement. Si pour tout x € X, F(x) est acyclique,
alors il existe une fonction chaine ¢ : C(X) — C(Y) tel que

e |p(E)| C F(E),VE € K(X)
e ¢(c) € Ko(F(c)),Vc € Ko(X)

Dans ce cas, on dit que ¢ est une sélection de F.
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Homologie d’une fonction Théorie du degré
Application, résolution d’équation f(x) = 0
Calcul pratique de I'homologie d’une fonction

Théoreme

Soient F : X =2 Y une fonction d'inclusion semi-continue
inférieurement. On suppose que pour tout x € X, F(x) est
acyclique, et que ¢ est une sélection.

ﬁk:(,o*

Nicolas Delanoue Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systemes dynamiques

Nicolas Delanoue Computational Homology




OaOb@ c b dOe
Br G i
&kC% OanO 0
<30,0,0,
6 udyv wwéxvy




Traitement d’images

Applications Systemes dynamiques

{

Nicolas Delano Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systemes dynamiques

T T T

A ] C T
e ———— | 1T
1T 1T

(a) @)

B\al3]4]5]6]7]8]9

B\al6]7 |8 |9 jj.l
232 5 |3[3(3
e I HEIBE

7 [3[3(3(3]3
B
o Jrfrjtit E B

o T[]t

Nicolas Delano Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Soit X un espace topologique, et ¢ : R x X — X le flot associé a
I'équation différentielle x = f(x).
Soit W un sous ensemble de X, on définit

O WO ={xe W] il existe t > 0 tel que ¢(t,x) & W}

Q@ W~ ={xeW]|e0,t],x) £ W,¥t > 0}

/A ,/{///
VIS
Computational Homology

NN
NN

Nicolas Delanoue




Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Soit X un espace topologique, et ¢ : R x X — X le flot associé a
I'équation différentielle x = f(x).
Soit W un sous ensemble de X, on définit

O WO ={xe W] il existe t > 0 tel que ¢(t,x) & W}

Q@ W~ ={xeW]|e0,t],x) £ W,¥t > 0}

SAPIITL

A7
LSS
11
VAR RN
PEAARANSY
SARNSSS
e A -
T
|
SN P
SN\ /s
AR R A EA
Vi
AR as

NN

1Ll 40s
\ Ll
Nicolas Delanoue Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Soit X un espace topologique, et ¢ : R x X — X le flot associé a
I'équation différentielle x = f(x).
Soit W un sous ensemble de X, on définit

O WO ={xe W] il existe t > 0 tel que ¢(t,x) & W},

Q@ W™ ={xeW]|p]o,t],x) £ W,Vt > 0}.

FAPITTS

sr7s

e AT e
e
——
SN\
SN\
N

P

Nicolas Delanoue




Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Un ensemble W est un ensemble de Wazewski si
o x € WA ([0, t],x) € W= ([0, t],x) C W,
o W~ est fermé dans WP.

7rr

LA S
e

|

I\\){{/,/,

Nicolas Delanoue Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Théoreme

Soit W un ensemble de Wazewski. W™ est une déformation par
rétraction de WO et WO est ouvert dans W.

iyl
2771
~ers !

e

N~
o
——
NN
SN\
N

free

|

Nicolas Delanoue Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

Soit W un ensemble de Wazewski. H,(W ™) = H.(W?°)

AEREN
CAARRRARNY
771
o
s

AS

e

——
~SSA
SN\
S

e
| v

Nicolas Delan




Traitement d’images
Applications Systémes dynamiques

Corollaire

Soit W un ensemble de Wazewski tel que H,(W) # H.(W?) alors
W\W?O £ 0.
i.e. il existe des solutions qui, dans le futur, restent dans W.

11
1 AN
AR
ARSSS
AN

T
771
~ers !
. e

Nicolas Delanoue Computational Homology



Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

RARA

VAR ARSS
227 7 L ANKRS
AN SS
e AT

S

=
~NNA
AN
SN\

o
1
1/
[ 1447




Traitement d’images

Applications Systémes dynamiques

1)

W/// :
SNANN Vo
SN F o
oSN S
e O e
e ] N
TS NNITT
LA L NN

ZTUNNN

Ho(W™) = Z = Ho(W)
Hi(W™) = Z # {0} = Hi(W)

Nicolas Delan

Computati

al Homology



@
4]
o0
)

o

=
e
5]

=
]
g
=

Systémes dynamiques

Applications

P27 /Ao mm

[ F 77
f IS Ao s s
S PSP A bt rppr e s,

U
R S N

R
i Y
Rt SRR

LA A

Rt A A ADY.
(LA L

Ho(W)

:Z:

Ho(W™)
Hl(Wi)

=
T
I
~—
(=)
——
RN
N

>
)
g
S
£
S
EE
®
<
2
=}
I
2
S
-8
£
S
(8




Traitement d’images
Applications Systémes dynamiques

Systeémes dynamiques x,+1 = f(x,).

@ la théorie des indices de Conley,

@ systeme dynamiques symboliques

Nicolas Delanoue Computational Homology



Conclusion et perspectives en robotique
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