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Résumé — La transmission d’information sur un canal quantique de communication souléve des problémes d’optimisation spécifiques, non
encore universellement résolus. Nous considérons ici 1’application de méthodes d’optimisation globale basées sur le calcul par intervalles, pour
la maximisation de criteres informationnels caractérisant la performance d’un canal quantique de communication, en insistant spécialement sur
leur apport et potentiel spécifiques.

Abstract — Transmission of information over a quantum communication channel raises specific optimization problems, not yet universally
solved. Here we consider the application of global optimization methods based on interval computation, to maximize informational criteria

characterizing the performance of a quantum communication channel, with special emphasis on their specific contribution and potential.

1 Introduction

La théorie quantique de I’information s’intéresse, entre autre,
a la communication efficace d’information sur un canal quan-
tique [1, 2]. En pratique, on rencontre ce genre de situations
lorsque les entités supportant I’information sont des objets élé-
mentaires, comme des photons individuels sur une fibre op-
tique, qui doivent étre traités conformément a leur nature quan-
tique. La théorie quantique de I’information présente une grande
parenté avec la classique, mais également des particularités qui
lui sont propres. Communément, en présence d’un canal de
transmission donné, on souhaite optimiser ses conditions d’uti-
lisation, comme par exemple les signaux appliqués en entrée ou
leur traitement en sortie, afin de maximiser un critere de perfor-
mance approprié. En quantique, on retrouve le critere d’infor-
mation mutuelle entrée-sortie, mais il se trouve complété par
d’autres, différemment pertinents, comme I’information de Ho-
levo, ou I’information accessible. Aussi, en quantique, les va-
riables a ajuster dans 1’optimisation sont de nature spécifique,
typiquement des opérateurs densité pour les signaux et des opé-
rateurs de projection pour la mesure. On rencontre ainsi en in-
formation quantique des problemes d’optimisation spécifiques,
et qui ne sont pas encore universellement résolus. Parmi les
problémes pour lesquels il existe une approche générale, on
peut citer [3] ol les auteurs congoivent un détecteur quantique
optimal en minimisant la probabilité d’erreur de détection. La
conception optimale de [3] optimise ainsi un critere linéaire,
et se réduit a la résolution d’un probleme de programmation
semi-définie. Plus généralement, en présence de criteres non li-
néaires, on dispose de méthodes d’optimisation présentant des
apports spécifiques qui sont les approches par intervalles. Elles
permettent notamment d’obtenir des optimums globaux garan-
tis, ou bien des caractérisations ensemblistes des solutions ad-
missibles satisfaisant un critére. Nous abordons et exposons ici,
pour la premiere fois a notre connaissance, 1’application d’ap-
proches intervalistes sur des problémes d’optimisation typiques

rencontrés en théorie quantique de I’information, en insistant
notamment sur leur apport et potentiel spécifiques. Ce faisant,
ceci nous permet de proposer un exposé synthétique des mé-
thodes intervalistes pour 1’optimisation, ainsi qu’une formula-
tion synthétique de problemes d’optimisation clés de 1’infor-
mation quantique.

2 Optimisation globale via le calcul par
intervalles

Un intervalle [z, T], aussi noté [z], est un ensemble de la
forme {x € R™, 2 < & < T} avec z et T deux éléments de
IR™. Ici, larelation < est entendue composante par composante.
Les intervalles considérés ici sont donc nécessairement bornés.
L’ensemble des intervalles est généralement désigné par IIR".

Définition 2.1. Une fonction [f] : IR" — TR est une fonc-
tion d’inclusion pour f : R" — R™ si V[z] € IR", f([z]) C
[F1([2]) (o f([a]) = {f(x)]2 € [z]}).

C’est-a-dire qu’une fonction d’inclusion [ f] associe a chaque

intervalle [z] de TR" un intervalle [f]([z]) contenant 'image
directe de [x] par f. Cette propriété est illustrée par la Fig. 1.
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FIGURE 1 — Une fonction d’inclusion [f] pour f.

Larithmétique des intervalles [7] fournit une méthode ef-
fective pour construire des fonctions d’inclusion. La Réf. [8]



prouve qu’il est toujours possible d’obtenir une fonction d’in-
clusion [f] lorsque f est définie par une expression arithmé-
tique. Cette possibilité de borner I’image directe d’un intervalle
[x] par f permet par exemple de certifier des propriétés portant
sur une quantité non dénombrable de nombres réels. En effet,
si0 ¢ [f]([x]), alors Vx € [z], f(z) # 0. Depuis I'introduction
de I’arithmétique des intervalles par [6] et [7], de nombreux
algorithmes ont été développés dans différents domaines : en
optimisation globale ou bien encore pour les systeémes dyna-
miques non linéaires. Comme le calcul par intervalles produit
des valeurs dites garanties, des algorithmes s’appuyant sur ces
techniques peuvent €tre utilisés pour prouver des affirmations
mathématiques comme la conjecture de Kepler ou bien 1’exis-
tence de I’attracteur de Lorentz. Dans cet article, le calcul par
intervalles est considéré pour 1’optimisation globale de criteres
informationnels caractérisant la performance d’un canal quan-
tique de communication.

2.1 Bornes garanties via le calcul par intervalles

Définition 2.2 (Arithmétique d’intervalles). Soit [z] = [z,7]
et [y] = ly,y] deux intervalles, i.e. [z],[y] € IR . Comme
dans [7], Uarithmétique d’intervalles est définie par les quatre
opérations suivantes :

[zl +y] = [z+yT+7],

2] = [y] = [z—-75,T—y]

[z] x [y] = [min{zy,zy, Ty, 7y} , max{zy, 27, Ty, Ty},
@]+l = []x 4L, sigg>o.

ey

Les quatre opérations (1) sont des fonctions d’inclusion pour

les opérations classiques de 1’arithmétique définie sur les nombres

réels. De plus, la notion de fonctions d’inclusion est stable par
composition.

Exemple 2.1. Soit f : R? — R avec f(z,y) = 1 — 2y + 2.
La fonction [f] : TR? — TR définie par [f]([z], [y]) = [1,1] —
[2,2] x [y, 7] + [z, Z]?, est une fonction d’inclusion pour f.

2.2 Optimisation globale

Le calcul par intervalles permet donc de calculer des bornes
garanties pour I’image d’un intervalle pour une fonction réelle
donnée [8]. En combinant ces calculs de bornes avec une ap-
proche de type séparation et évaluation (branch and bound), on
peut résoudre des problemes d’optimisation comme :

f*=sup f(z), 2
zeG

avec G = {x € R",g;(x) < 0,i = 1...q}. Sous certaines
hypotheses [8], ce genre d’approche génére une suite d’inter-
valles {[f;]}ien convergente vers le singleton {f*} telle que
Vi € N, f* € [f;]. La phase de séparation consiste a diviser
le probléme en un certain nombre de sous-problémes qui ont
chacun leur ensemble de solutions, de telle sorte que tous ces
ensembles forment un recouvrement de 1’ensemble admissible
G. L’évaluation a pour but de déterminer des bornes inférieures

et supérieures contenant 1’ensemble des valeurs possibles d’un
sous-probleme donné. En combinant ces deux phases, il est
possible d’écarter un ensemble ne contenant nécessairement
pas de solution optimale. La proposition 2.1 [8], illustrée par
la Fig. 2, formalise cette approche.

Proposition 2.1. Soit G = {G}jcs un recouvrement de G
et {f;}jes des nombres réels vérifiant Vx € Gy, f(z) < f;,
T € G un candidat et x* une solution optimale de (2) alors

fr < f(@) = a* € Gy
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FIGURE 2 - Ici, G = U‘;Z?G]’, la solution x* n’appartient ni a
GQ, ni a G3, ni a Gﬁ.

L’algorithme basique de séparation et évaluation du calcul
par intervalles est un algorithme récursif. Pour chaque élément
G d’un recouvrement de I’ensemble des solutions optimales
G donné, on calcule un candidat £; et une borne supérieure ?j

puis on nomme & le meilleur candidat. A partir de f(&), tous
les ensembles G, du recouvrement G vérifiant f; < f(Z) sont
écartés de I’espace de recherche. Formellement, on construit le
nouveau recouvrement G’ via G’ = G — {Gy | f < f(2)}.
Puis, chaque ensemble de G’ est lui-méme fractionné afin d’ob-
tenir un recouvrement plus fin et la procédure est récursivement
appelée jusqu’a ce qu’un critere d’arrét soit satisfait. Ce cri-
tere d’arrét peut porter sur la taille des ensembles du recouvre-
ment ou bien sur la précision de f(Z) relativement aux autres
grandeurs ij et ?j. Cette procédure est initialement appelée

avec un recouvrement de 1’ensemble admissible G. Cette pro-
cédure jouit de nombreuses propriétés. A chaque appel récursif,
le recouvrement contient nécessairement la solution optimale.
De plus, sous des hypotheses de compacité de 1’ensemble G
et de continuité de la fonction d’inclusion [f], cette méthode
converge de facon garantie vers I’optimum global. En arrétant
la procédure a un instant donné, il est possible de fournir une
solution admissible & et de mesurer sa qualité. En effet, 1’écart
maximum entre f(Z) et I'un des f; donne la potentielle marge
d’amélioration encore disponible. On parle alors de gap poten-
tiel. Par ailleurs, avec des techniques d’inversion ensembliste
[4, 5], il est aussi possible de caractériser I’ensemble de so-
lutions admissibles étant au dessus d’un certain seuil. Cette
technique est présentée dans la section suivante. Cette carac-
térisation ensembliste peut aussi étre employée pour décrire le
recouvrement {G, };c de la proposition 2.1 dans un contexte



d’optimisation sous contraintes.

2.3 Résolution ensembliste

Les techniques d’inversion ensembliste permettent de dé-
crire géométriquement un ensemble G défini par des inégalités
[4]. On pourra par exemple caractériser I’ensemble de vecteurs
x € R™ vérifiant I'inégalité g(xz) > 0. Comme la procédure
d’optimisation de la section précédente, I’algorithme d’inver-
sion ensembliste peut étre présenté récursivement avec comme
entrée un recouvrement G. Tout d’abord, on suppose qu’on dis-
pose d’une fonction d’inclusion [g] pour la fonction g, puis
pour chaque élément G; du recouvrement G, on calcule des
bornes 9; et g;. Plusieurs cas incompatibles peuvent se présen-
ter : 1) 9; > 0,alors G C S, ii) g; <0, alors G; NS = 0, iii)
autrement, i.e. 0 €] 95 g;] et on ne peut rien conclure. Dans les
deux premiers cas, le statut des éléments de G ; est clair et cette
information est stockée. La procédure est alors récursivement
appelée avec comme entrée un recouvrement, plus fin, obtenu
en fractionnant I’ensemble des G; vérifiant la condition iii).

Exemple 2.2. On considere ici I’ensemble des matrices réelles
symétriques E = {Z Z} vérifiant les contraintes E > 0 et Id —

E > 0. Ces contraintes de semi-définie positivité peuvent se
réécrire sous forme d’inégalités suivantes : ad —b® > 0 et (1 —
a)(1—d)—b*>>0eta>0etd>0etl—a>0etl—d>0.
La Fig. 3 donne le résultat d’une inversion ensembliste de cet
ensemble dans le casou d =0, 7.

b

FIGURE 3 — Caractérisation ensembliste dans le plan (a, b) des
matrices réelles E vérifiant ET = E,E = OetId — E = 0
avec d = 0, 7. Les intervalles rouges, bleus et jaunes satisfont
respectivement les conditions 1), ii) et iii).

3 Canal quantique

Nous présentons maintenant des problemes d’optimisation
issus de I’information quantique. Une source d’information clas-
sique émet un symbole discret X prenant les valeurs x; avec

les probabilités a priori p; = Pr{X = z,}, pour j = 1 a
J. En vue d’une communication sur un canal quantique [1, 2],
chaque symbole x; est encodé par un état quantique représenté
par ’opérateur densité p; € L(Hy) sur I'espace de Hilbert
complexe H  de dimension N. Le canal quantique réalise une
transformation d’un opérateur densité d’entrée p en un opéra-
teur densité de sortie p’ = N'(p) qui peut s’écrire

P =N(p)=> A, 3)
4

ol les opérateurs de Kraus {A,} de £(H ) définissent le mo-
dele de canal (avec A;f I’opérateur adjoint de Ay). En sortie du
canal, on réalise une mesure quantique (généralisée ou “POVM”)
[1] définie par K opérateurs positifs E, € L(H ), pour k =1
a K, qui sont tenus de décomposer I’identité de H , et qui éta-
blissent les probabilités conditionnelles du décodage en sortie
fournies par les traces d’opérateurs,

Pr{Y = yp|X = 2;} = tr(p}Ex) , 4)

avec p; = N(p;). La transmission d’information X — Y par
I’intermédiaire du canal quantique établissant les probabilités
conditionnelles entrée-sortie de 1'Eq. (4), peut alors étre carac-
térisée par 1I’information mutuelle classique

I(X;Y) = H(Y) - HY[X), (5)

ol H(-) est I'entropie de Shannon. Différents problémes d’op-
timisation intéressants résultent alors. Pour un ensemble d’en-
codage {p;, p;} fixé en entrée, il est utile de rechercher ’en-
semble d’opérateurs de mesure {Ej} en sortie qui maximisent
I’information mutuelle 7(X;Y) de I’Eq. (5) et définissent [1, 2]
I’information accessible (sic)

Lee(X;Y) =max I(X;Y) . (6)
{Ex}

Il ne s’agit pas d’un probleme d’optimisation universellement
résolu. En particulier, le cardinal K de I’ensemble solution est
a priori inconnu, bien que majoré par N2, et que les Ej, opti-
maux peuvent étre recherchés comme proportionnels a des pro-
jecteurs de rang 1. Une borne supérieure est par ailleurs connue
[1, 2] pour I'information accessible I,..(X;Y), constituée par
I’information de Holevo

J J
X({pj, 05}) = S(ij P}) - ij S, (D

ol S(-) est I’entropie de von Neumann. Une autre optimisa-
tion envisageable [1, 9] consiste alors a rechercher I’ensemble
d’encodage {p;, p; } en entrée accomplissant la maximisation
Xmax = max X({p]ap;}) . (8)
{pi.p;}
La aussi, il ne s’agit pas d’un probléme d’optimisation univer-
sellement résolu. En particulier, le cardinal J de I’ensemble
solution est a priori inconnu, bien que majoré par N2, et que
les p; optimaux peuvent étre recherchés comme des états purs,
i.e. de la forme p; = |1;) (| avec |[¢;) € H . D autres pro-
blemes d’optimisation non triviaux peuvent étre envisagés, no-
tamment si 1’on impose d’autres contraintes sur les ensembles
d’encodage {p;, p;} ou de mesure {Ej}.



4 Un détecteur quantique optimal

La conception d’un détecteur quantique optimal va consister
ici a résoudre le probléme d’optimisation décrit par 1'Eq. (6).
On considere I'instance suivante : on code en entrée du ca-
nal les deux symboles z; et x5 avec les opérateurs densité
p1 = Y1) (1], p2 = |tha2) (12| et les deux états purs non or-
thogonaux [¢h1) = 1 [0) + Y15 [1), [1ha) = 32 [0) + 2 |1), de
probabilités a priori p; = 0.1, po = 0.9. Le canal de transmis-
sion de I'Eq. (3) est ici pris comme 1’identité. Il s agit donc de
déterminer la mesure quantique optimale permettant d’extraire
le maximum d’information de deux états quantiques d’enco-
dage imposés. Pour cette instance, on cherche deux opérateurs
de mesure optimaux E; et E; maximisant I’information mu-
tuelle entrée-sortie. Les opérateurs de mesure E; et E; vérifient
nécessairement E; + Es = Id. Comme p; et ps sont a coef-
ficients réels, on peut supposer que les opérateurs Ej, aussi et

a b N e .
b dal’ le probleme de maximisation de 1’ infor-
mation mutuelle se formule donc comme un probleme d’opti-

misation non linéaire :  max I(a,b,d) sous les contraintes
(a,b,d)ER3

ad = >0,(1-a)(1—d)—b*>>0,a >0,b>0,1—a >
0,1 —d > 0.1Ici I(a,b,d) est I'information mutuelle donnée
par I’Eq. (5) réécrite en fonction des variables a optimiser : a, b
et d. Une optimisation globale garantie, comme présentée dans
la section 2, donne comme solution les deux opérateurs de me-
0.446 —0.497] etEy — Id — E,.
—0.497 0.554
La valeur optimale de I’information mutuelle est de 0, 0957 Sh
pour cette solution. De plus, I’exécution de notre algorithme
certifie que le gap entre cette valeur et la valeur maximale est
inférieure 2 10~* (avec un temps de calcul inférieur a 20 se-
condes). Cette valeur optimale pour I’information mutuelle est
bien évidemment inférieure a I’information de Holevo (7) qui
est de 0.1622 Sh pour cette instance. II est aussi possible de ca-
ractériser I’ensemble des opérateurs de mesure dépassant une
valeur donnée de I’information mutuelle (voir Fig. 4). Finale-
ment, la Fig. 4 illustre le fait que I’'information mutuelle pré-
sente une sorte de plateau au voisinage de la solution optimale.
Cette caractérisation nous renseigne sur la précision nécessaire
lors de la réalisation matérielle du détecteur.

poser E; =

sure suivants E; =

5 Conclusion et perspectives

L’exemple traité montre, pour la premiere fois a notre connais-
sance, I’applicabilité et des apports des approches intervalistes
pour aborder les problemes d’optimisation spécifiques formu-
Iés en information quantique. De nombreux développements
restent envisageables, comme 1’étude du comportement des so-
lutions optimales en présence de bruit ou de décohérence quan-
tique, ou bien I’utilisation d’états quantiques intriqués optima-
lement en vue d’améliorer la transmission d’information.

0.25 +

—0.25 +

—0.5 +

FIGURE 4 — Dans le plan (a, b), les trois zones (bleu, rouge et
verte) caractérisent une section (a2 d = 0.535) de 1’ensemble
des solutions admissibles E; pour lesquelles I’information mu-
tuelle est potentiellement supérieure a 0.05, 0.08 et 0.09, res-
pectivement.
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