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Garantir le type d’homotopie d’un ensemble défini par des inégalités.

Introduction

Objectif :

Construire une triangulation homotope a :

s={ ﬂ {z €R"; fij(z) <0} ou f;; € C'(R",R)

i=1j=1
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F1G.: Exemple d'un ensemble S et d'une triangulation générée par I'algo-
rithme Homotopy via Interval Analysis.
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Introduction

1. Créer un recouvrement {S;};cs de S tel que

vJ C 1, ﬂ S; est étoilé ou vide
JjeJ
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Introduction

1. Créer un recouvrement {S;};cs de S tel que

vJ C 1, ﬂ S; est étoilé ou vide
JjeJ

2. Utiliser le calcul par intervalle pour montrer qu'un ensemble
est étoilé.
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Introduction

Plan de |'exposé

3. Discrétisation
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2. Condition suffisante pour " Etoilé"

3. Discrétisation
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Introduction

Plan de |'exposé

1. L'arithmétique des intervalles
2. Condition suffisante pour " Etoilé"

3. Discrétisation
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Notation
Soient z, T € R, [z] = [z;7] = {x e R:z <z < T},
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Notation
Soient z, T € R, [z] = [z;7] = {x e R:z <z < T},

Définition
On note par IR I'ensemble des intervalles compacts de R :

IR ={[z] | 2,7€R, 2 <7}
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Notation
Soient z, T € R, [z] = [z;7] = {x e R:z <z < T},

Définition
On note par IR I'ensemble des intervalles compacts de R :

IR ={[z] | 2,7€R, 2 <7}

Exemple
» [I;7] € IR
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Notation

Soient z, T € R, [z] = [z;7] = {x e R:z <z < T},
Définition

On note par IR I'ensemble des intervalles compacts de R :

IR ={[z] | 2,7€R, 2 <7}

Exemple
» [I;7] € IR
> [2;1] € IR
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Notation

Soient z, T € R, [z] = [z;7] = {x e R:z <z < T},
Définition

On note par IR I'ensemble des intervalles compacts de R :

IR ={[z] | 2,7€R, 2 <7}

Exemple
» [I;7] € IR
> [2;1] € IR
> [1;00[¢ IR



Garantir le type d’homotopie d’un ensemble défini par des inégalités.

L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Relations sur TR
En tant que parties de R, les éléments de IR héritent des relations
=et C
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Relations sur TR
En tant que parties de R, les éléments de IR héritent des relations

=et C
Avec [a], [b], € IR, si @ < b alors

[a,a]U[b,q] ¢ IR
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Relations sur TR
En tant que parties de R, les éléments de IR héritent des relations

=et C
Avec [a], [b], € IR, si @ < b alors

[a,a]U[b,q] ¢ IR

Opérations sur IR
» [a] U [b] := [min(a, b); max(a, b)]
{ 1] ifa<borb<a

> la] N [b] := [max(a, b); min(a@, b)]  autrement
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Topologie sur TR
Soient [a], [b] € IR, la distance de Hausdorff d

d([a], [b]) = max(ja — bl [a — b))

munit IR d'une topologie.
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Définition
Six e {+,—,x,=} et [a],[b] € IR alors :
[a] x [b] = {a*b,a € [a] et b€ [b]}

Remarque : si 0 € [b] alors [a] = [b] n'est pas définie.

R. C. Young (1931), M. Warmus (1956), T. Sunaga (1958), R. E.
Moore (1959) Interval Analysis (1966).
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Remplacer les réels par des intervalles

Définition
Six e {+,—,x,=} et [a],[b] € IR alors :
[a] x [b] = {a*b,a € [a] et b€ [b]}

Remarque : si 0 € [b] alors [a] = [b] n'est pas définie.

[a] +[b] = [a+ b a+ 1_7

[a] =[] = la—ba

[a] x [b] = [mi n{ab ab @b, ab}; max{ab, ab, ab, ab, |
[a] = [b] = la] x [1/b51/}]

R. C. Young (1931), M. Warmus (1956), T. Sunaga (1958), R. E.
Moore (1959) Interval Analysis (1966).
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Propriétés de I'arithmétique des intervalles

1. + et x sont deux lois de compositions associatives et
commutatives.

De méme, on a des éléments neutres pour |'addition et la
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Propriétés de I'arithmétique des intervalles
1. + et x sont deux lois de compositions associatives et
commutatives.
2. X n'est pas distributive par rapport a + :
[=1;1] x ([=1;0] + [3;4]) =
(51 x [1;0] + [-1;1] x [3;4] =

contre, on a la sous-distributivité :
[a] x ([b] + [c]) C [a] x [b] + [a] x [¢]

De méme, on a des éléments neutres pour |'addition et la
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L’arithmétique des intervalles

Arithmétique des intervalles

Propriétés de I'arithmétique des intervalles

1. + et x sont deux lois de compositions associatives et
commutatives.

2. X n'est pas distributive par rapport a + :
[=1;1] x ([=1;0] + [3;4]) =

(51 x [1;0] + [-1;1] x [3;4] =
contre, on a la sous-distributivité :

[a] < ([b] + [¢]) < [a] x [b] + [a] x [¢]

3. [0;0] et [1;1] sont les éléments neutres de + et de x. En
général,

[a] — [a] # [0;0] et [a] + [a] # [1;1]

De méme, on a des éléments neutres pour |'addition et la
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Définition
Soit f une fonction définie de R a valeur dans R.
[f] : IR — IR est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [£1([])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Définition
Soit f une fonction définie de R a valeur dans R.
[f] : IR — IR est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [£1([])

Exemple
Si f est une fonction réelle continue définie sur R.
L'image directe f : IR — IR est une fonction d'inclusion pour f.
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemples

1. exp([z]) = [exp(z); exp(T)]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemples

1. exp([z]) = [exp(z); exp(T)]

2 V() = [VE VAl si0 <z
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemples

L. exp([z]) = [exp(z); exp(7)]
2. /() = [VE VA s 0< 2
[22; 7% si 0<uz
3. ([z])2 = [0;max{z?,7%}] si 0¢ [7]
[z2; 2% si <0
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple

sin: R —

X —

sin

—~
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple
sin: R — R

r — sin(z)

La fonction sin étendue aux intervalles :

[sig]: IR — IR
[2] = [=151]

[siny] est une fonction d'inclusion pour sin.
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Fia.: [sin]([x])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Fia.: [sin]([x])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Fia.: [sin]([x])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Fia.: [sin]([x])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Fia.: [sin]([x])
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple d'utilisation du calcul par intervalle

Exemple
Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) = (sinz — 22 4+ 1) cos z. Montrons que

S = {z €[0; 5], f(z) =0} =0



Garantir le type d’homotopie d’un ensemble défini par des i

L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple d'utilisation du calcul par intervalle

Exemple
Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) = (sinz — 22 4+ 1) cos z. Montrons que

S = {z €[0; 5], f(z) =0} =0

o définie { /17 IR — IR
On déf t{ [#] +— (sin[z] — [2]®> 4+ 1) cos|x]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple d'utilisation du calcul par intervalle

Exemple
Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) = (sinz — 22 4+ 1) cos z. Montrons que

S = {z €[0; 5], f(z) =0} =0

o définie { /17 IR — IR
On déf t{ [#] +— (sin[z] — [2]®> 4+ 1) cos|x]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Exemple d'utilisation du calcul par intervalle

Exemple
Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) = (sinz — 22 4+ 1) cos z. Montrons que

S = {z €[0; 5], f(z) =0} =0

n definie § 17 IR — IR
o t{ [z] — (sinfz] - [2]* + 1) cos[z]
(/105 5]) = (sin[0; 5] — 05 5]* + 1) cos[0; 5]

= (sin[0; 3] — [0; 3] + 1) cos[0; 3]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

= (sinf0; 3] + [~ 0] + 1) cos[0; 3]

= ([0;sin 5] + [3;1])[cos 3; 1]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

= (sinf0; 5] + [ ;0] + 1) cos[0; 5]
= ([0;sin %] + [%; 1])[cos %; 1]

= [3;1+sin3] x [cos 3;1]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

= (sinf0; 3] + [~ 0] + 1) cos[0; 3]
= ([O;Sin%]—l—[%;l])[cos%;l]
= [3;1+sin3] x [cos 3;1]

= [3cos};1+sing]



Garantir le type d’homotopie d’un ensemble défini par des i

L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

= (sinf0; 3] + [~ 0] + 1) cos[0; 3]
= ([O;sin%]—l—[%;l])[eos%;l]

= [3;1+sin3] x [cos 3;1]

= [%cos%;l-l—sin%]

[£1([0;4]) < [0.65818;1.4795]
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L’arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

= (sin[0; 3] + [~ 75 0] + 1) cos[0; 3]
= ([0;sin 2] + [2;1])[cos 3; 1]

= [3;1 +sin 3] x [cos 1; 1]

= [§cosg;1 + sing]

[£1([0;4]) < [0.65818;1.4795]

Conclusion
0 & [£1([0; 5]) or Va € [0; 3], f(z) € [f1([0; 5]) donc S =0
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Définition
Une collection finie {p;};cr d'intervalles telle que i # j = p; N p;
est de mesure nulle, est appelée un pavage.
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [ps] [p7] [ps]
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

Y
_/

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [pe] [p7] [ps]
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

Y
_/

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [pe] [p7] [ps]
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

Y
_/

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [pe] [p7] [ps]
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

Y
_/

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [pe] [p7] [ps]
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

Y
_/

[p1] [p2] [ps] [p4] [ps] [po] [p7] vl
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

N Y
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}

-
| WV
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L’arithmétique des intervalles
L’algorithme SIVIA

Soit f : I — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={z €1, f(x) <0}
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Definition
Soit f une fonction définie de R™ a valeur dans R™.
[f] : IR™ — IR™ est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [f1([])

\
A\

R" RrR™
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Definition
Soit f une fonction définie de R™ a valeur dans R™.
[f] : IR™ — IR™ est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [f1([])

\
A\

R" RrR™
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Definition
Soit f une fonction définie de R™ a valeur dans R™.
[f] : IR™ — IR™ est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [f1([])

\
A\

R" RrR™
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Definition
Soit f une fonction définie de R™ a valeur dans R™.
[f] : IR™ — IR™ est une fonction d'inclusion pour f si

V[z] € IR, f([]) < [f1([])

o

R" RrR™

\
A\
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

S ={(z,y) € [-3; 3P| f(x,y) = 2° + y* + zy — 2 < 0}
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L’arithmétique des intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

S ={(z,y) € [-3; 3P| f(x,y) = 2° + y* + zy — 2 < 0}
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L’arithmétique des intervalles

Autres utilisations du calcul par intervalles

Autres utilisations du calcul par intervalles

Analyse numérique

1. Optimisation globale : E.R. Hansen, Méthode de Newton par
intervalles ...

2. Approximation des solutions d’un systeme d’'équations, A.
Neumaier ...

3. Résolution garantie d'ODE. Corliss, Moore ...
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L’arithmétique des intervalles

Autres utilisations du calcul par intervalles

Autres utilisations du calcul par intervalles

Analyse numérique

1. Optimisation globale : E.R. Hansen, Méthode de Newton par
intervalles ...

2. Approximation des solutions d’un systeme d’'équations, A.
Neumaier ...

3. Résolution garantie d'ODE. Corliss, Moore ...

Preuve assistée par ordinateur

1. Unicité des solutions d'un systéme d’'équations. (Théoreme
Brouwer).

2. Preuve de la conjecture de Kepler par Hales en 1998.
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L’arithmétique des intervalles

Autres utilisations du calcul par intervalles

1. L’arithmétique des intervalles
2. Condition suffisante pour " Etoilé”

3. Discrétisation
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Etoile

Définition
Le point v est une étoile pour le sous-espace X de R" si Vx € X,
le segment [z, v] est inclus dans X.
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Une condition suffisante

Proposition
S={x e DCR"/ f(x) <0} ou f est une fonction C' de D
vers R, D un convexe, v* un point de S, si

f(x)=0, Df(x).(x —v*) <0, x €D

n’admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Un exemple

v* = (0.6,—0.5) est une étoile pour I'ensemble
S = {(x,y) € [-3;3]%, tel que f(z,y) = 2% +y* +xy —2 <0}
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Un exemple

v* = (0.6,—0.5) est une étoile pour I'ensemble
S = {(x,y) € [-3;3]%, tel que f(z,y) = 2% +y* +xy —2 <0}

— { fx)=0 n’admet aucune solution
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Un exemple

v* = (0.6,—0.5) est une étoile pour I'ensemble
S = {(x,y) € [-3;3]%, tel que f(z,y) = 2% +y* +xy —2 <0}

fx)=0 ’ .
= { Df(x).(x—v*) <0 n’admet aucune solution

2?4+ +ay—-2=0 n’admet au-
Oxf(x,y).(x —0.6) + 0y f(x,y).(y + 0.5) <0 cune solution
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S = {(x,y) € [-3;3]%, tel que f(z,y) = 2% +y* +xy —2 <0}

fx)=0 ’ .
= { Df(x).(x—v*) <0 n’admet aucune solution

2?4+ +ay—-2=0 n’admet au-
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Condition suffisante pour " Etoilé”

Un exemple

1. L’arithmétique des intervalles

2. Condition suffisante de " Etoilé

3. Discrétisation
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Discrétisation

Découper S avec un pavage

Découper S avec un pavage {p;}icr, (Si := SN p;) tel que

VJ C I, ) S; est étoilé ou vide
jeJ
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Construction d’une triangulation
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Discrétisation
Construction d’une triangulation

Equivalence d'homotopie

Proposition

Soit S une partie de R™, si {p;}ics est un pavage tel que

VJ C I, () S; est étoilé ou vide, et K la triangulation construite
jeJ

précédemment, alors S et K sont homotopes.

» |dée de preuve
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Discrétisation

Construction d’une triangulation

Un exemple avec le solver Homotopy Via Interval
Analysis

2?4+ 4+ay—-2 < 0
S:{($7y)€R2|{_x2_y2_xy+1 2 0}
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Conclusion

Travaux futurs

Travaux futurs

» Agrandir la classe des ensembles que le solveur peut traiter.

» Trouver une condition suffisante qui assurerait que
I'algorithme termine.

» Donner une complexité.
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Proposition
S={z €D cCR"/ f(x) <0} ol f est une fonction C! de D
vers R, D un convexe, v* un point de S, si

f(x) =0, Df(x).(x —v") <0, z€ D
n'admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.

(1) is inconsitent < Vo € D, f(z) = 0= Df(x).(x —v*) >0
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Proposition
S={z €D cCR"/ f(x) <0} ol f est une fonction C! de D
vers R, D un convexe, v* un point de S, si
f(x) =0, Df(x).(x —v") <0, z€ D
= Df(x).(x —v*) >0

n'admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.
(1) is inconsitent < Va € D,
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Proposition

vers R, D un convexe, v* un point de S, si

S={z €D cCR"/ f(x) <0} ol f est une fonction C! de D
f(x) =0, Df(x).(x —v") <0, z€ D

n'admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.
= Df(x).(x —v*) >0
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S={z €D cCR"/ f(x) <0} ol f est une fonction C! de D

Proposition
vers R, D un convexe, v* un point de S, si
f(z) =0, Df(z).(x —v*) <0, z €D
n'admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.
= Df(x).(x —v*) >0
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Proposition
S={z €D cCR"/ f(x) <0} ol f est une fonction C! de D
vers R, D un convexe, v* un point de S, si

f(x) =0, Df(x).(x —v") <0, z€ D
n'admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.

(1) is inconsitent < Vz € D, = Df(x).(x —v*) >0
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Proposition
S={x e DCR"/ f(x) <0} ou f est une fonction C' de D
vers R, D un convexe, v* un point de S, si

f(@)=0, Df(z).(x—v") <0,z €D

n’admet aucune solution, alors v* est une étoile pour S.
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Montrer que sous ces hypotheéses, S est un CW-complexe et que
les S; sont des sous-CW-complexes de S, qui forment une
décomposition de S.
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Montrer que sous ces hypotheéses, S est un CW-complexe et que
les S; sont des sous-CW-complexes de S, qui forment une
décomposition de S.

N
A L)
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Pour chacun des J C I tel que [ S; est étoilé, construire une
jeJ
équivalence d’homotopie de (] S; — [ K.
jeJ jeJ

K>
D |
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Pour chacun des J C I tel que [ S; est étoilé, construire une
jeJ
équivalence d’homotopie de (] S; — [ K.
jeJ jeJ
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Utiliser un résultat de topologie algébrique (Hatcher 2002): Avec S
et K deux CW-complexes, f : S — K est une équivalence
d’homotopie si elle se restreint a des équivalences d’homotopie

Sil ﬁ"'ﬂSik —>Ki1 ﬂ"'ﬂKik avec f(Sl) Cc K;
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