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Introduction - L’arithmétique des intervalles

Objectifs

Arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

© Montrer I'asymptotique stabilité d'un point x.

@ Calculer un ensemble qui est contenu dans le bassin
d’attraction de x.
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© Introduction - L'arithmétique des intervalles
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@ Exemples d'algorithmes utilisant le calcul par intervalles
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Remplacer les réels par des intervalles

Soient x,Xx € R, [x] = [x;X] = {x e R: x < x < X},

On note par IR I'ensemble des intervalles compacts de R :

IR={[x] | x,Xx€R, x<X}

o [1;7] €IR
e [2;1] £IR
o [1;00[¢ IR
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Relations sur IR
En tant que parties de R, les éléments de IR héritent des relations
=et C

Avec [a], [b], € IR, si a < b alors

[a,3] U [b, ] ¢ IR

Opérations sur TR
e [a] U [b] := [min(a, b); max(a, b)]
(w0 ifa<borb<a
° [a]n[h] '_{ [max(a, b); min(a, b)] autrement
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Topologie sur TR
Soient [a], [b] € IR, la distance de Hausdorff d

d([a], [b]) = max(]a — bl, [a — b)

munit IR d'une topologie.
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Remplacer les réels par des intervalles

Six € {+,—,x,+} et [a],[b] € IR alors :
[a] x [b] ={axb,a € [a] et b € [b]}

Remarque : si 0 € [b] alors [a] = [b] n'est pas définie.

[a] +[b] = [a+bia+ b

[a] - [6] = [a—bia—b]

[a] x [b] = [min{aﬁb,ﬁgg, ab,ab}; max{ab, ab, ab, ab,]
[a] = [b] = [a] x [1/b;1/b]

R. C. Young (1931) M. Warmus (1956), T. Sunaga (1958), R. E.

Q
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Propriétés de I'arithmétique des intervalles

@ + et X sont deux lois de compositions associatives et

commutatives.
@ X n'est pas distributive par rapport a + :
[1;1] x ([-1;0] + [3;4]) = [-1;1] x [2;4]
= [-4,4]
[-1;1] x [-1;0] + [-1;1] x [3;4] = [-1;1]+[-4:4]
= [*57 5]

Par contre, on a la sous-distributivité :
[a] x ([b] + [c]) < [a] x [b] + [a] x [c]

© [0; 0] et [1; 1] sont les éléments neutres de + et de x. En
général,

[a] — [a] # [0:0] et [a] + [a] # [1: 1]
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Définition
Soit f une fonction définie de R a valeur dans R.
[f] : IR — IR est une fonction d'inclusion pour f si

V[x] € IR, £([x]) < [f]([x])

| A\

Exemple

Si f est une fonction réelle continue définie sur R.
L'image directe f: IR — IR est une fonction d'inclusion pour f.

\
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Exemples
Q exp([x]) = [exp(x); exp(X)]
@ V([x]) =[x Vx] si 0 < x

[x%; X?] si 0<x
Q ([x])>=1<¢ [o; max{gz,ﬁ}] si 0€[x]
[x?; x?] sio x<0
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Exemple

sin: R — R
x +— sin(x)

V.

La fonction sin étendue aux intervalles :

[siny]: IR — IR
[x] = =11

[sin1] est une fonction d'inclusion pour sin.
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Delanoue Calcul par intervalles et stal ques non



Introduction - L’arithmétique des intervalles Objectifs

Arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles
Généralisation aux dimensions supérieures

Fia.: [sin]([x])

Delanoue Calcul par intervalles et stal ques non



Introduction - L’arithmétique des intervalles

Objectifs

Arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Fia.: [sin]([x])

Delanoue Calcul par intervalles et stal ques non



Introduction - L’arithmétique des intervalles

Objectifs

Arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Fia.: [sin]([x])

Delanoue Calcul par intervalles et stal ques non



Introduction - L’arithmétique des intervalles

Objectifs

Arithmétique des intervalles

Calcul par intervalles

Généralisation aux dimensions supérieures

Fia.: [sin]([x])

Delanoue Calcul par intervalles et stal ques non



Introduction - L’arithmétique des intervalles Objectifs

Arithmétique des intervalles
Calcul par intervalles
Généralisation aux dimensions supérieures

Exemple d'utilisation du calcul par intervalle

Exemple

Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = (sin x — x? + 1) cos x.

Montrons que S = {x € [0; 3], f(x) =0} =0

IR — IR
[x] ~ (sin[x] = [x]?> + 1) cos[x]

On définit { []:

[F1(0: 3)) = (sin[0; 3] — [0; 3]* + 1) cos[0; 3] )

= (sin[0; 3] - [0; 3] + 1) cos[0; 3] |
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Objectifs
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(sin[0; 3] + [ %: 0] + 1) cos[0; 3] J

= ([0;sin %] 4 [%; 1])[cos %; 1] J

= [3;1+sin 3] x [cos 3;1]

= [% cos%; 1+ sin 3]

[£1([0;4]) < [0.65818;1.4795]

0 & [£]([0; 3]) or Vx € [0; 3], f(x) € [f]([0; 3]) donc S =0
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Définition

Une collection finie {p;};c; d'intervalles est appelée un pavage.
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Soit f : | — R et [f] une fonction d'inclusion pour f.
Soit S={x e/, f(x) <0}
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Definition
Soit f une fonction définie de R” a valeur dans R
[f] : IR" — IR™ est une fonction d'inclusion pour f si

V[x] € IR, f([x]) < [f]([x])
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Systeme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

S ri
S=J[){xeDcR"f (x) <0} ot f; € C'(R",R)
i=1j=1

ol D est un compact de R".
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. . . . Systeme d’inégalités
Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles yste -
Systeme 0-dimensionnel

Connexité - triangulation
Positivité

@ Trouver une approximation garantie de la solution de f(x) =0
avec x € [x] ou f € C*(R",R").

@ Montrer I'unicité de cette solution

Créer une suite ([x]n), définie de fagon récurrente (et décroissante)
qui contient cette solution

° [x]o=[x]

® [Xlnt1 = [X]n 0 pxi (Ix]n)
oll py, © [X] — R avec py, (x) = x1 — DF 1(x)f(x1) et x1 € [x]n

Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Algorithme
° [x]o = [x]

° [X]n+l = [X]n N px1([X]n)

ol P : [X] — R™ avec py (x) = x1 — DFY(x)f(x1) et x1 € [x]n

X1,
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ol P : [X] — R™ avec py (x) = x1 — DFY(x)f(x1) et x1 € [x]n

&,
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Algorithme
° [x]o = [x]

° [X]n+l = [X]n N px1([X]n)

ol P : [X] — R™ avec py (x) = x1 — DFY(x)f(x1) et x1 € [x]n

X1,
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Algorithme
° [x]o = [x]

° [X]n+l = [X]n N px1([X]n)

ol P : [X] — R™ avec py (x) = x1 — DFY(x)f(x1) et x1 € [x]n

N. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Algorithme
° [x]o = [x]

° [X]n+l = [X]n N px1([X]n)

ol P : [X] — R™ avec py (x) = x1 — DFY(x)f(x1) et x1 € [x]n
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Propriétés

Soit f € C*°(R",R"), x1 € [x]. On suppose que Df([x]) C GL(R").
0 x* & [x], F(x*) = 0 = x* € py([x))
@ px(Ix]) € [x] = 3x* € [x], F(x*) = 0

N. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



Systeme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Po. té

T e
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Positivité

Une preuve que f([x]) > 0. |

3cas:
@ Vx € [x],f(x) > 0 : I'analyse par intervalles.
@ Vx € [x],f(x) =0 : le calcul algébrique.
@ Dans les autres cas?
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Systéme d’inégalités

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles 5 5
Systeme 0-dimensionnel

Connexité - triangulation
Positivité
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Le calcul alébrique ne suffit pas ...

Cas ou les fonctions sont non polynomiales.

La calcul par intervalle ne suffit pas ...

En général, on a seulement :

F(IxD) & [FI(XD)-

@ multiple occurrence des variables.

@ arrondi extérieurs.
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Systéme d’inégalités

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles 5 5
Systeme 0-dimensionnel

Connexité - triangulation
Positivité
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Systeme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Po. é

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

e -

Interval analysis
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

/

Algebra calculus and Interval Analysis
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Théoreme

Soit xg € E ol E est un convexe de R”, et f € C>(R",R). On a
I"implication suivante :

Q@ Ixp tel que f(xp) =0 et Df(xg) = 0.
Q@ Vx € E,D?*f(x) > 0.
alors Vx € E, f(x) > 0.
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Posi

Exemple

Pour montrer que f(x) > 0,Vx € [-1/2,1/2]?
ol f : R? — R est définie par

f(x,y) = —cos(x® + V2sin? y) + x> + y? + 1.
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Exemple

Soit f : R? — R la fonction définie par :
f(x,y) = —cos(x® 4+ v/2sin? y) + x> + y? + 1.
@ Ona: f(0,0) =0 et VF(0,0) =0
2x(sin(x? + v/2sin? y) + 1)
f = .
Vi(x.y) ( 2v/2cos ysiny sin (V2sin? y + x?) + 2y
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Systeme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

a a & o

1,1 912 \ _ 2

vir = ( )-( &
a1 a2 Bydx  By2

ai = 2sin (ﬁsin2y+x2)

+4x2 cos (\@sin2 Y+ x2) + 2.

arp = —2ﬂsin2ysin(ﬁsin2y + x?)
4+2v/2 cos? y sin(v/2sin? y 4 x?)
+8cos? y sin y cos(v/2sin? y + x?) + 2.

alp = a1 = = 4/2x cos ysiny
cos (ﬂ siny? + X2) .

N. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Le calcul par intervalle donne : Vx € [-1/2,1/2]2, V2f(x) C [A]

[ [1.9,41] [-1.3,1.4]
[A] = ( [-1.3,1.4] [1.9,5.4] )

Reste a vérifier que : VA € [A], A est définie positive.

Définition

Une matrice symétrique A est définie positive si
Vx € R" — {0},xT Ax > 0

On note par S™ I'ensemble des matrices n x n symétriques définie
positive.
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

Un ensemble de matrices symétriques [A] est un intervalle de
matrices symétriques si :

[Al = {(ai)ij, aij = aji, ajj € [alij}

[A A] = {A symmetric, A < A < Z} .
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Systéme d’inégalités

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles 5 . 5
Systeme 0-dimensionnel

Connexité - triangulation
Posi é

Dans R?, une matrice symétrique A
41,1 di2
A = ) 5
a2 a2
: —
A
T
a2 \ .
LA
a2 Apoooctoaoes
ail ,'/
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Soit V/([A]) I'ensemble des coins de [A]. S"T et [A] sont des
convexes de 5" :

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

[A] € S"t < V([A]) c S"F

S est un espace vectortiel de dimension w

n(n+1)

#V([A]) = 2"5

7
y =

W\
O
N
T

_

\

0
\
0
T

i
|*‘\\\\
JA
=
]

0
I
z[
(]

A
/ ) =
-
AT
[]]
'.=

7
7
U,
7

I

u
2
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Systéme d’inégalités
Systeme 0-dimensionnel
Connexité - triangulation
Positivité

Théoréme- Adefeld

Soit [A] une matrice intervalle symétrique.

et C ={z € R" tel que |z;| =1}

SiVz e C, A, = A. + Diag(z)ADiag(z) est définie positive.
alors [A] est définie positive.

Exemples d’algorithmes utilisant le calcul par intervalles

N. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



tions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E

Considérons le systeme dynamique suivant :

{i:ég)oﬁfeﬁﬂRﬂRﬂ. (1)

N e
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X "
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Définitions de la stabilité

Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme

Exemple

Définition

Soit x € R, x est un point d'équilibre si :

f(x)=0
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Définitions de la stabilité

Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme

Exemple

Définition

Un ensemble D est stable si :

¢* (D)c D
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SOOOOONNN NNV VL VL b
SO NN NN N VL L vy
SORNNNNNNNNN VYV VL vy Y Y
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11 AR R RR R R R R KRR KRR

P AR RA R R R R KRR KRR KK
; TAAXRARRRR KRR KRR KRR K
EAARRARRRRRRRRRRRRK
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Définitions de la stabilité

Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme

Exemple

Définition

Un ensemble D est stable si :

¢* (D)c D
SMOONNNNNNN VN VYV
RAARARRNRR R
SOOOONN NN NNV VL VLV
SOOODOOCYNNN Y YV Y L v
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Théorie de Lyapunov

Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Le cas linéaire
Algorithme

Exemple
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Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire
Algorithme
Exemple

inition

Un point d'équilibre xo, est asymptotiquement (D, Dy)-stable si
o ¢R"(D) c Dy
° ¢(D) = {xo}
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ons de la stabilité
Fonction de Lyapunov

Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Definition

On dit que la fonction L :

QO L(x)=0& x=xx

Q@ xeD—{xx}=Lx)>0
Q@ (VL(x),f(x)) <0, ¥x € D — {xx}

Algorithme
[E

R" — R est de Lyapunov pour (??) si :

Avec V : t+— L(x(t)), ona:

. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E
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Définitions de la stabilité

Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme

[E

Théoreme de Lyapunov

Soit D’ un sous ensemble compact de R” et x,, a l'intérieur de D’.
Si L: D" — R est de Lyapunov pour (??) alors

il existe un sous ensemble D(# {x}) de D’ tel que le point
d’équilibre x.. soit asymptotiquement D, D’-stable.

NNV

S>>
e = O
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Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E

Pour les systemes linéaires :
X = Ax (2)

On pose L = xT Wx avec W € S".
donc (VL(x), f(x)) = xT(ATW + WA)x.

Dans ce cas, les conditions Lyapunov se réécrivent :
QO WeSs.
Q@ —(ATW + WA) € S"t.
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tions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E

Dans le cas linéaire, pour trouver une fonction de Lyapunov pour
77, on résoud le systeme d'équations d'inconnues W

ATW + WA= —|

et on vérifie que W € S"T.
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Définitions de la stabilité

Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme

[E

Théoreme

Le systeme x = Ax est asymptotiquement stable si et seulement si
pour tout Q € S™", la matrice W solution de

ATW 4+ WA= —-Q

est définie positive.
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tions de la stabi
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire
Algorithme
[E

Le systeme
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Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E

Algorithme

@ Montrer que [xg] contient un unique point d'équilibre x.
@ Trouver [xs] C [xo] qui contient x.
© Linéariser le systeme autour d'une approximation X..

@ Trouver une fonction de Lyapunov L, pour le systeme
linéarisé.

@ Vérifier que L, est aussi de Lyapunov pour x = f(x).
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Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[E

Explications

Etape 4 : LXOO(X) - (X - Xoo)TW)?oo(X - Xoo)
Etape 5 : Il reste a vérifier :

8xoo (X) = —(VLi (%), f(x)) >0

Ona:
° g(xx)=0
o Vgu. (x00) = 0
En accord avec le théoreme de positivité, on a seulement a vérifier :

V2gx ([x0]) € 5™
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Définitions de la stabilité
Fonction de Lyapunov
Théorie de Lyapunov Le cas linéaire

Algorithme
[

X1 x* (x2+y?—1)
X2 (P +y* =1y +x

oll [xo] = [-0.6,0.6]2.
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Intégration garantie d’0O.D.E.

Mise en relation des éléments du recouvrement
Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Considérons le systeme dynamique suivant :

Xx = f(x)

Y o n n
ou f € C*(R",R"). 3
{ XER” ( Y ) ( )

Mot
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Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement

Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Soit {¢! : R" — R"}, le flot associé a cette équation différentielle.
Il existe une méthode donnant une fonction d'inclusion de t.

Proposition

Si [x] et [X] sont deux éléments de IR" et h € R telles que
[x] + [0, hl#([x]) < []

alors

vt € [0, h], " ([x]) C [%]

Preuve : théoreme du point fixe de Banach et I'opérateur de
Picard-Linderlof.

N. Delanoue Calcul par intervalles et stabilité de systemes dynamiques non



Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement

Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Soit {¢* : R" — R"}; le flot associé a cette équation différentielle.
Il existe une méthode donnant une fonction d’inclusion pour .

Proposition

Si [x] et [X] sont deux éléments de IR" telles que
[x] + [0, A ([X]) < [X]

alors

' ([x]) C [x] + t£([%])

Remarque

En pratique, on utilise des méthodes beaucoup plus sophitiquées.
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Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement

Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Soit t un réel.
© Créer un recouvrement {S;};c; de S.

@ Mettre en relation les éléments de | avec :

WRir & ©'(Sy)NS;, # 0.
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Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement
Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Algorithme

@ Montrer que [xg] contient un unique point d'équilibre x.
@ Créer un recouvrement {S;};c; de [xo].

© Calculer un ensemble A qui est inclu dans le bassin
d’attraction de x», (méthode de Lyapunov).

@ Mettre en relation les élements de ce recouvrement avec R.

@ Pour chaque élémént S, de {S;}ics, si

ioRih = S,’l CA

alors A:= AUS;,.
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Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement
Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

X1\ [ xx(x®+y?>-1)
X )\ (P +y? =1y +x

ol [xo] = [-0.6,0.6]°.
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Intégration garantie d’0O.D.E.
Mise en relation des éléments du recouvrement
Discrétisation Algorithme - Approximation du bassin d’attraction

Exemple 1

Solveur - Preuve de Ia stabilité - Nico

_iLinearized vector leld _iLyapunov levels _iInitalizalion in the atizacton doman
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La tallle de P_atiraction est 11774

Non pas dedans

0 emacsailocah. | 3 xdviki these (7.. | _ iyop - e orovaer | = Soeur Preiwe ] @ rook@Lisa-autod... | O emacs@locahos...| 2 Courier enrant .. |  euddy it
& Applcations Places System @ 8 & Ba I=1 ® 39 venavran, 15
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Conclusion

Perspectives
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Conclusion

@ Merci pour votre attention ! )
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