2. Modélisation de Graphes d’Evénements Temporisés.





Les systèmes à événements discrets qui donnent lieu à des phénomènes de synchronisation peuvent être modélisés par des Graphes d’Evénements Temporisés (GET). Naturellement, des méthodes de commande et d’identification de ces GET sont apparues, présentant des analogies avec la théorie des systèmes classiques.


Dans cette deuxième partie, nous allons voir comment le comportement d’un GET peut être représenté dans les dioïdes à l’aide d’équations linéaires.








2.1 Modélisation des GET





	Un graphe d’événement est une sous classe de réseaux de Petri dans lesquels toute place n’a qu’une transition amont et qu’une transition aval. Ainsi, les graphes d’événements peuvent modéliser la synchronisation mais pas la concurrence. 





	Un GET est un graphe d’événement dont le fonctionnement dépend du temps. Le temps peut être associé soit aux transitions, soit aux places du graphe. Sachant que l’on peut passer d’une représentation à l’autre, on choisira d’associer le temps aux places. A chaque place est associée une temporisation représentée par un ou plusieurs traits verticaux (fig. 2.1).
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Figure 2.1 : Exemple de GET





2.1.1 Mise en équations





Pour analyser le comportement temporel d’un GET, on peut considérer deux points de vue qui conduisent à une seule représentation linéaire mais dans deux dioïdes différents.


Le dioïde � INCORPORER Equation.2  ��� permet de se placer dans le domaine des événements : chaque variable aura pour but de dater les événements ; on parle d’équations aux dateurs.


Le dioïde � INCORPORER Equation.2  ��� permet de se placer dans le domaine temporel : chaque variable recense le nombre d’événements à un instant t ; on parle d’équations aux compteurs.





En effet considérons l’exemple illustré par la figure 2.2 :
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Figure 2.2





Notons � INCORPORER Equation.2  ��� la fonction dateur associée à la transition ti. � INCORPORER Equation.2  ���est la date à laquelle se produit le kième franchissement de la transition ti.





L’évolution de la  transition ti est caractérisée par :


		� INCORPORER Equation.2  ��� 	équation aux dateurs		 (6)





Notons � INCORPORER Equation.2  ���la fonction compteur associée à la transition ti. � INCORPORER Equation.2  ���est le nombre de franchissements de la transition ti produit jusqu’à l’instant t.





L’évolution de la  transition ti est caractérisée par :


		� INCORPORER Equation.2  ��� 	équation aux compteurs 	 (7)





En considérant les notations introduites au chapitre 1, les équations (6) et (7) s’écrivent :


		� INCORPORER Equation.2  ���	dans � INCORPORER Equation.2  ���


		� INCORPORER Equation.2  ���	dans � INCORPORER Equation.2  ���





Plus généralement, on peut considérer un système (un GET) plus complexe avec un vecteur d’entrées U, un vecteur de sorties Y et un vecteur de transitions internes X. Dans le domaine des événements, on peut établir une relation d’état de la forme :


		� INCORPORER Equation.2  ���						 (8)





On remarque l’analogie avec les systèmes continus discrétisés où les matrices A, B et C caractérisent entièrement le système.











2.1.2 Transformées en ( et ( [Cohen and Al 89]





De manière analogue à la transformée en Z des systèmes linéaires échantillonnés, les transformées en ( et ( sont introduites, respectivement pour les équations aux dateurs et aux compteurs.








�
Transformée en (





Pour un dateur � INCORPORER Equation.2  ���, on introduit la série formelle X(() telle que : 	� INCORPORER Equation.2  ���.


et � INCORPORER Equation.2  ��� ainsi 	� INCORPORER Equation.2  ���.





Donc ( est un opérateur de décalage sur les événements.








Transformée en (





Pour un compteur � INCORPORER Equation.2  ���, on introduit la série formelle X(( ) telle que :	� INCORPORER Equation.2  ���.


et 	� INCORPORER Equation.2  ��� 


ainsi 	� INCORPORER Equation.2  ���.





Donc ( est un opérateur de décalage


temporel.


�



2.1.3 Matrice de transfert





En appliquant la transformée en ( sur le système (8), on obtient :





	� INCORPORER Equation.2  ��� 	� INCORPORER Equation.2  ��� 		� INCORPORER Equation.2  ���


 


Si on applique le théorème 1.3, le système devient :


	� INCORPORER Equation.2  ���





Comme en automatique des systèmes continus, on peut définir la matrice de transfert H telle que Y = HU. Elle s’écrit :





� INCORPORER Equation.2  ���














2.1.4 Représentation Bidimensionnelle dans le dioïde (� INCORPORER Equation.2  ���





Il est possible de considérer les deux représentations dateurs et compteurs en établissant une représentation bidimensionnelle. On considère l’ensemble des séries formelles ([[(,(]] en puissance de ( et ( à coefficients booléens {e,(} et à exposants dans (.


		� INCORPORER Equation.2  ���


([[(,(]] est un dioïde d’élément neutre e((,() =� INCORPORER Equation.2  ��� et d’élément absorbant (((,() qui correspond à la série dont tous les éléments sont égaux à (. Graphiquement, un élément de ([[(,(]] est représenté par un collection de points de (2 (figure 2.3).
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Figure 2.3





Soient d(k) (resp. c(t)) une trajectoire de dateurs (resp. compteurs).


Dans � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���(, 	d(k) ( d(k - 1)   � INCORPORER Equation.2  ��� 	d(k) = d(k) ( d(k - 1).


(La date de l’événement k est supérieure ou égale à la date de l’événement k - 1)





Dans � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���(, 	c(t) ( c(t - 1) 	   � INCORPORER Equation.2  ��� 	c(t - 1) = c(t) ( c(t - 1).


(Le nombre de tirs à l’instant t - 1 est inférieur ou égal au nombre de tirs de l’instant t)





Ce qui devient :


D(() = D(() ( (D(()� INCORPORER Equation.2  ��� D(() = (e ( ()* D(() = (*D(()


C(() = � INCORPORER Equation.2  ���C(() ( C(()� INCORPORER Equation.2  ��� C(() = (� INCORPORER Equation.2  ���)* C(()





Un élément X((,() de ([[(,(]] doit donc satisfaire :


	X((,() (  ( X((,()


	X((,() (  � INCORPORER Equation.2  ���X((,()


Soit encore X((,() ( (( (� INCORPORER Equation.2  ���) X((,()


Finalement,


X((,() = (( (� INCORPORER Equation.2  ���)* X((,()








Le dioïde (( (� INCORPORER Equation.2  ���)* ([[(,(]] est noté (� INCORPORER Equation.2  ���. Graphiquement, on ne considère plus un point de coordonnées (n,t) mais un cône sud-est de sommet (n,t) (figure 2.4). Cette transformation a pour effet de ne conserver que les séries monotones non décroissantes.
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Figure 2.4





2.1.5 Résultats dans (� INCORPORER Equation.2  ���





A partir des résultats précédents, nous pouvons interpréter graphiquement les opérations d’addition et de multiplication dans (� INCORPORER Equation.2  ��� à l’aide des figures 2.5 et 2.6.
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	   � INCORPORER Equation.2  ��� 					     � INCORPORER Equation.2  ���





Figures 2.5 et 2.6





Les règles de simplifications suivantes dans (� INCORPORER Equation.2  ��� sont immédiates :





� INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ���








2.1.6 Séries rationnelles dans (� INCORPORER Equation.2  ��� [Gaubert 92]





Les séries rationnelles vont permettre de représenter d’une façon finie les relations entrées / sorties d’un GET. 





Définition 2.1 : (polynôme) Un polynôme p de (� INCORPORER Equation.2  ��� est une somme finie de monômes telle que : 		� INCORPORER Equation.2  ��� 


avec n1<n2<...< nk  et t1<t2<...< tk.





Définition 2.2 : (rationalité) Un élément de (� INCORPORER Equation.2  ��� est rationnel s’il peut être obtenu à partir de l’ensemble {e,(,(,(} par un nombre fini d’opérations (, (, et *. Une matrice à coefficients dans (� INCORPORER Equation.2  ��� est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.





Définition 2.3 : (périodicité) Un élément de (� INCORPORER Equation.2  ��� est périodique s’il peut s’écrire sous la forme : 		� INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ��� 


où p et q sont deux polynômes en puissance de ( et ( tels que  


		deg (p) ( (n - 1, t - 1) et deg (q) ( (( - 1, ( - 1).


Théorème 2.1 : [Baccelli and Al 92] Dans (� INCORPORER Equation.2  ���, une série est rationnelle si et seulement si elle est périodique.





Dans la définition 2.3, le polynôme p traduit le comportement transitoire de la réponse impulsionnelle alors que le polynôme q représente le motif du régime périodique qui se répète tous les ( événements et ( unités de temps à partir de l’événement n à la date t (Figure 2.7).
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Figure 2.7





Définition 2.4 : (élément simple) Un élément de (� INCORPORER Equation.2  ��� est un élément simple s’il peut s’écrire sous la forme � INCORPORER Equation.2  ���.





Théorème 2.2 : [Gaubert 92], [Baccelli et Al 92] Dans (� INCORPORER Equation.2  ���, une série est rationnelle si et seulement si elle peut s’écrire sous la forme d’une somme finie d’éléments simples.








2.1.7 Exemple
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Figure 2.8


La représentation d’état du système du GET de la figure 2.8 est :





� INCORPORER Equation.2  ���	      (9)





Ce système peut s’écrire :


� INCORPORER Equation.2  ���      soit encore,	     � INCORPORER Equation.2  ���





avec� INCORPORER Equation.2  ���


donc � INCORPORER Equation.2  ���


or � INCORPORER Equation.2  ���


donc :


� INCORPORER Equation.2  ���








La figure 2.9 illustre cette fonction de transfert :
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Figure 2.9





Conclusion : Les dioïdes nous permettent de représenter algébriquement et linéairement le comportement temporel des GET. Une ligne de production (qui peut être un SED présentant des synchronisations) pourra donc être caractérisée par une équation d’état et une équation de transfert. L’analogie avec les systèmes linéaires conventionnels nous permet d’envisager les principes de commande et d’identification de ces systèmes. 
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|   Temporisation d’une unité de temps.
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