4. Estimation du vecteur d’état



Le chapitre 3 nous donne les conditions nécessaires et suffisantes sur l’observabilité des SED et introduit la reconstruction de l’état au plus tard � INCORPORER Equation.2  ���. En effet, l’estimation directe du vecteur d’état réel n’est pas possible à partir des vecteurs de sorties Y et d’entrées U. 

Le but de ce chapitre est donc de proposer deux méthodes d’estimation :

la première repose sur l’estimation de � INCORPORER Equation.2  ��� sur un horizon à déterminer.

la seconde s’inspire des techniques de reconstructeurs d’état pour les systèmes conventionnels.



4.1 Estimation du vecteur d’état au plus tard



4.1.1 Conditions nécessaires pour la détermination de � INCORPORER Equation.2  ���



Dans un premier temps, il faut s’assurer de l’observabilité du système :

en vérifiant la colonne-asticité de� INCORPORER Equation.2  ���. On dit alors que le système est faiblement observable en q étapes (définition 3.2).

ou en vérifiant que le système est structurellement observable (définition 3.3). 



Puis on détermine (ou on déduit) la taille de l’horizon d’observation :

si � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic alors l’horizon est [k, k+q-1].

A partir du GET, l’horizon d’observation est donné par [k, k+� INCORPORER Equation.2  ���]. (propriété 3.2).



4.2.1 Procédures de détermination du co-état



Première approche



L’état au plus tard � INCORPORER Equation.2  ��� est déterminé ici à partir du résultat obtenu dans le chapitre sur l’observabilité, à savoir � INCORPORER Equation.2  ���. Pratiquement, l’acquisition des valeurs du vecteur de sortie Y sur l’horizon [k, k+q-1] nous donne � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ��� que l’on résidue à gauche avec � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���, c’est à dire :



� INCORPORER Equation.2  ���



D’un point de vue matriciel, cette équation s’écrit :



� INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���









Nous obtenons alors directement les composantes de � INCORPORER Equation.2  ���.







Deuxième approche : équations backwards



On remarque que sur une trajectoire, l’état au plus tard � INCORPORER Equation.2  ��� est solution de l’équation au point fixe � INCORPORER Equation.2  ���. La plus grande solution à cette équation est � INCORPORER Equation.2  ���. Il s’agit du système adjoint qui permet d’établir X au plus tard à partir de Y et de l’inversion du modèle. Cette technique est utilisée pour établir une plus grande commande U satisfaisant une consigne : c’est la méthode des équation backwards [Baccelli et Al 92 §5.6].



Sous forme matricielle, on obtient (avec � INCORPORER Equation.2  ���):

� INCORPORER Equation.2  ���



On considère le système d’équations dans les dateurs et le GET Markovien associé où, si� INCORPORER Equation.2  ��� est le marquage initial de ce GET, � INCORPORER Equation.2  ���. On obtient alors [Baccelli et Al 92, §5.6] 

� INCORPORER Equation.2  ���

ou encore, avec les notations usuelles, 

� INCORPORER Equation.2  ���



Exemple



On considère le GET du paragraphe 3.5.1 avec une suite de tirs à l’entrée u : � INCORPORER Equation.2  ���. A l’instant p+3, nous avons � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ��� les sorties observées sur un horizon de taille 3. On vérifie la condition nécessaire pour que � INCORPORER Equation.2  ��� soit observable (théorème 3.2) : 

� INCORPORER Equation.2  ���=� INCORPORER Equation.2  ���=� INCORPORER Equation.2  ��� donc la condition nécessaire pour que les sorties soit observables est validée [Prou & Wagneur 97].



1ère approche : A un instant p+2 quelconque, nous pouvons calculer� INCORPORER Equation.2  ���avec la relation � INCORPORER Equation.2  ���:

� INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ���



On peut à présent vérifier la condition nécessaire et suffisante de l’observabilité de � INCORPORER Equation.2  ��� (théorème 3.1) :

� INCORPORER Equation.2  ���= � INCORPORER Equation.2  ���=� INCORPORER Equation.2  ���.



2ème approche : A un instant k quelconque, nous pouvons calculer � INCORPORER Equation.2  ��� avec les équations suivantes :



� INCORPORER Equation.2  ���



On obtient alors, après calcul de � INCORPORER Equation.2  ���.

� INCORPORER Equation.2  ���



4.2 Reconstruction du vecteur d’état minimisant l’erreur de prédiction



4.2.1 Présentation du problème



L’objectif de cette seconde estimation est de s’inspirer des techniques de reconstruction d’état pour les systèmes linéaires conventionnels. A partir d’un système observable, il s’agit de corriger la prédiction de x(k) que l’on a pu faire à k-1 pour obtenir une estimée de x(k), aussi proche que possible de la réalité. La reconstruction d’état peut être vue comme un cas particulier du filtrage de Kalman dans le cas déterministe.



Soient :

� INCORPORER Equation.2  ���l’estimation de x(k) faite à l’événement k (estimée a posteriori).

� INCORPORER Equation.2  ���la prédiction de x(k) faite à l’événement k-1 (estimée a priori).



Supposons qu’à l’instant k-1 nous ayons établi la prédiction � INCORPORER Equation.2  ���à partir de la valeur connue u(k) et de � INCORPORER Equation.2  ��� avec l’équation : 

� INCORPORER Equation.2  ���



A l’événement k, l’objectif est de corriger cette prédiction par l’intermédiaire de y(k) (que l’on mesure) afin de s’approcher au mieux de x(k). Ceci peut être réalisé au mieux avec l’ équation suivante (dite de correction ou d’estimation) :

� INCORPORER Equation.2  ���

L’objectif est donc de déterminer K, qui caractérise l’innovation apportée à l’état et doit permettre de minimiser un critère, en l’occurence, le plus grand des écarts entre la sortie mesurée et la sortie estimée.









4.2.2 Détermination du gain K



Dans la théorie conventionnelle, les techniques de reconstruction conduisent à un état minimisant � INCORPORER Equation.2  ���dans le cas déterministe et minimisant � INCORPORER Equation.2  ���dans le cas stochastique. Compte tenu de la nature des systèmes étudiés ici, nous cherchons à optimiser l’estimation de manière à minimiser le sup des écarts entre la sortie mesurée et la sortie estimée. En effet comme nous l’avons fait remarquer au chapitre 1, la théorie de la résiduation permet de minimiser ce genre de critère, soit � INCORPORER Equation.2  ��� (1) sous la contrainte � INCORPORER Equation.2  ��� (2).



Si on multiplie (1) par C, on obtient avec (2) � INCORPORER Equation.2  ���. La plus grande sous solution Kopt satisfaisant cette équation est donnée par � INCORPORER Equation.2  ���que l’on définit comme l’erreur de prédiction. Cette solution minimise le critère suivant : � INCORPORER Equation.2  ���avec � INCORPORER Equation.2  ��� [De Shutter 96, §2.2].



Finalement nous avons à chaque événement k l’algorithme suivant qui minimise le critère � INCORPORER Equation.2  ��� :



� INCORPORER Equation.2  ���









En combinant les deux équations, on a :

� INCORPORER Equation.2  ���

d’où la prédiction de y(k) :



� INCORPORER Equation.2  ���

Cette prédiction sera utile pour la génération d’indicateurs de défauts par comparaison avec y(k).



Remarque 4.1 : l’état estimé � INCORPORER Equation.2  ���est borné par � INCORPORER Equation.2  ��� qui est la plus grande solution de l’équation � INCORPORER Equation.2  ���. Une borne plus faible peut être envisagée en considérant � INCORPORER Equation.2  ��� (l’état au plus tard) à la place de � INCORPORER Equation.2  ���, soit � INCORPORER Equation.2  ���. Des travaux supplémentaires sont à envisager pour analyser les performances de cette reconstruction qui allie la prise en compte de la sortie du système (calcul du co-état en backward sur un horizon de taille minimum q, §3) et de la commande (calcul de la prédiction en forward).





Conclusion



Nous avons présenté deux méthodes pour reconstruire les états du système en considérant les mesures des sorties. Ces estimations nous seront utiles dans les chapitres suivants pour le calcul des observateurs.

�Estimation du  vecteur d’état au plus tard
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