1. Présentation des Dioïdes.





1.1 Dioïdes [Cuning 79]





Définition 1.1 : Un demi-anneau est un ensemble D muni d’une loi associative (, commutative, d’élément neutre ( et d’une loi associative ( d’élément neutre e, tel que � INCORPORER Equation.2  ���:


		� INCORPORER Equation.2  ���


Si la loi ( vérifie � INCORPORER Equation.2  ���, alors D est un demi-anneau idempotent, ou dioïde.





Définition 2.1 :(dioïde commutatif) Un dioïde est commutatif si et seulement si la multiplication ( est commutative.





Exemple 1.1: (max est le dioïde ((� INCORPORER Equation.2  ���,max,+) muni du max (loi additive () et de l’addition usuelle + (loi multiplicative (). Cette structure est appelée algèbre (max, +).





Définition 3.1 : (relation d’ordre) Dans un dioïde D, on définit la relation d’ordre ( par 


		a (� INCORPORER Equation.2  ���


Cet ordre est compatible avec les lois ( et ( : 


		a (� INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���(� INCORPORER Equation.2  ���.





Ce dioïde muni d’une relation d’ordre est un demi-treillis supérieur car tout couple (a,b) admet un plus petit majorant a ( b. On définit le plus grand minorant de tout couple (borne inférieure) en introduisant l’opération � INCORPORER Equation.2  ���. Ce plus grand minorant se note a� INCORPORER Equation.2  ���b et on obtient ainsi un treillis.


On a alors les deux équivalences suivantes :





a (� INCORPORER Equation.2  ���


		





Définition 4.1 : (dioïde complet) Un dioïde est complet si la somme finie et infinie d’éléments est définie et si la distributivité de ( par rapport à ( s’étend aux sommes infinies : 


		� INCORPORER Equation.2  ���





La borne supérieure du dioïde complet est le nouvel élément T, somme des éléments du dioïde. 


T est absorbant pour ( :	� INCORPORER Equation.2  ���


Par contre, en accord avec la définition de l’élément absorbant de la loi (, on a :						� INCORPORER Equation.2  ���





Exemple 2.1 : (max  n’est pas complet. Nous devons ajouter la borne supérieure T = +� INCORPORER Equation.2  ��� avec la convention (T ( � INCORPORER Equation.2  ���) = +� INCORPORER Equation.2  ��� -� INCORPORER Equation.2  ��� = -� INCORPORER Equation.2  ��� =� INCORPORER Equation.2  ���. Ce nouveau dioïde complet est noté � INCORPORER Equation.2  ���. On a alors la structure � INCORPORER Equation.2  ��� = {(� INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���,max,+}.


Comme pour l’algèbre conventionnelle, le signe ( sera quelquefois omis.





Définition 5.1 : (isotonie) Soit� INCORPORER Equation.2  ��� une application d’un dioïde complet D dans un dioïde complet C. Alors� INCORPORER Equation.2  ���est isotone � INCORPORER Equation.2  ���, a ( � INCORPORER Equation.2  ���(� INCORPORER Equation.2  ���.


La multiplication, l’addition et l’inf sont isotones. Si a ( � INCORPORER Equation.2  ��� alors on a : 


			ac ( � INCORPORER Equation.2  ���


			� INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ���


			� INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ���





�


Définition 6.1 : (continuité) Soit� INCORPORER Equation.2  ��� une application d’un dioïde complet D dans un dioïde complet C et soit ( un sous-dioïde fini de D.





� INCORPORER Equation.2  ���est semi-continue inférieurement (noté s.c.i) si � INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ���est semi-continue supérieurement (noté s.c.s) si � INCORPORER Equation.2  ���


Si � INCORPORER Equation.2  ���est s.c.s et s.c.i alors � INCORPORER Equation.2  ���est continue.








1.2 Résiduation et application à la résolution de � INCORPORER Equation.2  ���(x) = b [Baccelli and Al 92]





La résiduation intervient dans la résolution d’équations du type � INCORPORER Equation.2  ���(x) = b. Si � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas surjective, l’équation � INCORPORER Equation.2  ���(x) = b n’aura pas de solutions pour certaines valeurs de b. Si � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas injective, l’équation peut ne pas avoir de solution unique.





Une façon de résoudre ce problème est :


- de considérer l’ensemble des sous-solutions (x | � INCORPORER Equation.2  ���(x) ( b)


- prendre la borne supérieure de ce sous-ensemble, notée � INCORPORER Equation.2  ���(b), si elle existe.


 On aura alors :� INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���( b








Théorème 1.1 : Soit � INCORPORER Equation.2  ���une application isotone d’un dioïde complet D dans un dioïde complet C. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :


	1. � INCORPORER Equation.2  ���il existe une plus grande sous solution à l’équation � INCORPORER Equation.2  ���(x) = b et � INCORPORER Equation.2  ��� est dite 	résiduable.


	2. � INCORPORER Equation.2  ���(() = ( et � INCORPORER Equation.2  ���est semi continue inférieure.


	3. Il existe une unique application isotone � INCORPORER Equation.2  ��� telle que � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ���


Si � INCORPORER Equation.2  ���vérifie ces propriétés, elle est dite résiduable et � INCORPORER Equation.2  ��� est appelée sa résiduée (� INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sont respectivement les applications identité de D et C).





Cas particulier : (résiduation de la multiplication à gauche) Soit l’application � INCORPORER Equation.2  ��� d’un dioïde complet D dans C telle que� INCORPORER Equation.2  ���.


� INCORPORER Equation.2  ���est résiduable puisqu’elle vérifie :


		� INCORPORER Equation.2  ���


		� INCORPORER Equation.2  ���soit � INCORPORER Equation.2  ���


Aussi, � INCORPORER Equation.2  ���il existe une plus grande sous solution à l’équation � INCORPORER Equation.2  ���:


		 � INCORPORER Equation.2  ���


Cette solution est notée a \ b.                                                                                                         








1.3 Propriétés de l’étoile de Kleene et de la Résiduation.





Définition 7.1 : (étoile de Kleene) Soit  � INCORPORER Equation.2  ���, on définit l’opérateur étoile par :


		� INCORPORER Equation.2  ���


On notera :	� INCORPORER Equation.2  ���








Théorème 2.1 : L’équation � INCORPORER Equation.2  ���dans un dioïde complet admet comme plus petite solution � INCORPORER Equation.2  ���.





preuve [Gaubert 94]


Si x est solution, � INCORPORER Equation.2  ���alors x ( ax et x ( b. 


Puisque la loi ( est isotone, on obtient :


		x ( ax ( a2x ( ... ( akx


Et puisque x ( b 


		akx ( akb


D’où x ( � INCORPORER Equation.2  ���( � INCORPORER Equation.2  ���


Donc, si x est solution alors x (� INCORPORER Equation.2  ���


D’autre part, � INCORPORER Equation.2  ���


Donc � INCORPORER Equation.2  ��� est la plus petite solution de � INCORPORER Equation.2  ���.








Corollaire 1.1 : On montre de même que l’équation  x = xa ( b dans un dioïde complet admet comme plus petite solution ba*.











Proposition 1.1 : Dans un dioïde complet, on a : 





	� INCORPORER Equation.2  ���										(1)


	� INCORPORER Equation.2  ���									(2)


	� INCORPORER Equation.2  ��� lorsque D est commutatif.						(3)





preuves [Gaubert 94 ]





(1) 	a* est la plus petite solution de l’équation x = ax ( e (voir théorème 2.1). Comme x ( ax ( e, par isotonie des lois ( et (, on a  x ( a (ax ( e) ( e ( a2x ( e ou plus généralement, x ( anx ( e et en sommant x ( a*x ( e. La plus petite solution de x = a*x ( e est (a*)*. Donc a* ((a*)*.


Comme a ( � INCORPORER Equation.2  ��� = a*, il vient a* ( (a*)*. D’où l’égalité.





(2)	 Soit x1 =� INCORPORER Equation.2  ���, x1  vérifie alors x1 = (a ( b)x1 ( e = ax1 ( (bx1 ( e). En considérant une solution x de cette équation, on a x ( a*(b x ( e) = a*bx ( a*. 


Ainsi x1 ( � INCORPORER Equation.2  ��� (théorème 2.1).


	D’autre part, x1 = � INCORPORER Equation.2  ���est aussi la plus petite solution de x ( x(a ( b) ( e (théorème 2.1 et Corollaire 1.1). Or, 


	� INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���( e 	= � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ���b ( e


				= � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ���


				= � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ���.


Donc � INCORPORER Equation.2  ��� est solution de x ( x(a ( b) ( e, donc � INCORPORER Equation.2  ��� est une solution plus grande que la plus petite solution � INCORPORER Equation.2  ���. On a alors � INCORPORER Equation.2  ��� ( � INCORPORER Equation.2  ��� d’où l’égalité.





(3) 	On a : � INCORPORER Equation.2  ���= � INCORPORER Equation.2  ��� 


		= � INCORPORER Equation.2  ���


Si D est commutatif alors la loi ( est commutative et� INCORPORER Equation.2  ���.


Donc :


	� INCORPORER Equation.2  ���	= � INCORPORER Equation.2  ���


		= � INCORPORER Equation.2  ���








Proposition 2.1 : Dans un dioïde complet on a,  


	


	(ba) \ c = a \ (b \ c)								(4)


	(a \ b) � INCORPORER Equation.2  ���(c \ b) = (a ( c) \ b							(5)





preuves [Cohen and Al 89]


(4)	Du théorème 1.1 nous déduisons  (� INCORPORER Equation.2  ��� )(b) ( b, soit a (a \ b) ( b. 


On a alors a (a \ (b \ c) ) ( b \ c et b(b \ c) ( c. Donc ba (a \ (b \ c) ) ( b(b \ c) ( c . La plus grande solution de l’équation bax ( c est ba \ c. Comme a \ (b \ c) est solution de bax ( c, 


a \ (b \ c) ( ba \ c. 


D’autre part, ba(ba \ c) ( c entraîne a(ba \ c) ( b \ c et ba \ c ( a \ (b \ c) d’où l’égalité.





(5)	On considère l’inéquation (a ( c)X ( b dont la plus grande solution est (a ( c) \ b. D’autre part l’inéquation précédente donne aX ( cX ( b � INCORPORER Equation.2  ���(aX ( b et cX ( b). Les plus grandes solutions à ces deux inéquations sont respectivement a \ b et c \ b. 


	Par définition x � INCORPORER Equation.2  ��� y = � INCORPORER Equation.2  ���, donc (a \ b)� INCORPORER Equation.2  ���(c \ b) = � INCORPORER Equation.2  ���, soit la borne supérieure satisfaisant les deux inéquations aX ( b et cX ( b . Cette borne supérieure est la plus grande solution de l’équation  (a ( c)X ( b. Par conséquent (a \ b)� INCORPORER Equation.2  ���(c \ b) = (a ( c) \ b.








Théorème 3.1 : L’équation � INCORPORER Equation.2  ���dans un dioïde complet admet comme plus grande solution � INCORPORER Equation.2  ���





preuve [Gaubert 94]


Si x est solution, alors x ( a \ x et x ( b. 


Puisque la loi \ est isotone, on obtient :


		x ( a \ x ( a \ (a \ x) ( a \ (a \ (a \ x)) ( ...


soit, 		x ( a \ x ( a2 \ x ( ... ( ak \ x				(voir (4))


Comme x ( b,


		ak \ x ( ak \ b


D’où 		x (� INCORPORER Equation.2  ���(� INCORPORER Equation.2  ���


Donc, en généralisant l’équation (5), on obtient :


		x (� INCORPORER Equation.2  ���		


et donc x (� INCORPORER Equation.2  ���		


D’autre part, � INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ���,	(voir (5))





Donc � INCORPORER Equation.2  ��� est la plus grande solution de l’équation � INCORPORER Equation.2  ���. 








1.4 Matrices dans les dioïdes





A partir d’un dioïde scalaire D, considérons les matrices � INCORPORER Equation.2  ��� à valeurs dans D. La somme et le produit de matrices sont déduits de manière naturelle de la somme et du produit dans le dioïde D. L’ensemble des matrices � INCORPORER Equation.2  ���muni de ces deux lois est un dioïde noté � INCORPORER Equation.2  ���.





Soit � INCORPORER Equation.2  ���, on note � INCORPORER Equation.2  ��� la matrice � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sa transposée. Soient A et B deux matrices telles que � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���, on définit les deux produits suivant : � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���. La matrice � INCORPORER Equation.2  ��� sera notée � INCORPORER Equation.2  ��� [Prou & Wagneur 97].





Théorème 4.1 : (matrices résiduables) Soient � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���, la résiduée à gauche de B par A est notée C=A \ B et 


		� INCORPORER Equation.2  ���, i = 1 à n et j = 1 à p.


De même, soient � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���,  la résiduée à droite de B par A est notée D = B / A et 


		� INCORPORER Equation.2  ���, i = 1 à p et j = 1 à n.








Théorème 5.1   [Cohen et Al 89] Soient � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���, la plus grande solution à l’équation � INCORPORER Equation.2  ���est � INCORPORER Equation.2  ���.





preuve





Il suffit de montrer que � INCORPORER Equation.2  ��� = A \ B. On sait que  � INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ��� et donc � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ���. Or le théorème 4.1 nous donne � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ���n








Définition 8.1 : (Asticité) [Cuning 79] La matrice � INCORPORER Equation.2  ��� est ligne-astic (resp. colonne-astic) si pour chaque ligne i (resp. colonne j), � INCORPORER Equation.2  ��� (resp. � INCORPORER Equation.2  ���).





Théorème 6.1: Soient � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���. Si A n’est pas colonne astic, alors PÄA n’est pas colonne-astic.





Preuve





Si A n’est pas colonne astic alors il existe au moins une colonne de e, i.e. � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ��� et PÄA n’est pas colonne-astic n
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