3. Observabilité des SED dans (max,+)


[Prou & Wagneur 97, Gazarik 97, Spacek 98]





Un système est dit observable si à partir de l’observation de ses sorties et de ses entrées sur un horizon de taille q fini � INCORPORER Equation.2  ���, nous pouvons déterminer l’état � INCORPORER Equation.2  ���du système. Pour un système linéaire conventionnel, il suffit de s’assurer que le rang du sous espace d’observabilité � INCORPORER Equation.2  ��� est égal à la dimension du système [Lafay 97].


Nous étendons ici la notion d’observabilité pour les systèmes (max,+). On considère dans ce chapitre :





Les conditions d’observabilité d’un vecteur de sortie� INCORPORER Equation.2  ���(sorties sur un horizon de taille q).


Le concept de faible observabilité en q étapes.


Le concept d’observabilité structurelle de ces systèmes à événements discrets.


La détermination de la taille de  l’horizon d’observation à partir du GET.





Supposons que l’on ait une séquence de sorties à partir de l’événement k, � INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ��� et les entrées � INCORPORER Equation.2  ��� = � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���. A partir des équations régissant le modèle, on obtient une équation linéaire liant � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���.





� INCORPORER Equation.2  ���





avec � INCORPORER Equation.2  ���.


Cette équation peut s’écrire � INCORPORER Equation.2  ��� ou encore � INCORPORER Equation.2  ��� avec � INCORPORER Equation.2  ���. On remarque par transposition que � INCORPORER Equation.2  ���, dite matrice d’observabilité, est une matrice représentant le sous-espace d’observabilité défini pour les systèmes classiques.








3.1 Observabilité de � INCORPORER Equation.2  ���





Définition 3.1 (Ensemble des sorties observables) Soit � INCORPORER Equation.2  ��� une séquence d’entrées, l’ensemble des sorties observables � INCORPORER Equation.2  ��� sur un horizon q est donné par :


� INCORPORER Equation.2  ���


Implicitement, � INCORPORER Equation.2  ��� est observable si � INCORPORER Equation.2  ���.





On peut à présent énoncer deux résultats sur l’observabilité d’une séquence de sorties � INCORPORER Equation.2  ��� provenant des articles de Gazarik et Prou.





Théorème 3.1 [Gazarik 97] Soient une séquence de sorties � INCORPORER Equation.2  ��� et une séquence d’entrées � INCORPORER Equation.2  ���, alors � INCORPORER Equation.2  ��� est observable � INCORPORER Equation.2  ��� si et seulement si � INCORPORER Equation.2  ���.





Preuve





Si � INCORPORER Equation.2  ��� alors � INCORPORER Equation.2  ���, c’est à dire � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���. On a � INCORPORER Equation.2  ��� avec la définition de la plus grande solution de � INCORPORER Equation.2  ���. Par isotonie de l’addition, on obtient � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi, � INCORPORER Equation.2  ��� puisque par hypothèse, � INCORPORER Equation.2  ���.


Si � INCORPORER Equation.2  ��� alors � INCORPORER Equation.2  ��� en prenant � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���n








Théorème 3.2 [Prou & Wagneur 97] Pour qu’une séquence de sorties � INCORPORER Equation.2  ��� soit observable, il est nécessaire que � INCORPORER Equation.2  ��� soit un point fixe de � INCORPORER Equation.2  ���.





Preuve





La preuve exhaustive se trouve dans l’article [Prou & Wagneur 97]. Les auteurs montrent dans un premier temps que � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi, � INCORPORER Equation.2  ��� et donc x est un ‚-vecteur propre de � INCORPORER Equation.2  ���. Ils montrent ensuite que � INCORPORER Equation.2  ���, c’est-à-dire que l’ensemble des Å-combinaisons linéaires des colonnes de A, i.e. � INCORPORER Equation.2  ��� est inclus dans l’ensemble des ‚-combinaisons linéaires de � INCORPORER Equation.2  ���, i.e. � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���. Par conséquent, l’équation � INCORPORER Equation.2  ��� n’a pas de solution.


Donc pour que l’équation � INCORPORER Equation.2  ��� ait une solution, il est nécessaire que � INCORPORER Equation.2  ���, en particulier � INCORPORER Equation.2  ��� doit vérifier � INCORPORER Equation.2  ���n





Cette condition nécessaire n’est pas suffisante du fait que � INCORPORER Equation.2  ��� n’implique pas � INCORPORER Equation.2  ���. D’ailleurs, comme le soulignent les auteurs, il serait intéressant de trouver une caractérisation des matrices A telle que pour tout x, � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���. Si tel est le cas pour la matrice � INCORPORER Equation.2  ���, alors la condition du théorème 3.2 devient suffisante.


3.2 Système faiblement Observable





Pour un système (max,+), déterminer l’état réel � INCORPORER Equation.2  ���n’est pas possible directement à partir des sorties et des entrées du système. En effet, si on considère l’équation � INCORPORER Equation.2  ���, et si � INCORPORER Equation.2  ��� alors � INCORPORER Equation.2  ���. Par contre, nous pouvons seulement déterminer � INCORPORER Equation.2  ���au plus tard qui aurait engendré la sortie � INCORPORER Equation.2  ���. 


Soit � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ��� l’état au plus tard d’un système à l’instant k, alors on a � INCORPORER Equation.2  ���. Par conséquent l’observation de � INCORPORER Equation.2  ��� sera finie si � INCORPORER Equation.2  ��� est fini. Il s’agit de la condition de faible observabilité définie par  Gazarik.





Définition 3.2 (faible observabilité) Un système est faiblement observable en q étapes si pour toute séquence de longueur q de sorties � INCORPORER Equation.2  ���, l’état au plus tard � INCORPORER Equation.2  ��� est fini (i.e. � INCORPORER Equation.2  ���) et peut être déduit de � INCORPORER Equation.2  ��� sur un horizon de taille q.





Exemple 3.1  Soient � INCORPORER Equation.2  ���=15 et � INCORPORER Equation.2  ��� alors le plus grand état satisfaisant� INCORPORER Equation.2  ��� sur un horizon 0 est� INCORPORER Equation.2  ��� qui n’est pas fini.





Le théorème suivant est une condition nécessaire et suffisante de faible observabilité. La notion d’asticité est introduite dans la première partie (§1.4).








Théorème 3.3 [Gazarik 97] Un système est faiblement observable en q étapes si et seulement si � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic.





Preuve


Si � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ���, c’est à dire, � INCORPORER Equation.2  ���. Donc, � INCORPORER Equation.2  ��� puisqu’on suppose les sorties observées finies, i.e. � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi � INCORPORER Equation.2  ��� =� INCORPORER Equation.2  ��� est fini, donc � INCORPORER Equation.2  ���=� INCORPORER Equation.2  ��� est fini. Donc � INCORPORER Equation.2  ���est calculé à partir d’une séquence de sorties observées et le système est faiblement observable.


Si le système est faiblement observable � INCORPORER Equation.2  ���est fini et � INCORPORER Equation.2  ���est calculé à partir d’une séquence de sorties observées � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���=� INCORPORER Equation.2  ��� est fini. Donc pour tout � INCORPORER Equation.2  ���= � INCORPORER Equation.2  ���. Or � INCORPORER Equation.2  ���, donc cela entraîne la colonne-asticité de � INCORPORER Equation.2  ���n





Le théorème 3.3 est important pour l’observabilité d’un système dans (max,+). C’est la transposition de la condition nécessaire et suffisante pour les systèmes linéaires conventionnels où il s’agit de déterminer si le sous-espace d’observabilité est de rang égal à celui du système. Ici ce sous espace est représenté par la matrice � INCORPORER Equation.2  ���. On remarque de plus que si le système est faiblement observable en q étapes, cela signifie que l’horizon d’observation, sur lequel on calcule l’état au plus tard � INCORPORER Equation.2  ���, doit être de taille q soit [k , k+q-1].





Soit n = dim (A). En transposant le théorème de Cayley-Hamilton [Olsder & Roos 88], on montre qu’en ajoutant des lignes à � INCORPORER Equation.2  ��� on ne change pas la colonne-asticité de la matrice O.








Théorème 3.4 [Gazarik 97] Si � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ��� ne sera pas colonne-astic pour � INCORPORER Equation.2  ���.





Preuve





Le théorème de Cayley-Hamilton  [Olsder & Roos 88] nous donne � INCORPORER Equation.2  ��� avec :


� INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ���.


Puisque � INCORPORER Equation.2  ��� sont scalaires, nous avons :


� INCORPORER Equation.2  ���


� INCORPORER Equation.2  ���


�Ainsi l’égalité du théorème de Cayley-Hamilton peut s’écrire � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ���� INCORPORER Equation.2  ���. D’après le théorème 6.1 (§1.4), si � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic c’est à dire, � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� ou encore � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Puisque � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic et � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Ce qui implique que � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Par conséquent,  � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic et par récurrence, � INCORPORER Equation.2  ��� ne sera pas colonne-astic pour � INCORPORER Equation.2  ���.





� INCORPORER Equation.2  ��� n








Pour un système donné nous étudierons donc l’asticité de la matrice � INCORPORER Equation.2  ���, propre à la nature du système, pour déterminer l’existence à chaque instant k d’un plus grand état � INCORPORER Equation.2  ��� (état au plus tard) fini et donné par � INCORPORER Equation.2  ���. Si pour � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic, alors le système est dit « faiblement observable en q étapes ». Si � INCORPORER Equation.2  ��� n’est pas colonne-astic alors le système n’est pas faiblement observable.





3.3 Observabilité structurelle





Définition 3.3 : [Baccelli et Al 92, §6.6.2] Un graphe d’événements est structurellement observable si, depuis toutes les transitions internes, il existe un chemin vers une transition de sortie.





On remarque ici que la définition de l’observabilité structurelle est analogue au principe de co-atteignabilité vu dans la théorie des graphes (théorie des Automates par exemple). D’ailleurs, la commandabilité structurelle (ou atteignabilité) est dualement définie comme suit : 





Définition 3.4 : [Baccelli et Al 92, §6.6.2] Un graphe d’événements est structurellement commandable si toutes les transitions internes sont atteignables par un chemin depuis au moins une transition d’entrée. 





Proposition 3.1 : Dans un graphe, il existe un chemin d’une transition xj  vers xi  si et seulement si � INCORPORER Equation.2  ��� avec dim (A) = n. (voir [Loiseau 97])





Nous pouvons alors faire la relation entre un système structurellement observable et la matrice d’observabilité On de ce système.





Proposition 3.2 : Un système est structurellement observable si et seulement si � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic, avec dim (A) = n.





Preuve





Si le système est structurellement observable alors il existe un chemin depuis toutes transitions vers au moins une transition de sortie. C’est à dire, d’après le théorème précédent, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���. Or � INCORPORER Equation.2  ��� et on peut conclure, avec la définition 8.1 (§1.4)  que � INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic. 


L’implication inverse est alors immédiate n








Graphes dans les dateurs





Dans les dateurs, on peut toujours décrire un système par un système d’équations (Markoviennes),


� INCORPORER Equation.2  ���





Ces équations permettent de calculer � INCORPORER Equation.2  ��� plus facilement et sont issues du graphe d’événements temporisés où, entre chaque transition consécutive, chaque place contient au plus un jeton (graphe Markovien). 








3.4 Détermination du nombre d’étapes nécessaire au calcul de l’état au plus tard à partir du GET Markovien.





Nous avons vu que le système doit être faiblement observable en q étapes pour permettre le calcul de z (z fini). Une condition nécessaire et suffisante est que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic (théorème 3.3). On notera q le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, c’est à dire le nombre minimum d’observations pour reconstruire z. On se propose d’établir ici l’entier q en analysant la structure du graphe.





Le théorème 3.4 nous assure que si q existe, alors � INCORPORER Equation.2  ��� avec n la dimension de A et A définie avec les équations aux dateurs suivantes :





� INCORPORER Equation.2  ���





On notera � INCORPORER Equation.2  ���l’ensemble des transitions avals aux transitions i et G (resp. Gih) l’ensemble des chemins de u (resp. chaque transition i) vers y (resp. yh).





Définition 3.5 (Nombre caractéristique) [Boimond & Al 96] : Pour h de 1 à m, on note � INCORPORER Equation.2  ��� la hième ligne de la matrice C. Le nombre caractéristique de la sortie � INCORPORER Equation.2  ��� est le plus petit entier � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���.





Remarque 3.1 [Menguy 97 §3.2]: Dans le cas où le système est SISO, si � INCORPORER Equation.2  ���, on note n(c) le nombre de jetons de ce chemin. On a alors � INCORPORER Equation.2  ���. Donc, le chemin de u à y qui a le minimum de jetons, possède d jetons.





A partir de ce nombre caractéristique, nous allons déterminer q pour les systèmes à une sortie, puis généraliser pour les systèmes MIMO.





3.4.1 Systèmes à une sortie





Définition 3.6 (nombre caractéristique d’observation  SO (single output)) On définit le nombre caractéristique d’observation SO par : � INCORPORER Equation.2  ��� � INCORPORER Equation.2  ���. 





Proposition 3.3 : Si pour chaque transition i on considère � INCORPORER Equation.2  ��� alors � INCORPORER Equation.2  ���.





Preuve





Un GET Markovien est régi par l’équation � INCORPORER Equation.2  ��� et donc par � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi l’élément � INCORPORER Equation.2  ��� de la matrice d’observabilité � INCORPORER Equation.2  ��� désigne le temps total du chemin de longueur j allant de la transition i vers la sortie y. Donc � INCORPORER Equation.2  ���est la longueur minimale du chemin allant de la transition i vers la sortie y, donc égal à � INCORPORER Equation.2  ���n





Proposition 3.4 : Si q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ���.








Preuve





Si q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi, il existe un plus petit entier � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���. Donc pour chaque transition i, ki appartient à l’ensemble des � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� puisque q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic. La proposition 3.3 nous donne � INCORPORER Equation.2  ���donc � INCORPORER Equation.2  ���n








Exemple 3.1 : Deux chemins partent de chacune des 2 transitions x1 et x2 avec chacun un nombre de jetons. Le nombre caractéristique d’observation SO est égal à 7 puisque 7 événements sont suffisants pour reconstruire x1 et x2.





� INCORPORER Designer  ���





Pour les systèmes à une seule sortie, nous avons donc une méthode pour déterminer l’horizon d’observation donné par la définition 3.1.








3.4.2 Systèmes à plusieurs sorties





Définition 3.7 (nombre caractéristique d’observation  MO (multiple output)) On définit le nombre caractéristique d’observation MO par : � INCORPORER Equation.2  ���.





Proposition 3.5 : Si q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ���.








Preuve


Si q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic alors � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi, il existe un plus petit entier � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ���. Donc pour chaque transition i, ki appartient à l’ensemble des � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� puisque q est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic. Par analogie avec la proposition 3.3, � INCORPORER Equation.2  ���donc � INCORPORER Equation.2  ���n





Exemple 3.2 : Le graphe suivant comporte plusieurs sorties. Le nombre caractéristique d’observation MO est égal à 3.





� INCORPORER Designer  ���








3.5 Exemples





A partir du GET initial, on détermine le GET correspondant aux équations dans les dateurs, ou GET Markovien. On détermine la matrice d’observabilité O à partir de ce GET.





3.5.1 Exemple avec une sortie





�
� INCORPORER Designer  ���


� INCORPORER Designer  ����



� INCORPORER Equation.2  ���





A partir de la matrice O, on a :





� INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic, donc le système est structurellement observable (théorème 3.6).


Ici, q = 3 est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic. Donc le système est faiblement observable en 3 étapes (théorème 3.3).





A partir du GET, on a :





Ces GET sont structurellement observables puisque depuis chaque transition, il existe un chemin vers au moins une sortie (définition 3.3).


En considérant la proposition 3.4, on note sur le graphe que � INCORPORER Equation.2  ���= 2 car � INCORPORER Equation.2  ���. Ainsi � INCORPORER Equation.2  ���.





3.5.2  Exemple avec deux sorties





�
� INCORPORER Designer  ���


� INCORPORER Equation.2  ����
A partir de la matrice O, on a :





� INCORPORER Equation.2  ��� est colonne-astic, donc le système est structurellement observable (théorème 3.6).


Ici, q = 2 est le plus petit entier tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit colonne-astic. Donc le système est faiblement observable en 2 étapes (théorème 3.3).





A partir du GET, on a :





Ce GET est structurellement observable puisque depuis chaque transition, il existe un chemin vers au moins une sortie (définition 3.3).


En considérant la proposition 3.5, on note sur le graphe que  � INCORPORER Equation.2  ���. Donc � INCORPORER Equation.2  ���= 1 et � INCORPORER Equation.2  ���.





Conclusion





Dans ce chapitre, nous avons vu deux approches équivalentes pour établir si un système est observable. La première repose sur l’analyse algébrique du modèle qui conduit à considérer les conditions de faible observabilité. La seconde repose sur l’analyse structurelle du GET qui conduit à considérer les conditions d’observabilité structurelle. Quelle que soit l’approche, nous avons présenté le moyen d’obtenir la taille de l’horizon minimum d’observation. Les différents concepts abordés dans ce chapitre permettent d’introduire la reconstruction d’état d’un SED dans max,+, qui est l’objet du prochain chapitre.


�Observabilité des SED dans (max,+)





�PAGE  �








�PAGE  �24�


		








k











