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Résumé

Ce mémaoire a pour vocation de prouver aux membres du jury ma capacité a diriger des recherches. Il est
organisé de la maniéere suivante :

La premiére partie regroupe mon curriculum vitae, et une liste de publications.

Le chapitre2 est une présentation générale d’'une partie des travaux que j'ai initié au cours de la derniére
décennie. Dans un souci de cohérence d’ensemble je n’'ai présenté que les travaux relatifs a la commande
de systémes (max,+) linéaires. lls constituent le dénominateur commun aux trois théses que j'ai enca-
drées. Ce chapitre inclut quelques nouveautés a I'attention du lecteur averti, notamment la synthése d’'un
observateur d’état est introduite pour la premiere fois ici. Il se termine sur la présentation de quelques
perspectives de recherche. La troisiéeme partie regroupe quelques publications qui permettront au lecteur
de retrouver les preuves des résultats énoncés dans le second chapitre.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioides, robustesse, commande en présence de perturba-
tions, algébrerhax,+), analyse par intervalles, juste a temps
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Notations

B[, 0] : dioide des séries formelles eret a exposants dari et a coefficients booléens.
M2, 0] : quotient du dioidé[v, 5] par la relation d’équivalence :

VA,BE€B[1,0] , A=B < 7*(67)"A=~*(6"1)"B.

M [, 6] : dioide des élément causaux.4¢ie [, d].

ImII : image de I'applicatiodl : S — 7, ImIl = {II(s) | s € S}.

II, 4 : restriction de I'applicatiodl au domaineA.

Il : restriction de I'applicatiodl au codomaine3 (avecimll C B).

B4 : restriction de I'application] au domained et au codomainé (avecll(4) C B).
IT* : application résiduée de I'applicatidn: S — 7, II*(t) = Sup {s € S | TI(s) < t}.
L, : produit & gauche par, L,(z) = a ® z.

R, : produit a droite pat, R,(z) = z ® a.

L% : résidué de I'applicatiod,,.

RY, : résidué de 'applicatiom®,, .

akb : notation utilisée pour représentbi(b).

b¢a : notation utilisée pour représentﬂﬁ(b).

S : application étoile de Kleene définie sur un dioide comglét,) = z* = @ .
>0

P : application "plus” dérivée de I'étoile de Kleen@(r) = 2z = z ® 2* = @ =°.
i>1

I : injection canonique d'un sous-ensembldeD, I : C — D.

Prc : application résiduée de l'injection canonigieg : D — C.

I(D) : dioide d'intervalles.

V* : plus grand idéal principall-invariant inclus dans un idéal principfl

V : plus grand idéal principdld @ BF)-invariant inclus dans un idéal principfl
V. plus grand idéal principdlA & BFC)-invariant inclus dans un idéal principil

Vii






Introduction

Ce mémoire présente une partie des travaux de recherche effectués depuis ma thése et a pour vocation
de prouver aux membres du jury ma capacité a diriger des recherches.

La trame choisie repose sur une théorie du contréle de systémes (max,+) linéaires. Il s'agit du fil
conducteur des 3 théses que j'ai encadrée. Ce travail s'inscrit dans le prolongement des travaux initiés
par I'équipe (max,+) de I'INRIA. Depuis prés de 20 ans, elle a développé une théorie de modélisation
et de commande de ces systemes, a I'image de la théorie du contrdle des systemes linéaires dans I'al-
gébre classique. Ma contribution s’inscrit dans cette démarche, puisque j'ai revisité quelques problémes
standards de l'automatique classique.

Par souci de cohérence je tairai un certain nombre de themes abordés au cours des dix derniéres
années. Ces travaux réalisés pour la plupart en collaboration avec des collégues sont listés ci-dessous :

- Lidentification de systemes (max,+) linéaires, théme abordé avec Jean-Louis Boimond (Univer-
sité d’Angers)/Boimond et al., 199Fet Rafael Santos MendeBllfia et al., 2003p(Université de
Campinas - Brésil ).

- Le contrdle acoustique actif, théme abordé avec Janick Laumonier (Université de Poi-
tiers) [Laumonier et al., 1996 et Philippe Micheau (Université de Sherbrooke - Canada)
[Micheau et al., 1996

- L'utilisation des techniques de propagation de contraintes lors de la synthese de commande pour
les systémes non linéaires avec Luc Jaulin (Université d’Angéasiih et al., 2004

Le document est structuré de la maniére suivante. Le premier chapitre présente mon curriculum
vitae. Le chapitre propose un survol des travaux déja publiés par ailleurs, afin d'intéresser le lecteur
averti nous introduisons, pour la premiére fois ici, la synthése d’'un observateur d’état. La troisieme
partie du document regroupe trois publications qui permettront au lecteur intéressé de retrouver les
preuves des résultats fournis de maniére informelle dans le chapitre

La premiére publicationCottenceau et al., 20DP1ut rédigée a I'issue de la thése de B. Cottenceau
[Cottenceau, 1999Le résultat principal peut s’énoncer de la maniére suivante : le probléme de synthése
de correcteurs de type retour de sortie dans un objectif de poursuite de modéle admet une solution
optimale (au sens de I'ordre engendré par la structure algébrique considérée), si le modéle de référence
appartient a un ensemble donné (c.-a-d. que I'on restreint le choix du modéle de référence).
Il s’agit d’'une généralisation des travaux publiés ddBetfenceau et al., 19P9qui, a notre connais-
sance, furent les premiers a présenter la synthése de correcteurs de type retour de sortie pour ces systemes

La seconde publicatiorMaia et al., 2003pfut rédigée a l'issue de la thése de Carlos Andrey
Maia |[Maia, 2003. Cet article montre que I'utilisation d'un pré-compensateur associé a un correcteur
de type retour de sortie permet de lever la restriction sur le choix du modéle de référence. Dans la
communicationlLlhommeau et al., 2004hil est de plus montré que cette stratégie de contrdle est plus
performante et plus robuste que celle utilisant un simple correcteur de type retour de sortie.

La troisieme publicationUhommeau et al., 20044ut rédigée dans le cadre de la thése de Mehdi
Lhommeau [Lhommeau, 20(]3 Le résultat principal montre qu’il est possible de modéliser des



2 Introduction

systemes incertains dans un demi-anneau idempotent d’intervalles, et d’aborder le probléme de synthése
de correcteurs robustes de maniére analogue a ce que permet I'analyse par intervalles pour les systemes
linéaires classiques (voidaulin et al., 200]).



CHAPITRE 1

1.1

1.2

Curriculum Vitae

Etat Civil

HARDOUIN Laurent

Né le 15 décembre 1967 a Beaufort (49)

Francais, 2 enfants

Institut des Sciences et Techniques de I'lngénieur d’Angers (1.S.T.L.A.)
Laboratoire d’'Ingénierie des Systémes Automatisés (L.I.S.A.), FRE 2656 CNRS - Université
d’Angers

62, avenue Notre Dame du Lac

49000 Angers

Tel : 02.41.22.65.64

Fax:02.41.22.65.60

Adresse électroniquelaurent.hardouin@istia.univ-angers.fr

Page web www.istia.univ-angers.fr/~hardouin/

Titres Universitaires

D.E.A. Acoustique (Poitiers 1990, mention Bien, classé 2éme).

Doctorat de I'Université de Poitiers, 1993, Spécialité Acoustique, mention Trés Honorable avec
les Félicitations du Jury.

Jury : J.P. Guilhot (rapporteur), B. Nayrolles (rapporteur), J.C. Trigeassou, J. Laumonier, J. Tarta-
rin, J.L. Peube (directeur).

Titre du mémoire Une méthode originale de contréle actif des bruits d’écoulements pulsés :
Etude d’'un actionneur, modélisation et commande adaptative du system&uite a mon doc-

torat il m'a été décerné le prix de Thése (1993) de I'Université de Poitiers pour le secteur des
Sciences Pour I'Ingénieur.

1.3 Activités Pédagogiques

Depuis Septembre 1994, je suis Maitre de Conférences (61°section) a I'Institut des Sciences et Tech-
nigues de I'lngénieur d’Angers (.S.T.ILA.). Il s’agit d’'un établissement de l'université d’Angers qui
regroupe un Institut Universitaire Professionnalisé (1.U.P.) et des DESS, je suis rattaché au département
Automatisation et Informatisation.

Enseignements en 2nd et 3éme cycle : Automatique des systémes linéaires échantillonnés, Réseaux in-
dustriels, Réseaux Informatiques, Automatismes industriels, Supervision Industrielle, Electronique, Gé-
nie Informatique...
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1.4 Activités Administratives

1994 - 2002 :Responsable logistiguedu département Automatisation/Informatisation de I'l.S.T.l.A.
Linstitut a été créé en 1993, cette activité a consisté a équiper progressivement 5 salles de tra-
vaux pratiques d’automatique, d’informatique et d’automatismes industriels (Vaip:7/
www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/projets-iaie-auto.htmi ).

1994 - 1996 :Responsable des études du DES&utomatique des Systemes Complexes (ASC), 24
étudiants.

1996 - 2000 : Responsable des étudede I'option Automatique du DESS Ingénierie Automatique et
Informatique d’Entreprise (IAIE), 20 étudiants dans I'option.

2000-2004 :Responsable du DESSngénierie Automatique et Informatique d’Entreprise (40 étu-
diants) et responsable pédagogique de I'option automatique
(voir http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/master2iaie.
html ).

2003 - .. : Responsable du départemenAutomatisation/Informatisation de I'lSTIA. Ce département
regroupe une Licence professionnelle "Automatisation et Informatisation pour la Tragabilité des
Systémes de Production" (AITSP) (20 étudiants), I'option "Méthodes et Moyens de I’Automatisa-
tion et de I'Informatisation" (M2Al) de I'lUP (48 étudiants en IUP2 (licence) et 48 étudiants en
IUP3 (maitrise)), le DESS "Ingénierie Automatique et Informatique d’Entreprise” (40 étudiants)
(voir http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation ).

1.5 Activités de Recherche

Ma thése a été préparée au Laboratoire d’Etudes Aérodynamique de Poitiers (LEA UMR CNRS
6609). Jusqu’en 1998, j'ai entretenu une collaboration avec J. Laumonier, Y. Gervais (LEA de Poitiers)
et P. Micheau (Université de Sherbrooke, Canada).

Depuis 1994, je suis rattaché au Laboratoire d’'Ingénierie des Systémes Automatisés (L.I.S.A. res-
ponsable J.L. Ferrier). Dans le cadre de ce laboratoire, je m’intéresse a I'étude des Systémes a Evéne-
ments Discrets (SED) au travers des algébres de type (max,+) et (min,+). Depuis 1997, je recois la prime
d’encadrement doctoral.

1.5.1 Travaux de thése

Ma contribution a porté sur I'étude et le développement d’un systeme utilisant une vanne mobile pour
atténuer activement des bruits d’écoulements pulsés (Brevet CNRS BF 9208362, application a I'échap-
pement de moteur). Mon intervention peut se résumer en deux points :

Une modélisation du systeme : elle fait apparaitre la véritable influence de la vanne oscillant en écoule-
ment. |l s’agit en fait d’'un transducteur acoustique non linéaire (voir publications (R1,R3,R5)).

Application du systeme actif : pour cela j'ai imaginé un actionneur électrique original (Brevet CNRS

BF 9207899, et TO) permettant d’entrainer la vanne, puis étudié et implanté, dans un micro-processeur
de traitement du signal, des stratégies de commande adaptative permettant de calculer le mouvement
assurant I'atténuation de la nuisance acoustique (R1,R2,N1,R4).


http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/projets-iaie-auto.html�
http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/projets-iaie-auto.html�
http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/master2iaie.html�
http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation/master2iaie.html�
http://www.istia.univ-angers.fr/Automatisation
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1.5.2 Axes de recherche développés depuis 1994

Les principaux résultats obtenus concernent I'élaboration d’'une théorie de la commande des
systemes (max,+) linéaires. L'algébre (max,+) permet de modéliser sous forme d’équations dynamiques
linéaires, des systémes caractérisés par des phénomeénes de synchronisation et de retard (par exemple
les ateliers d’assemblage, les systémes de transport ou les réseaux informatiques). A partir de la
connaissance de ces modéles, on élabore des lois de commande permettant de gérer "au mieux" le
fonctionnement de ces systemes (minimisation des encours en production, minimisation des temps
d’attente pour les systémes de transport, optimisation de I'occupation de médium pour les réseaux, ...).
Ces travaux se situent dans la continuité de ceux initiés par I'équipe (max,+) de I'INRIA Rocquencourt
(composée entre autres de Guy Cohen, Stéphane Gaubert, Jean-Pierre Quadrat). Cette partie a conduit a
la soutenance de 3 theses (T1, T2, T3).

Un autre axe concerne l'identification de ces systemes, ce travail fut initié en 1995 en collaboration
avec Jean-Louis Boimond. Il a donné lieu a I'encadrement de DEA (D3, D7), et aux publications (110,
17, 14). Une amélioration des algorithmes est proposée dans la thése (T2), et la publication (124).

L'analyse par intervalle dans le cadre des demi-anneaux idempotents constitue un autre axe de
recherche. La thése (T3) et les publications (R18, 123) présentent la construction d’un dioide d'inter-
valles, son utilisation pour la modélisation de systemes incertains et la synthése de contréleurs robustes.
Un autre objectif plus large est d'utiliser des solveurs ensemblistes dans le contexte de systémes a
événements discrets. Ce travail réalisé en collaboration avec Luc Jaulin a donné lieu aux publications
(R8, R16).

Depuis le DEA de B. Gruet (D2), une librairie permettant la manipulation de séries rationnelles est
développée ed' + +. Certains algorithmes proviennent de la thése de Stéphane Gaubert, d’autres se
retrouvent dans (D2, D8). Une interface avec Scilab (développée par M. Lhommeau, voit T3) la rend
complémentaire de la contribution de I'équipe (max,+) de I'INRI¥E®://www.maxplus.org ).

De 1994 a 1998, I'étude de systémes de contrdle actif de nuisance sonore a fait I'objet d’'une
collaboration avec J. laumonier du L.E.A. de Poitiers (UMR CNRS 6609). Elle a donné lieu aux DEA
(D1, D4, D6) et aux publications (R5, N1).

1.5.3 Activités contractuelles

Dans le cadre du contrat état région (projet CIM-Angers, 1997-1999), un logiciel d’évaluation de
performances spécifique pour les métiers de l'insertion de composants a été développé en partenariat
avec I'entreprise Motorola - Angers. Le moteur de simulation repose sur I'algébre (max,+), I'interface a
été réalisée en collaboration avec F. Bescher (ingénieur contractuel). Ce logiciel est notamment présenté
dans (115,117).

A lademande de I'entreprise Recticel-Bulltex, S. Lagrange a, dans le cadre de son DEA (D9), modé-
lisé et simulé leur atelier de fabrication. Ce travail a fait ressortir I'intérét de la prise en compte d’entrées
non maitrisables (perturbations) lors de la synthése de loi de commande.


http://www.maxplus.org�
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1.5.4 Animation de la recherche

Organisation d’'une session invitéeautour de la commande de systémes (max,+) au congrés POSTA
en 09/2003 a Rome (Participants : S. Gaubert (INRIA-Rocquencourt), P. Thiran (EPFL-Suisse),
R. Santos-Mendes (Campinas-Brésil), S. Lahaye (LISA-Angers), L. Truffet (IRCCyN-Nantes)).

Participation au groupe de recherches
GDR/PRC Algeébres tropicales (pour plus d'informations vittp://maxplus.org ).
GDR MACS, Modélisation, Analyse et Conduite de Systéemes dynamiques.

Membre de comités d’organisation
37éme congres E.E.A. (Angers, mai 1997).
Collogue Automatique, Génie informatique, Image et Signal (AGIS), Angers, décembre 1997.

Accueil de professeurs invités :

Alessandro Giua de l'université de Cagliari (2 mois en juin-juillet 2000)

Accueil de Ricardo Luders (université de Curitiba-Brésil, 15 jours en 2002).

Accueil de Rafael Santos-Mendes (université de Campinas-Brésil, 1 mois en 2003).

Accueil de Carlos Maia (université de Minas Gerais - Belo Horizonte - Brésil, 1 mois en 2004 ).

Partenariat avec l'université de Campinas-Brésil (accord CAPES). Cette collaboration a donné lieu a
une thése en Co-tutelle (T2) et aux publications (121, 124, 125, R17), ainsi qu'a des échanges de
chercheurs entre les 2 universités.

Evaluation d’articles
Journal of Discrete Event Dynamic System.
Journal IEEE Transactions on Automatic Control.
Revue TSI (Technique et Science Informatiques).
Congrés IFAC Symposium on System Structure and Control, Prague 2001.

1.5.5 Activités Administratives

Membre de la commission de spécialistes 61éme section de I'université de Poitiers (1998-2002).
Membre de la commission de spécialistes 61éme section de I'université d’Angers (1998-2002).
Membre de la commission de spécialistes 60-61-62-63éme section de 'université d’Angers (2002-
2004).

1.6 Theses encadrées

[T1] Bertrand Cottenceaua soutenu sa thése en Décembre 1999. L'intitulé de sa thése est "Contribu-
tion a la commande de systéme a événements discrets : Synthése de correcteurs pour les graphes


http://maxplus.org�
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d’événements temporisés”, rapporteurs G. Cohen et C. Commault. Elle a donné lieu aux publica-
tions (R13, R12, R7, 118, 116). Cette thése pose les bases de la synthése de correcteurs de type
retour de sortie pour les systémes (max,+) linéaires. Le principe s’apparente aux méthodes de
poursuite de modéle a I'aide de correcteurs. Il est montré que pour une certaine classe de modéle
de référence il est possible d’obtenir des correcteurs de type retour de sortie ou de type retour
d’état optimaux au sens de l'ordre de la structure algébrique considérée, concrétement au sens
d’'un critére de juste-a-temps. B. Cottenceau est aujourd’hui maitre de conférences a I'université
d’Angers.

[T2] Carlos Andrey Maia a soutenu sa thése en Juillet 2003. L'intitulé de sa thése est "Identification et

commande de systemes a événements discrets dans I'algébre (max,+)".

Il s’agissait d’'un encadrement en co-tutelle avec le Professeur Rafael Santos-Mendes de l'univer-
sité de Campinas au Brésil.

Les rapporteurs étaient J.E.R. Cury et J.-J. Loiseau. Elle a donné lieu aux publications
(R17,121,124). La contribution majeure de cette thése repose sur une généralisation de la synthése
de correcteurs proposée dans la thése de B. Cottenceau. Une nouvelle stratégie de contréle utilisant
un pré-compensateur et un correcteur de type retour de sortie permet d’atteindre une commande
plus performante et plus robuste que celle obtenue en utilisant simplement le retour de sortie (voir
125 pour une comparaison) et surtout leve la restriction qui subsistait sur le choix du modéle de
référence. Une seconde contribution vise a améliorer les algorithmes d’identification des systémes
(max,+) linéaires que j'avais proposés en collaboration avec J.L. Boimond. C.A. Maia est aujour-
d’hui professeur associé a l'université fédérale de Minas Gerais, & Belo Horizonte au Brésil. Nous
poursuivons notre collaboration (il a été accueilli durant 1 mois a Angers en 2004).

[T3] Mehdi Lhommeau a soutenu en Décembre 2003. Lintitulé de sa thése est "Etude de systémes a

1.7

événements discrets dans l'algébre (max,+):

1. Synthése de correcteurs robustes dans un dioide d’intervalles,

2. Synthése de correcteurs en présence de perturbations".

Rapporteurs G. Cohen et J.-J. Loiseau. Elle a donné lieu aux publications (R18, 125, 123, 122, 120,
119).

Comme le souligne le titre de la thése, deux contributions se détachent de ce travalil :

- L'apparition d'un dioide d'intervalles permettant de modéliser les systemes (max,+) linéaires in-
certains (grossierement des graphes d’événements temporisés dont les temporisations et le nombre
de jetons dans les circuits appartiennent a des intervalles), et notamment de traiter le probléme de
synthése de correcteurs robustes.

- La caractérisation de sous ensembles invariants et la caractérisation de correcteurs optimaux pré-
servant cette caractéristique. Cela permet de transposer le probleme du rejet de perturbation de
I'automatique classique aux systémes (max,+) linéaires.

DEA encadrés

[D1] X. Chiron, 1994,

D.E.A. Acoustique de 'université de Poitiers Laboratoire d’Etudes Aérodynamiques de Poitiers,
URA CNRS 191

Intitulé : Modélisation des résonateurs par la méthode des matrices de transferts. Application aux
circuits d’échappements basses fréquences et introduction aux résonateurs adaptés.
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[D2]

[D3]

B. Gruet, 1995,

D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes et université de
Nantes,

Laboratoire d’Ingénierie des Systemes Automatisés d’Angers.

Structure de commande en boucle fermée des systémes a événements discrets.

B. Cottenceau, 1996,

D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes et université de
Nantes,

Laboratoire d'Ingénierie des Systémes Automatisés d’Angers.

Intitulé : Commande de systemes a événements discrets dans I'algébre (min,+).

[D4] Y. Piaugeard, 1996,

[D3]

[D6]

[D7]

[D8]

[D9]

D.E.A. Acoustique de l'université de Poitiers,

Laboratoire d’Etudes Aérodynamiques de Poitiers, URA CNRS 191.

Intitulé : Etude d’un systéme de contrdle actif des ondes basses fréquences a I'aide d’'un résonateur
d’'Helmholtz.

D. Castandet , 1997(Co-Encadrement avec Jean-Louis Boimond)

D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes et université de
Nantes,

Laboratoire d’Ingénierie des Systemes Automatisés d’Angers.

Intitulé : Identification de systémes a événements discrets dans 'algébre (max,+).

E. Tuloup, 1997,

D.E.A. Acoustique de l'université de Poitiers,

Laboratoire d’Etudes Aérodynamiques de Poitiers, UMR CNRS 6609.

Intitulé : Mise en place de commande adaptative pour la commande de résonateurs a col variable.

D. Rat, 1998,

D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes et université de
Nantes,

Laboratoire d'Ingénierie des Systémes Automatisés d’Angers.

Intitulé : Contribution a la Génération d’'indicateurs de défauts dans I'algebre (max,+) .

M. Lhommeau, 2000,

D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes, université de Nantes,
Ecole des Mines de Nantes, université d’Angers,

Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Automatisés d’Angers.

Intitulé : Sur I'analyse de la robustesse de correcteurs dans les dioides.

S. Lagrange(50 % Co-Encadrement avec Bertrand CottenceziQ2
D.E.A. Automatique et Informatique Appliquée de I'Ecole Centrale de Nantes, université de Nantes,
Ecole des Mines de Nantes, université d’Angers,
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Laboratoire d'Ingénierie des Systémes Automatisés d’Angers.

Intitulé : Sur le probléme du rejet de perturbations dans les dioides, application & une ligne de
fabrication de sommiers (en collaboration avec le site de production Recticel/Bultex de Noyen sur
Sarthe).

1.8 Liste de Publications

Articles dans des revues avec comité de lecture

[R18] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B. and Jaulin L.
Interval Analysis and Dioid : Application to Robust Controller Design for Timed Event Graphs,
Accepted in Automatica.

[R17] Maia C.A., Hardouin L., Santos-Mendes R., Cottenceau B.
Optimal Closed-Loop Control of Timed Event Graphs in Dioid,
IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 48 , Issue 12 , Dec. 2003, 2284 - 2287.

[R16] L. Jaulin L., Ratschan S., Hardouin L.
Set Computation for Nonlinear Control,
Reliable Computing (2004), Vol. 10, pp. 1-26.

[R15] Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.
Linear Periodic Systems over Dioids,
Discrete Event Dynamic Systems: Theory and Applications, Kluwer Academic Publishers, vol. 14
(2004), pp. 133-152.

[R14] Lahaye S., Hardouin L., Boimond J.-L.
Models Combination in (max,+) Algebra for the Implementation of a Simulation and Analysis
Software,
In Kybernetica, Vol. 39 (2003), n. 2, pp. 143-154.

[R13] Cottenceau B., Hardouin L., Boimond J.-L.

On Timed Event Graphs Stabilization by Output Feedback in Dioid,
In Kybernetica, Vol. 39 (2003), n. 2, pp 165-176.

[R12] Cottenceau B., Hardouin L., Boimond J.-L.
Model Reference Control for Timed Event Graphs in Dioids,
Automatica, 37, 1451-1458, August 2001 .

[R11] Menguy E., Boimond J.-L, Hardouin L.
A First Step towards Adaptive Control for Linear Systems in Max Algebra,
Journal of Discrete Event Dynamic Systems, vol. 10, no. 4, pp. 347-367, October 2000.
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[R10] Menguy E., Boimond J.-L, Hardouin L.

[R9]

Just in Time Control of Linear System in Dioid: Cases of an Update of Reference Input and Un-
controllable Input,
IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 45, no. 11, pp. 2155-2159, November 2000.

Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.

Timed Event Graphs with Variable Resources: Asymptotic Behavior, Representation in (min,+)
Algebra.

JESA, vol. 33, no. 8-9/1999, pp. 1015-1032.

[R8] Jaulin L, Boimond J.-L., Hardouin L.

[R7]

[RE6]

[R3]

[R4]

[R3]

[R2]

[R1]

Estimation of Discrete Event Systems Using Interval Computation,
Reliable Computing Journal, 5: 165-173, 1999.

Cottenceau B., Hardouin L., Boimond J.-L., Ferrier J.-L.
Synthesis of Greatest Linear Feedback for Timed Event Graphs in Dioid,
IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 44, no. 6, pp. 1258-1262, June 1999.

Hardouin L., Menguy E., Boimond J.-L., Ferrier J.-L.
S.1.S.0. Discrete Event Systems Control in Dioid Algebra,
1997, Journal Européen des Systémes Automatisés, vol. 31, p. 433-452.

Laumonier J., Hardouin L., Jean P.
An Active Anechoic Termination for Low Frequencies with Mean Flow,
1996, Acustica, vol. 83, p. 25-34.

Micheau P., Coirault P., Hardouin L., Tartarin J.
Adaptive Rejection of the Preponderant Harmonic of a Pulsed Flow,
1996, IEEE, Transactions on Control Systems Technology, Vol. 4, n° 4, p. 452-459.

Hardouin L., Micheau P., Tartarin J., Laumonier J.

Modélisation et Développement d’un Dispositif de Contrdle Actif de Débits Pulsés,

1995, Participation a I'ouvrage collectif , Active Control in Mechanical Engineering, chapitre 2.
Active noise control, Ed. Hermes, coordonateur L. Jézéquel, 448 p.

Micheau P., Coirault P., Hardouin L., Tartarin J.

Réjection Adaptative de I'Harmonique Prépondérant d’un Ecoulement Pulsé,

1993, Revue d’Automatique et de Productique Appliquées (R.A.P.A.) Ed. Hermes, Vol.6, p. 385-
400.

Hardouin L., Micheau P., Tartarin J., Laumonier J.
An Anti Pulsatory Device Used as Active Noise Control System in a Duct,
1993, Acta Acustica, Vol.1, n° 5-6, p. 189-198.
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Publications dans des congrés internationaux

[125]

[124]

[123]

[122]

[121]

[120]

[119]

[118]

[117]

[116]

Lhommeau M., Hardouin L., Maia C.A., Santos Mendes R.
Control and Robustness Analysis for (max,+) Linear Systems,
International Worshop on Discrete Event Systems, WODES 2004, Reims.

Maia C.A., Santos-Mendes R., Hardouin L.
Some Results on Identification of Timed Event Graphs in Dioid,
IEEE med’ 2003, Rhodes, June 2003.

Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., Jaulin L.
Robust Controller Design for Timed Event Graphs in Dioid,
Emerging Technologies and Factory Automation (ETFA'2003) Lisbon, Portugal, Sept. 2003.

Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B.
Optimal Control for (max,+)-linear Systems in the Presence of Disturbances,
International Symposium on Positive Systems, POSTA, August 2003, Roma.

Maia C.A., Hardouin L., Santos-Mendes R.
Optimal Closed-Loop Control of Timed Event Graphs in Dioids,
International WorkShop on Max,+ Algebra, July 2003 Birmingham.

Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., Maia C.A.
Robustness Analysis of Control Laws for (max,+)-linear Systems,
International WorkShop on Max,+ Algebra, July 2003 Birmingham.

M. Lhommeau, L. Hardouin et B. Cottenceau
Disturbance Decoupling of Timed Event Graphs by Output Feedback Controller,
Workshop On Discrete Event Systems (WODES’ 2002) Saragosse, Espagne, Octobre 2002.

Cottenceau B., Hardouin L., Boimond J.L

On Timed Event Graph Stabilization by Output Feedback in Dioid,

2001, Max-plus Workshop, Prague, 27-29 August 2001, IFAC Symposium on System Structure
and Control.

Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L. Cottenceau B.

Models Combination in (max,+) Algebra for the Implementation of a Simulation and Analysis
Software

2001, Max-plus Workshop, Prague, 27-29 August 2001, IFAC Symposium on System Structure
and Control.

Boimond J.-L., Lahaye S., Cottenceau B., Hardouin L.
On Discrete Event Systems in Dioids: Identification, Control, Extension of Timed Event Graphs,
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[115]

[114]

[113]

[112]

[111]

[110]

2000, IAR’2000, 15th IAR Annual Meeting, pp. 1-7, Nancy, France.

Ferrier J.-L., Lahaye S., Hardouin L., Boimond J.-L.

MAISTeR: a User-Friendly Software Package for Performance Analysis and Decision, based on
(max, +) Algebra,

2000, SMC’2000, IEEE International Conference on Systems, Man and Cybernetics, Nashville,
8-11.

Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., Boimond J.-L.
Data Processing Tool for Calculation in Dioid,
2000, Workshop On Discrete Event Systems WODES’2000, Ghent.

Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.
Analysis of Periodic Discrete Event Systems in (max, +) Algebra
2000, Workshop On Discrete Event Systems WODES’'2000, Ghent.

Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.

Optimal Control of (min, +) Linear Time-Varying Systems,

8th International Workshop on Petri Nets and Performance Models (PNPM’99) 1999, pp. 170-178,
Saragosse.

Menguy E., .Boimond J.L, Hardouin L.
Adaptive Control for Linear Systems in max-algebra,
1998, WODES 98, Cagliari, Italy.

Gallot F., Boimond J.L, Hardouin L.
Identification of Linear Systems using MA and ARMA Model in Dioid
1998, IFAC, System Structure and Control, pp.593-601, Nantes.

[191 Menguy E., Boimond J.-L., Hardouin L.

Optimal Control of Disrete Event Systems under Updated Reference Input,
1998, IFAC, System Structure and Control, pp.601-609, Nantes.

[18] Menguy E., Boimond J.-L., Hardouin L.

A Feedback Control in Max-Algebra,
1997, ECC'97, Bruxelles.

[17] Gallot F., Boimond J.L, Hardouin L.

Identification of Simple Elements in Max-Algebra: Application to SISO Discrete Event Systems
Modelisation,
1997, ECC'97, Bruxelles.

[16] Cottenceau B., Hardouin L., Boimond J.-L.

Dynamic Control of Kanban System in Dioid Algebra,
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1997, 5th IEEE Med. conference on Control and Systems, Chypre.

[15] Menguy E., Boimond J.-L., Hardouin L.
Feedback Controller Design in Max-Algebra,
1997, IFAC international Workshop, Belfort.

[14] J.-L. Boimond, L. Hardouin, P. Chiron
A Modeling Method of SISO Discrete-Event Systems in Max-Algebra,
1995, ECC’'95, p. 2023-2026, Rome.

[1I3] Hardouin L., Micheau P., Tartarin J., Laumonier J.
Modélisation et développement d’'un dispositif de contrble actif de débits pulsés,
International Symposium on active control of noise and vibration 1993, Tome 2, Lyon.

[12] Hardouin L., Tartarin J., Laumonier J.
An Analytical Model of an Active Anti-Pulsatory Device,
1992, Symposiun on active control of noise and vibration, Winter Annual Meeting (W.A.M.) of
the American Society of Mechanical Engineers (A.S.M.E.). Anaheim California, DSC-Vol. 38, p.
15-23.

[11] Tartarin J., Laumonier J., Hardouin L.
An Electro-mechanical Transducer for an Active Anti-pulsatory System,
1991, Recent advances in active control of sound and vibration, Blacksburgh Virginia. Ed. Tech-
nomic, p. 150-163.

Publications dans des congrés nationaux

[N13] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B.
Sur le rejet de perturbation dans les dioides,
Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA 2002) Nantes, France, Juillet 2002.

[N12] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., Lahaye S., Boimond J.-L.
Commande de systémes a événements discrets,
Exposé aux journées Réseaux de Petri, Toulouse, Octobre 2001.

[N11] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., Boimond J.-L.
Sur les correcteurs en boucle fermée dans les dioides,
MSR 2001, Modélisation des Systemes Réactifs, Edition Hermés, 463-479, Toulouse.

[N10] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B.
A propos de la commande optimale de systémes a événements discrets dans les dioides,
2001, Journées des Doctorants en Automatique, JDA 2001, Toulouse.
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[N9] Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.

Graphes d’événements temporisés : représentation entrée/sortie, commande en juste-a-temps,
1999, Journées Doctorales d’Automatique JDA'99, pp. 293-296, Nancy.

[N8] Lahaye S., Boimond J.-L., Hardouin L.

Graphe d’événements temporisés avec ajout/retrait dynamique de jetons : comportement asymp-
totique, représentation dans I'algébre (min, +) 1999,
2eme Congreés sur la Modélisation des Systémes Réactifs, pp. 27-37, Cachan.

[N7] Cottenceau B., Hardouin L.

Synthése de feedbacks pour les systémes de production modélisés par des graphes d’événements
temporisés,
1998, MOVEP 1998, Nantes.

[N6] Gallot F., Boimond J.L, Hardouin L.

Identification de graphes d'événements temporisés dans l'algébre (max,+),
1997, AGIS’97, pp. 223-230, Angers.

[N5] Cottenceau B.; Hardouin L., Boimond J.-L.

Synthése d’'un feedback linéaire dans I'algebre des dioides pour la commande d’'un systéme Kan-
ban,
1997, AGIS'97, pp. 193-200, Angers.

[N4] Laumonier J., Hardouin L.

Terminaison anéchoique active pour basses fréquences en présence d'écoulement,
1997, Congreés Francais d’Acoustique, Marseille.

[N3] Menguy E., Boimond J.-L., Hardouin L.

Une méthode de modéliation de Systémes a Evénements discrets mono-entrée/mono-sortie dans
I'algébre des dioides,
1996, AFCET, Modélisation des Systémes Réactifs, p. 351-359, Brest.

[N2] Menguy E., Hardouin L., Boimond J.-L.

Commande de systémes a événements discrets dans l'algébre des dioides,
1996, AFCET, Modélisation des Systémes Réactifs, p. 63-71, Brest.

[N1] Micheau P., Coirault P., Hardouin L., Tartarin J.

Réjection adaptative de I’harmonique prépondérant d’'un écoulement pulsé, application a un échap-
pement actif,
1995, Journées "Automatique et Automobile" organisées par le Club EEA, Bordeaux.

Rapport de contrat
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[C5] Lagrange S, Cottenceau B., Hardouin L.
2001-2002, Etude et Optimisation d’une ligne de fabrication de sommier, Société Recticel.

[C4] Coordinateur : J.-L. Ferrier
1998-2000, Rapport d’activité du CPER CIM-Angers, Sous-projet MAISTeR : Modélisation/Ana-
lyse de performances, Identification/Surveillance en Temps Réel de systémes de production.

[C3] Mariaux G., Hardouin L., Gervais Y.
Etude et réalisation d'un prototype original de contréle actif des ondes de pression dans les voi-
tures T.G.V., 1994, Rapport du contrat C.N.R.S. n°780252, entre le L.E.A. et GEC-Alsthom.

[C2] Tartarin J., Laumonier J., Hardouin L.
Métrologie liée au développement d'un dispositif anti-pulsatoire actif, 1992, rapport concernant
I'appel d'offres "Contrdle actif" du Ministére de I'environnement.

[C1] Tartarin J., Laumonier J., Hardouin L.
L'étude, la réalisation et les tests d’'un prototype de dispositif anti-pulsatoire utilisable comme si-
lencieux basses fréquences dans un circuit d’échappement de moteur thermique, 1991. Rapport de
contrat C.N.R.S. entre le Laboratoire d’Etudes Aérodynamiques et la société BOET.

Thése

[TO] Une méthode originale de contréle actif des bruits d’écoulements pulsés : Etude d'un actionneur,
modélisation et commande adaptative du systéme", réalisée au Laboratoire d’Etudes Aérodyna-
miques de Poitiers (URA CNRS n’ 191) sous la direction du professeur J.-L. Peube et soutenue le
9 décembre 1993 (Mention Trés Honorable avec les Félicitations du jury, composé de J.P. Guilhot
(rapporteur), B. Nayrolles (rapporteur), J.C. Trigeassou, J. Laumonier, J. Tartarin, J.-L. Peube).






CHAPITRE 2

Sur la commande de
systemes (max,+)
liInéaires

2.1 Introduction

Sous l'appellationSystémes (Dynamiques) a Evénements Dis¢BED) sont regroupés certains
systémes, généralement de conception hurhadent le comportement dynamique ne peut étre décrit
par des équations différentielles ou aux différences. Cette classe de systémes regroupe aussi bien les
systemes de production (ateliers flexibles, lignes d'assembl@oggh et al., 19§%ohen et al., 19§45
les réseaux de communication (réseaux informatiquesBdudec and Thiran, 20D2ue les systémes
de transport (routier, ferroviaire ou aériehpfito et al., 2001 Braker, 19930Isder et al., 1998

Limportance prise par ces systémes dans notre société a conduit de nombreux chercheurs a pro-
poser des modéles mathématiques permettant de décrire leur comportement afin d’en évaluer les per-
formances et d’optimiser leur conception ou leur pilotage. La diversité de ces systemes conduit natu-
rellement a différents modéles. Le cadre de notre étude se situe dans le contexte des systémes qui ad-
mettent un modéle linéaire dans l'algébre (max,+). L'un des premiers ouvrages concernant cette algébre
est sans doute celui de R.A. Cuninghame-Gre€nrfjnghame-Green, 19]j9mais c’est en Aolt 1981
([Cohen et al., 1999 que I'équipe (max,+) de I'INRIA a assuré le lien avec les systémes a événements
discrets. L'idée forte fut de montrer qu’en changeant d’algébre, le comportement de certains systémes a
événements discrets pouvait étre décrit a I'aide d’équations linéaires. |l s'agit des systémes caractérisés
uniqguement par des phénomenes de synchronisation et de retard. Ils correspondent a une sous classe de
réseaux de Petri temporisés, les Graphes d’Evénements Temporisés (GET).

Au cours des années 80, cette équipe a ainsi construit une théorie des systémes (max,+) linéaires
a l'image de celle qui existait pour les systemes linéaires dans l'algébre classique. Ce travail donna
lieu a un ouvrage collectif paru en 199B§ccelli et al., 199P et a plusieurs thésesMpller, 198§,

[Gaubert, 199p [Braker, 199B. Au sein du Laboratoire d’'Ingénierie des Systemes Automatisés (LISA,

FRE 2656 CNRS), c'est Jean-Louis Boimond qui s'intéressa le premier, en 1991, a cette théorie. Je fut
recruté en 1994 afin de I'épauler. Ce chapitre a donc pour objectif de rappeler une partie des résultats
proposés au cours des dix années passées. Par souci d’homogénéité je ne parlerai que des résultats relatifs
a la commande de systémes (max,+) linéaires, qui constituent le dénominateur commun aux trois theses
gue j'ai dirigées.

Comme en automatique classique, par commande de ces systéemes, il faut comprendre le contrdle
des entrées afin d’'atteindre des performances spécifiées au préalable. Compte tenu de leur nature, le
contrdle des entrées d'un GET consiste a retarder le plus possible I'entrée de jetons tout en respectant
les performances imposées par une spécification, ce qui correspond & la problématique de commande en

LEn opposition aux systémes "naturels" décrits par les lois de la physique.

17
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juste-a-temps
Dans ce contexte ce chapitre porte essentiellement sur la synthése de correcteurs linéaires. Nous avons
notamment transposé quelques problémes standards de I'automatique classique.
Il est organisé de la maniére suivante :
e Le premier paragraphe rappelle brievement les définitions et les résultats algébriques utiles lors de
la synthése de correcteurs.
e Le second donne en quelques lignes, la techniqgue de modélisation de GET dans le dioide
M 4]
e Le troisieme propose un survol de différentes stratégies de contréle, soit successivement :

- la commande optimale en boucle ouvertantroduite en 1989 dan€&phen et al., 19§9Sup-
posant connus priori le modéle du systéme et la trajectoire de consigne, il s’agit de calculer
la trajectoire d’entrée optimale vis-a-vis du critere de juste a temps.

- la synthese d'un pré-compensateur optimal([Gruet, 1995 [Libeaut and Loiseau, 1996
[Hardouin et al., 1997 [Cottenceau, 199% La trajectoire est ici priori inconnue, mais nous
supposons disposer d’'un modéle de référence décrivant le comportement entrée/sortie désiré. Le
pré-compensateur a pour objectif de contrdler le systéme afin que son comportement s'approche
au mieux de cette spécification. Il s’agit d’un probleme de poursuite de modéle.

- la synthése de correcteurs de type retour de sortie et retour d'étaintroduit dans
[Cottenceau, 1999[Cottenceau et al., 20pIComme en automatique classique, I'objectif de
la commande en boucle fermée est de prélever de I'information en sortie du systéme afin de
piloter au mieux le systeme. Les correcteurs sont calculés dans un objectif de poursuite de mo-
déle, c.-a-d. que le systeme corrigé doit s’approcher au mieux du comportement d’un modéle
de référence.

- la synthése d'un observateurll s’agit d’'un résultat inspiré deLuenberger, 197]let proposé
pour la premiére fois ici. Lidée est de reconstruire I'état du systeme a partir du modele, des
entrées et des sorties mesurées du systéme.

- la synthése de correcteurs de type R,S,Tqui ont été introduits dans Nfaia, 2003,

[Maia et al., 2003}). Cette stratégie de contréle fut inspirée pastrom, 198(). Elle conduit &
de meilleures performances que celles obtenues a I'aide de correcteur de type retour de sortie et
surtout léve les restrictions sur le choix du modéle de référence.

- la commande en présence de perturbation§Lhommeau, 20(J3, inspirée du probléme stan-
dard du rejet de perturbations. Lorsque le systéme est fonction d’entrées non contrdlables, nous
proposons de piloter au mieux le systéme afin de prendre en compte ces entrées. Pour cela nous
considérons une commande en boucle fermée.

- la synthése de contréleurs robustepour des systémes incertains dans un dioide d’intervalles
([Lhommeau, 20CB[[Lhommeau et al., 200fa Nous supposons ici que les parametres du sys-
téme sont incertains mais appartiennent a des intervalles. Nous proposons alors de modéliser ces
systémes en transposant les technigues de I'analyse par intervalles a nos structures algébriques.

2.2 Quelques rappels algébriques

Ce paragraphe a pour vocation de donner de maniére informelle les définitions et les princi-
paux outils algébriques utilisés par la suite. Je renvoie le lecteur intéressé au chapitre 4 du livre

2Juste-a-temps est une traduction littérale du terme anglais "just-in-time". Il doit étre interprété comme la "quantité juste"
(satisfaisant le besoin) au "temps voulu" (date du besoin).
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([Baccelli et al., 199p et également aux supports de cours de G. Cohen et S. Gaubert disponibles
sur les pages web des auteurs. Les actes de I'école de printemps de Noirmoutier sont également une
source didactigue (notammer€dhen, 1998 [Olsder, 199B8. Je recommande également les théses

de B. Cottenceaudottenceau, 1999de C.A. Maia Maia, 2003 en portugais] et de M. Lhommeau
[Lhommeau, 20Cj3ainsi que les rapports des étudiants de DEA que j'ai encadrés, ils sont disponibles
sur ma page personnellet{p://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin ).

La théorie des systémes (max,+) repose amplement sur la théorie des treillis et l'inversion d’'ap-
plications définies sur des ensembles ordonnés, je recommande donc également la lecture de
[Davey and Priestley, 199Gt de Blyth and Janowitz, 1972

L'algebre (max,+) et autres algebres assimilées ont une structure de demi-anneau idempotent. Nous par-
lerons ici de dioide.

Définition 2.1 (Monoide). (M, @, <) est un monoide sb est une loi interne, associative, et admettant
un élément neutre (Ym € M, m ® ¢ = € ® m = m). Si la loi ® est commutative, le monoide est dit
commutatif.

Définition 2.2 (Dioide). (D, &, ®) est un dioide si

e (D, ®, ) est un monoide commutatif idempotevit, € D, a & a = a,
¢ (D, ®, e) est un monoide,

e la loi ® distribue a gauche et a droite par rapport a lagdpi

e c estabsorbant pourlal®,Va € D,a®e =c®a =c¢.

Si (D, ®, e) est un monoide commutatif, le dioid®, @, ®) est dit commutatif.

Puisqu’un dioideD bénéficie naturellement d’'une structure de monoide commutatif idempotent
(D, @), D peut étre muni d’'une relation d'ordie = b < a = a @ b. Par conséquent, un dioide
est un sup-demi treillis. De plus si le dioide est complet (les sommes infinies sont définies, et la loi
® distribue sur ces sommes infinies), le dioide a une structure de treillis, o ptur Top) la borne
supérieure du treillis.

Exemple 2.3 (Algébres (max,+)) Zyax = (ZU{—o00}, max, +) est un dioide commutatif complet pour
lequele = —o00, e = 0, et T = 4o00. L'ordre < associé &.,,., est total et coincide avec I'ordre naturel
<.

Définition 2.4 (Sous-dioide).Soit (D, @, ®) un dioide eD;,;, C D. (Dsyup, B, ®) est dit sous-dioide de
Dsie,e € Dy et siDg,, est fermé pour les loi® et®.

Par définition tous les éléments fene sont pas symétrisables pour les lpiset tous les éléments
de D ne sont pas inversibles. Cependant, moyennant quelques hypdthssspossible de résoudre
des équations aux points fixes définies sur ces structures algébriques et de considérer le probléme d'in-
version d’applications définies sur des ensembles ordonnés. Nous retrouvons ici quelques définitions et
les résultats sur lesquels repose la résolution des probléemes de commande présentés par la suite.

Théoreme 2.5 (Baccelli et al., 199P). Soient(D, &, ®) un dioide efl : D — D une application semi-

continue inférieurementi.e., II( € =) = @ II(x)). La plus petite solution de I'équatian> II(x)Hb
z€D z€D
estx = I1*(b), ou

=ldp, I"=Mollo...oll et II*= @ I"=Idp& @ I
—_—

n fois neN neN

3Essentiellement des hypothéses de semi-continuité.
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De plus,z = II*(b) est solution de: = II(x) & b.

Exemple 2.6. L’équation implicite

T=a®@xrdb (2.1)
admetr = a*b = (@ a*)b comme plus petite solution. Par la suite nous noternsD — D, x +
k>0
¥ = @ z*. Nous renvoyons a I'annexe pour un rappel des propriétés de cette application.
k>0

Définition 2.7 (Applications Résiduables).Une applicationf : (D,=<) — (C, <) isotone est dite
résiduable, si I'équatiorfi(x) < b admet une plus grande solution ddhgour toutb € C.

Le théoréme suivant fournit une caractérisation de ces applications.

Théoreme 2.8 (Blyth and Janowitz, 1977). Soitf : (D, <) — (C, <) une application isotone. Sont
équivalents
(i) festrésiduable.

(i) il existe une application isotong : C — D telle quef o ff < Idc et ffo f > Idp.

Exemple 2.9. Dans [Cohen, 1998 sont considérées les applications suivantes :

L, : D — D
D o a®cu (produit a gauche paa), 2.2)
R, : D — D )
T = xQ®a (produit a droite para).

Il est montré que ces applications sont résiduables. Les applications résiduées sont notées :

Li(z) = ayz (division & gauche pan),

2.3
Rﬁ(m) = x¢a (division a droite para). (2:3)

Le lecteur trouvera en annexe un ensemble de propriétés relatives a ces "opérateurs".

Exemple 2.10.([Blyth and Janowitz, 1972 Menguy, 199F [ Cohen, 1998 [ Lhommeau, 20(3BIl est
possible de montrer que les applications suivantes sont résiduablesDatétdes ensembles ordonnés
etC° le dual de I'ensemblg, c’est-a-dire le méme ensemble équipé de I'ordre inverse § <cor b <

a =cb).

Ay, : D — (C°
xr  —  aXa,
v, : C®° — D (24)
xr —  agz.
Les applications résiduées sont respectivement :
A?lle/a : C° - D
r — agx
’ 2.5
Wi=A, : D — (% (25)
r — aia.

Remarque 2.11.Ce résultat montre que la plus grande solution d@nde I'inégalitézka > b estagb,
de mémeka est la plus grande solution de 'inégalit¢x = b.
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Ci-dessous nous considérons des applications particuliéres : les fermetures. Nous rappelons notam-
ment qu’une fermeture est résiduable si son co-domaine est restreint a son image. Cette propriété est a la
base des résultats concernant la synthése de correcteurs de type boucle fermée.

Définition 2.12 (Fermeture). On appelle fermeture une applicatibh: D — D, qui a les propriétés
suivantes :

o elle est extensivell = Idp,

e elle estidempotentel] o IT =TI,

e elle estisotoneVz,z’ € D, = <2/ = II(x) < II(2).
Définition 2.13 (Injection canonique d’'un sous-ensemble)Soit/ un sous-ensemble de I'ensemble
D. Linjection canonique dé{ dansD est I'applicationf;; : 4 — D, définie parly(u) = u pour tout
ueU.
Définition 2.14 (Application image). L'application image dél : D — C est I'injection canonique de
II(D) dansC ; cette application sera notég.

Définition 2.15 (Restriction d’une application & un domaine).Soitll : D — C et un sous-ensemble
deD. Nous noteronsl, : 4 — C I'application verifiant

HV/{ == H (¢] IZ,{

ou I : U — D représente l'injection canonique tedansD. L'applicationll;;, sera appelée restriction
dell au domainé/.

Définition 2.16 (Restriction d’'une application a un co-domaine).SoitIl : D — C etlimII C V c C.
Nous noterons,IT : D — V l'application définie par I'égalité

I = (Iv)o(wﬂ)

ouly : V — Creprésente l'injection canonique tfedansC. L'applicationy,IT sera dite restriction d&
au codomaing’.

Proposition 2.17 (Blyth and Janowitz, 1977). Soitll : D — D une fermeture. La restrictiop, I
est résiduable et sa résiduée

(|m1'1|H)ﬁ = I
avec! 1 I'injection canonique démII dansD.

Exemple 2.18 (Cottenceau, 199P. L'applicationS : D — D,z — z* est une fermeture. Par consé-
quent(;nsS) est résiduable et sa résiduee Q§¢S‘S)ﬁ = I)ms. En d’autres termes, l'inégalite* < a*
admetr = a* comme plus grande solution.

Exemple 2.19 (Cottenceau, 1999. L'application P : D — D,z — @ z° = zT est une ferme-
i>1

ture. Par conséquerli, p|P) est résiduable et sa residuee éﬁ,th)ﬁ = Iimp. En d'autres termes,

l'inégalité z+ < a™ admetr = a™ comme plus grande solution.

Exemple 2.20 (Lhommeau et al., 2004§. L'application isotoneR, : D — D,z — (za)*x est une
fermeture. Par conséquept,, Q. est résiduable et sa résiduée éltha|Qa)ﬁ = Iimq,- En d'autres
termes, l'inégalit§za)*z < b, avech € ImQ),, admetz = b comme plus grande solution, de plus on a
(ba)*b = b.
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Exemple 2.21 (Cottenceau, 199p [Cottenceau et al., 200[). Soient I'application isotond/}, : D —
D,z — h(xh)* définie sur des dioides complets et les ensembles

Gi = {geD|JaeD,g=a*h},
Go = {9geD|3beD,g=hb}.
Nous avons montré qug, M}, etg, M), étaient résiduables avec :

(g1 Mn)*(x) = Ikzph,

(o) Mn) () = hadh.

Ci-dessous nous rappelons que l'injection canonique d’'un sous-dioide complet dans un dioide com-
plet est résiduable et par conséquent qu'il est possible de considérer les probléemes d’inversion d’ap-
plications définies sur ces sous-ensembles. Cette propriété nous a été fort utile pour nous restreindre
aux éléments causaux d'un dioide, (v@ojttenceau et al., 1999t pour nous restreindre aux dioides
de couples ordonnés lors de l'introduction d'un dioide d'intervalle (Violrommeau et al., 2004 &t
[Lhommeau, 20C]3.

Théoreme 2.22 (Lemme de projectionBlyth and Janowitz, 1977). SoientD un dioide complet et
D, un sous-dioide complet d2contenant le plus petit élémens deD. L'injection canoniquédyp,,, :
Dsy» — D,z — x estrésiduable. L'application résiduéep, , = I%Sub verifie :

(i) Pl’psub (e} Prpsub = PI’D
(Zl) Pl’psub j |dp,

(1it) x € Dgyp <= Prp,,(z) = x.

sub’!

Proposition 2.23 (Cottenceau, 1999. Soientll : C — D une application résiduable définie sur des
dioides complets ef;_, l'injection canonique du sous-dioide compi&t,, dansC. L'équationII o
Ic,,, (x) = bestrésiduable et sa résiduée est donnée par

(He,,)f(0) = (Mole,,) () = Pre,, o). (2.6)

Proposition 2.24 (Cottenceau, 199§). Soientll : C — D une application résiduable définie sur des
dioides complets dip_ , I'injection canonique du sous-dioide compley,;, (avecimlIl C Dy, C D)
dansD. L'applicationp_ , IT est résiduable et

(p,,, )" = Molp,, = (IF), .

La définition du noyau d’'une application.€., 'ensemble{z|II(z) = €}) n'a que peu de sens
lorsque les applications sont définies sur des treillis. En revanche la définition suivante, classique pour
ces applications, est essentielle pour appréhender les problemes de commaiié.fyoir

Définition 2.25 (Noyau). Le noyau de I'application linéairé' : X — Y, notéker C, est défini par la

relation d’équivalence
kerC'

x = 2 < Cz)=C). (2.7)
Cette relation définit une congruence. L'ensemble quotinf.. est donc I'ensemble des classes
d’équivalence modul@er C.
Notation 2.26. Une classe d'équivalence dg ., o sera notégz|c.

Proposition 2.27 (Cohen et al., 199p. SiC : X — ) est une application résiduable alors chaque
classe d’équivalencl]c contient un et un seul élément keC* qui, de plus, est le plus grand élément
dans cette classe.
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2.3 Modélisation de systémes

C’est au début des années 8bhen et al., 19§3que I'équipe (max,+) de I'INRIA s’est intéressée a
la modélisation de graphes d'événements temporisés et a montré que ces systémes dynamigues,
non linéaires, pouvaient étre représentés par un systeme d’équations linéaires pour peu que I'on change
de structure algébrique.

lIs ont notamment montré qu’un graphe d’événements temporisé admet un modeéle sous forme canonique
dans le dioid&. .« :

x(k) = Ax(k — 1) ® Bu(k) (2.8a)
y(k) = Cux(k) (2.8b)

les composantes des vecteufs), y(k), u(k) sont des fonctions "dateurs”, c.-a-d. qu’elles associent

une date a un événement numéroté

Il est également possible de modéliser les GET de maniere plus synthétique dans des dioides de séries
formelles, dont le dioide des séries formelles en deux variables commutatatds A exposants daré

noté M¢%*[~, 8] (voir [Cohen, 1998. Au travers d’'un exemple nous allons rappeler comment modéliser

un GET dans ce dioide qui sera systématiquement utilisé dans les illustrations de ce mémoire. La figure
2. 1représente un GET pouvant décrire, par exemple, le fonctionnement d’'un atelier d’assemblage.

FOTEOG o

L S / H)

Figure 2.1 —Exemple d’atelier d’assemblage.

Il est possible d’établir dans le dioide(?* [+, 4] un modele dynamique de ce graphe d’événements

m
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temporisé sous la forme suivante :

T € v € € € &€ T o €
T9 02 ¢ e e e ¢ T e €
3| € € v e € x3 e 02| (uy
x4 o e e & & & ¢ x4 @ € € <u2>
Ts e 90 P2 e A3 5 €
e e ¢ e 6 ¢ T €
1
€2
y = (e e e e ¢ ¢ ii
T5
T6

qui correspond a la forme standard suivante :

r = Ax® Bu 2.9)

A chague transition du GET est associée une composante des vactews'” [y, 6]" (vecteur associé

aux transitions internes, igi = 6), u € M%*[~, 0]™ (vecteur associé aux transitions d’entréeyici= 2)

ety € M%[v,5]" (vecteur associé aux transitions de sortie] iei1). Les matricesA € M9 [, ]™*™,

B € M [y,5]™™, C € M%[, )", représentent I'interaction entre ces transitions. La composante
As = ~° traduit la présence de 3 jetons dans la place séparant les transitions labejisées, de
maniére duale, la composamg 3 = §° indique qu’une temporisation de 5 unités de temps est attachée

a la place séparant les transitiangset 2.

La résolution de I'équation au point fixe permet d’établir un modéle entrée-sortie du systéme. Dans notre

exemple, cette matrice de transféfte M%2 [y, 6™ est :

H = CA*B=(65(r62)* 6'2(16°)") . (2.10)

De maniére générale, les éléments de la matrice de transfert représentant un GET sont des séries pério-
digues et causales de la formg® ¢r*, avecp etq des polyndbmes a exposants d&hst un mondéme

a exposants dans. Le polynbmep caractérise le comportement transitoire de la série, le polyndme
représente un motif qui se répéte périodiquement, la périodicité étant fourniespat’'é” ou v /7 ca-

ractérise le taux de production de la série. Un exemple de série périodique est représeré&figure

Il faut donc retenir ici, gu’'un GET admet un modéle dans le sous dioide des séries périodiques et causales.
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Figure 2.2 —Représentation graphique de la série p @ gr* = e @6 Y152 ® (176 ©~76%) (v263)*.

Définition 2.28 (Commandabilité Structurelle [Cohen, 1994). Un graphe d'événements temporisé est
structurellememt commandable si toute transition interne peut étre atteinte depuis au moins une transition
d’entrée. Formellement; € [1,n], il existej € [1,m] tel que(A*B); ; # «.

Définition 2.29 (Observabilité Structurelle [Cohen, 1994). Un graphe d’événements temporisé est
structurellememt observable si depuis toute transition interne il existe un chemin vers au moins une
transition de sortie. Formellemeitj € [1, n], il existei € [1,1] tel que(CA*); ; # e.

Dans la suite du document les systémes considérés seront supposés structurellement commandables
et observables. Ci-dessous nous donnons les définitions de la commandabilité et de I'observabilité telles
gue I'on peut les retrouver darS¢hen et al., 1996

Définition 2.30 (Commandabilité [Cohen et al., 1999. Un graphe d’événements temporisé est com-
mandable si pour tout ety = C'A*z il existe une commande telle quey = C A* Bu.

Théoreme 2.31 (Cohen et al., 199p. Un graphe d’événements temporisé est commandable si et seule-
ment si :
CA*B(CA*BYCA*) = CA*.

Définition 2.32 (Observabilité Cohen et al., 199p. Un graphe d’événements temporisé est obser-
vable si pour toutes commandeset v’ telles queCA*Bu = CA*Bu/, il existe un seul état =
A*Bu' = A*Bu.

Théoreme 2.33 (Cohen et al., 199p. Un graphe d’événements temporisé est observable si et seule-
ment si:
A*B(CA*BYCA*B) = A*B.

Pour conclure ce paragraphe rappelons que 2 boites a 8aiiitgd permettent de simuler ces sys-
temes (voirhttp://www.maxplus.org/ ). La premiére est la contribution officielle de I'équipe
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(max,+) de I'INRIA, les systémes sont alors représentés @ans. La seconde permet de se placer
dansM¢r[~, d], elle reprend une partie des algorithmes développés dans la thése de Stéphane Gau-
bert [Gaubert, 199 et ceux proposés dans le DEA de Benoit Grigtuet, 1995 (des raffinements

sont également présentés dans la thése de Bertrand CotteGottmm¢eau, 1999et le DEA de Mehdi
Lhommeau|Lhommeau, 20C)) (voir http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin ).

2.4 Commande de systémes

2.4.1 Commande Optimale

Les premiers résultats concernant la commande des GET, obtenus par une approche (max,+), ap-
paraissent dan&phen et al., 19§9des extensions ont ensuite été proposées par J-L. Boimond et E.
Menguy [Menguy, 199T,[Menguy et al., 200D La commande optimale proposée est élaborée dans un
objectif depoursuite de trajectoire de sortieonnuea priori. |l s'agit d’'une stratégie de type boucle
ouverte.

Le probleme résolu est le suivant. Partant d’'un GET dont on connait la matrice de trahsfert
M= [y, 5]™ et un vecteur de sortie désigé € M [y, 5]! (consigne de sortie connueriori), il est
montré qu'il existe une plus grande entigég, € M{ [y, ]™ telle que la sortie résultant de cette entrée
(Yopt = Hugpe) SOIt inférieure a la sortie désirge’. La commande,,,; est alors optimale vis-a-vis du
critere de juste-a-temps, c.-a-d. que I'entrée de jetons est la plus tardive tout en satisfaisant la contrainte
imposée par la trajectoire de consigne (la sayjg est en juste-a-temps). Formellement, la commande
uopt €St donnée par :

Uopt = H&yc

Cette commande joue naturellement un réle primordial dans un contexte de planification d’événements.

2.4.2 Synthése d’'un correcteur de type précompensateur

La correction de la dynamique d’'un systéiec M&*[, §]"*™ (correspondant & un GET) se fait
ici par I'action d’un précompensateilt € MZZ[~,d]™>*™ (situé entre la consigne et la commande
u). |l s’agit de modifier de maniere structurelle le comportement du systeme. Ce travail a été initié dans
le cadre du DEA de B. Gruet@ruet, 1995 [Hardouin et al., 1997. On le retrouve également dans la
thése de B. CottencegGéttenceau, 199®t dans la thése de C.A. Maillhia, 2003.

Le probléeme de commande consiste simplement a choisir la dynamique (le transfert) du précompen-
sateurP de telle sorte que le systéme contr6lg € M4 [y, 5™ posseéde la dynamique décrite par

un modeéle de référend®,.; € M%[y, )™ spécifié sous forme de matrice de transfert.
Formellement, on cherche :

Popy =sup{ P | HP =< Gyes}.
La solution optimale est immédiate, puisqug est résiduable :

Popt = HYGef. (2.11)

“Pratiquement le tir des transitions d’entrée sera le plus tardif possible tout en garantissant que le tir des transitions de sortie
aura lieu avant celui imposé par la consigne.
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" y \ Y
. systéme
systéme systeme de
nominal precompense référence

Figure 2.3 —Commande avec modéle de référence : correction d'un systepae un précompensateur
P.

Remarque 2.34 (Correcteur Neutre).Notons qu’un modele de référence intéressant d’un point de vue
pratique estG,.; = H, I'objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du systeme,
tout en augmentant autant que faire se peut la commande. Cette stratégie conduit au précompensateur
Pt = HYH, qualifié de neutr2 Il exprime simplement le fait que I'on peut toujours “filtrer" le flux
d’entrée d’'un system& par un précompensateur sans dégrader les performances initiales.

2.4.2.1 |lllustration

Cette illustration provient de la thése de B. Cottenc&uttenceau, 1999Sur la figure2.4 nous
retrouvons un exemple d'atelier d’assemblage. La machipg@eut traiter une piéce toutes les 2 unités
de temps, la machin&/, peut traiter une piéce toutes les 3 unités de temps, et la mathjpehargée
d’assembler les piéces sortant des deux précédentes, peut traiter une piéce toutes les 2 unités de temps.
Le transfert du systém# est décrit par :

H= (5762 8 (6%

Il apparait clairement que les deux composantes n'ont pas le méme taux de production (1/3 pour la
composante reliant; a y et 1/2 pour celle reliant; a y). Le choix du modéle de référence peut se
faire de maniére a homogénéiser le comportement périodique de ces 2 composantes. Pour cela on choisit
comme modeéle de référence un transfert dont les 2 composantes ont un taux de production de 1/3, soit
par exemple le transfert suiv&nt

Grep = (81 (v0%)* 6°(v6°)*) .
Le correcteur,,; = (H{G,.s) est donné ci-dessous :
P:< (o) 5(7(23)*)
V2 (y6%)* (v6%)*

Remarque 2.35. La résiduation doit s’entendre ici comme la résiduée de l'application
Mo [y 5] — MGER [y, §], & — Hz, avecMiz™t [y, ] le dioide des séries causales et périodiques.

wm

Il s’agit d’'un sous-dioide (non complet) de{¢* [, §]. Sous Scilab, la boite a outils Minmaxgd manipule

5Cette appellation pertinente a été suggérée par C. Commault.

SNous renvoyons aux théses de B. Cottenceau et de M. Lhommeau pour des discussions relatives au choix du modéle
de référence. L'objectif retenu ici est d’homogénéiser les taux de production de chaque composante ce qui est une condition
suffisante pour stabiliser le systeme (v@ommault, 199Bet [Cottenceau et al., 20[)3
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des séries périodiques (éléments/arP<'[+, §]), il faudra donc penser a projeter le résultat dans le
sous-dioideM 2"t [, §], (voir [Cottenceau, 1999[[Lhommeau et al., 2004aour des exemples).

Une réalisation de ce précompensateur est donnée Bodirees équations récurrentes fournissant
I'expression de la commandeen fonction de la consignesont les suivantes sur le dioidg, .y :

Ul (k) = ’Ul(k) @ 3uq (k — 1) @ 1’02(]6)
UQ(k‘) = 21}1(k — 1) D 3UQ(]<I — 1) D UQ(k’).

op’r @
Q/f” O
>§
e

2l

Ho
N

Figure 2.4 —Réalisation du précompensateur permettant d’approcher au i@igux

2.4.3 Synthése d'un correcteur de type retour de sortie

La structure considérée ici est représentée sur la fiakdl s'agit ici de modifier la dynamique
d'un systémed € M4 [, 5]>™ par I'ajout d'un correcteur” € M% [, §]™! (situé entre la sortie
et I'entrée deH). L'objectif de commande est d’'imposer au systéeme bouclé la dynamique décrite par
un modéle de référend®,.; € M%[y,5]™*™ spécifié sous forme de matrice de transfert. En théorie
des systémes linéaires, ce probléeme de commande est similaire au probleme classique de poursuite de
modéle (model matching problerang and Desoer, 19))2 Ce travail est détaillé dans la thése de B.
CottenceauCottenceau, 199®t dans les articleJottenceau et al., 19pfiCottenceau et al., 201

La figure2.5 présente la structure adoptée. Elle conduit au systéme d’équations suivant ;

u = vdFy
y = Hu.
Les relations de transfert entre la consigret la commande, puis la sortiey sont données ci-dessous :
u = (FH)*
y = H(FH)"v=Gpv.

Nous avons montre, dar€¢ttenceau et al., 20QIque l'inegaliteGr = H(FH)* < G,.y admet une
plus grande solution

(2.12)

Fop = HXGresdH, (2.13)
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u Yy v v v

- G,y
systéme systeme en systéme
nominal boucle fermée de référence

Figure 2.5 —Commande avec modéle de référence : correction d’un systEper un correcteuf’ de
type retour de sortie.

SiGrer € G1 U Gy, avec les ensembleh etG, définis comme suit :
G = {GeME[y, 6™ |3IM € M&[y,8]"!,G = M*H},
Go = {G e M&[y,8]™ | 3IN € M&[y,5]™ ™, G = HN*}.

L'inégalité H(FH)* = G,y signifie que le systeme corrigé sera plus rapide que le modele de référence.
Le plus grand correcteur sera celui qui induira la plus grande commande pour atteindre cet objectif, c.-
a-d. , celui qui retardera le plus I'entrée des jetons dans le systéeme.

Remarque 2.36 (Correcteur Neutre, Cottenceau et al., 199p. 1l est naturellement possible de syn-
thétiser un correcteur neutre. Le modele de reférence est élars = H € G; U G, et le correcteur
optimal estF,,;, = HYH¢H.

2.4.3.1 lllustration

Nous considérons ici I'exemple de GET de la fig@r# Nous rappelons le modéle entrée/sortie de
ce systeme :
H = (56<752)* 512(755>*) .
Nous choisissons le modele de référence suivaht; = (v0°)*H € Gi. Il spécifie que les 2 compo-
santes de la matrice de transfert devront avoir le méme taux de production.

Grey = (OO H = (B0F) §205)).
Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de
Fopt = HX{GrefyéH
_ (7254(,755>*>
7?03 (70%)* )
ou F,,; est le plus grand retour de sortie causal (et réalisable). On peut voir une réalisation de ce correc-
teur sur la figur@.€. Il conduit au transfert suivant :

u = (FopH)*v
_ (6 oy ,72510(755)* ,}/2516(755)* > ; (2.14)
7359(755)* e @73515(755)* )
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Figure 2.6 —Réalisation du correcteur retour de soig;.

y = H(F,nH)*v

— (56 o) 758 o ’)/2516(’}/55)* 512(755)*) V. (2-15)

2.4.4 Synthése d’'un correcteur de type retour d’état

Nous avons proposé dai@dttenceau et al., 20Pth syntheése de correcteurs de type de retour d’'état,
la structure est donnée figuRer.
On rappelle qu'il est toujours possible d’obtenir la représentation d’état d'un GET sous la forme

(2.16)

r = Ax® Bu
y = Cx

avecA € My, 8], B € M%[y,5]™™ etC € M%[y,5]"*™. La commande est donnée par

I'expression suivante :
u=Krdv

avecK € M%*[~,0]™ ™. La représentation du systéme corrigé ffadevient donc

n

r = Az ® B(Kzx @) x = (A®BK)x @ Bv
=
y = Cx y = Cx

finalement, le transfert entrée-sortie du systéme muni du correktelevient
y = C(A® BK)"Bv=_Gguv.

Gk CA*(A*BK)*A*B
= CA*B(KA*B)*.
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L'objectif est de synthétiser le plus grand correctairtel queGx < G,.s. Ce correcteur optimal
existe siG,.; € Gy, il est donné paiQottenceau et al., 20P1

Kopt = (HYGrej4 A*B). (2.17)

Remarque 2.37.11 est & noter que les correcteurs de type retour de sortie et de type retour d’'état sont
liés par la relation suivante :

Fopt = Kopt?{c

(KoptA*B)* = CA*B(FyuCA*B)* = GF,,, = CA*B(K,nA*B)* = Gg,,,. En d’autres termes,
I'utilisation d’un correcteur de type retour d'état améliore les performances, c.-a-d. engendre une com-
mande plus grande et un systéme corrigé plus proche du modéle de référence. En contrepartie le choix
de ce dernier est plus restreint puisque la condition suffisante'gste G.

c-a-d. quef,,,C = (K,utC)C =< Kyp. Il apparait donc que(Fpp, H)* = (FouCA*B)* =

@—)A*BJ C
Lz

Figure 2.7 —Commande avec modéle de référence : correction d’'un systéme par un correcteur de type
retour d’état.

2.4.5 Synthese d’'un observateur

Les résultats présentés dans cette partie sont originaux. lls ont été développés lors du séjour de C.A.
Maia en tant que Professeur Invité en Mars 2004. Le paragraphe précédent (rethamjjaemontré
gu’un correcteur de type retour d’'état permettait d’améliorer les performances du systéme corrigé. L'hy-
pothese était que I'état était accessible a la mesure. Afin de lever cette hypothése on propose ici un
reconstructeur d'état. La démarche adoptée correspond a celle suggérée lors de la synthése d'observateur
pour les systémes continus classiques (voir par exerhpkenperger, 197). La figure2.8 présente la
structure considérée.
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[ z = Az ® Bu Yy
» >
l y = Cx
T
\ 4
Gi """ > e
s N
9 R Vy
> B P® > C >
A
L L < J
S Y,

Figure 2.8 -Structure de I'observateur.

Nous supposons disposer des matride® et C. Nous avons I'équation du systeme :

r = Ax® Bu= A*Bu (2.18)
= Crz
et I'équation de I'observateur :
T = At®Bud®L(y®dy)=A"Bud® L(jDy) (2.19)
g = Cz.

L'équation 2.18) et I'équation de I'observateu2(19 impliquent quet > z, ce qui est équivalent a
Z @ x = & (dans la suite nous noterons, = Z @ x). Notre objectif est de calculer la matriéepour
assurer que la sortie estimgsoit égale a la sortie mesurggsoit formellement :

j=yo Cr=Ci=Cesp & sy = 1. (2.20)

C’est-a-dire que I'on recherche une matricéelle quee;,. soit équivalent & moduloker C, c.-a-d.
telle quee;, € [z]c.
Les équations2a.18) et (2.19 conduisent & :

T@r = Az®Bud LC(z®x)P® Az @ Bu
eie = (A®LC)ez, @ Bu (2.21)
= (A® LC)"Bu.

La condition 2.20), doit étre respectééu, elle peut donc s’écrire :

(Ao LC)yB "< a*B. (2.22)
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v U j r = Ax @ Bu y
r\‘ { > y = CCL‘ ——>
{ Systéme
~
(. N N\
i 2 FRPANAY
H T A 4
> B > > C LS
A
L L < J
L Observateur )
L kK |&
L Controleur )

Figure 2.9 -Controle utilisant I'observateur

Proposition 2.38. La plus grande matricé. qui satisfait la conditior2.22est donnée par:
Lopt = CARCA*B§CA*B. (2.23)

Démonstration.La relation 2.22) est équivalente &(A ¢ LC)*B = CA*B.
Notons tout d’abord queL, nous avon&’(A & LC)*B = CA*B.
Inversement nous montrons ci-dessous fyg est la plus grande solution de I'inégalité :

C(A® LC)*B < CA*B.
En effet, nous avons les équivalences suivantes :

C(A® LC)'B =< CA*B

& CA*(LCA*)*B <CA*B (voir |A.5)
& (CA*L)*CA*B < CA*B (voir [A.4)
& (CA*L)* < CA*B¢{CA*B

& (CA*L) < CA*B¢CA*B (voir 2.18)
& L < CARCA*BfCA*B = Lop;.

2.45.1 Application : controle de type retour de sortie avec observateur

Classiguement I'observateur est utilisé pour estimer I'état nécessaire a la mise en place d’'un correc-
teur de type retour d'ét&.4.4 Bien que seules les sorties soient accessibles a la mesure, nous verrons
gu'une telle stratégie est plus performante qu’un contrdle de type retour de sortie tel qu'il est proposé
dans le paragrapt#4.3
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La stratégie de contrdle est décrite figir€. Elle conduit aux expressions de I'état estifnét de
I'état du systéme: suivantes :

z = (A@ LC)"Bu (2.24)
= A*Bu. (2.25)

La loi de commande est donnée par :
u= Kz dwv. (2.26)

La commande s’écrit donc :

u = K(A® LC)*Bu®wv
= (K(A® LC)*B)*wv. (2.27)

L'état estimé2.24) devient :
T = (A® LC)"B(K(A® LC)*B)*v.
L'état du systeme devient :

x = A*Bu
A*B(K(A® LC)*B)*v. (2.28)

De méme la sortie du systéme devient :
y=CA*"B(K(A® LC)*B)*v. (2.29)
Proposition 2.39. Si le modele de référence,.; € G, (C'est-a-dire s’écritG,.; = M*H avecH =

C A* B la relation de transfert du systeme), alors il existe un plus grand corredtetal que le transfert
en boucle fermée soit inférieur ou égafa. ;. Ce correcteur s’exprime :

Kopt = HYGyepd((A® LO)B). (2.30)
Démonstration.On recherche le plus grard tel que

CA*B(K(A® LC)*B)* < Gyey = M*H.
Nous avons les équivalences suivantes :

CA*B(K(A® LC)*B)* =< M*H = M*CA*B

& (K(A@LC)*B)* < (CA*BY(M*CA*B) = (CA*B)y(M*CA*B))* (voir [A.16)
& K(A® LC)*B < (CA*B)y(M*CA*B) (voir 2.18)
& K < (CA*BY(M*CA*B)$((A® LC)*B) = Kop.
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Pour résumer, nous avons I'expression du régulateur :

2 = (A® LopC & BKopu)2 @ (B L) (;) (2.31)

U = Kyui®v. (2.32)

Ci-dessous nous analysons les performances (vis-a-vis du critére de juste a temps) du systéme
contrdlé par ce régulateur. Nous montrons que cette stratégie est plus performante que celle utilisant
un retour de sortieH,, voir equation 2.13). Nous noteronmfpt la commande calculée a partir de
Kopt etufipt celle obtenue a I'aide du correctekiy,.

ul, Koptd @ v (2.33)
upy = Fopry ©o. (2.34)

Notre objectif est de montrer que la fonction de transfert emi;;@ etv est plus grande que celle
entreugpt etv. En considérant les équatiois27) et (2.12), ces équations deviennent :

uao:npt (Kopt(A S LoptC)*B)*'U (235)
upy = (FoptCA™B)™v. (2.36)

D’apres la propositio2.3§ la matriceL,,; est telle queC' (A @ L,,,C)*B = CA*B. Par conséquent
I'équation 2.3€) peut s’écrire :

ulpr = (FoptC(A ® LoptC)*B)* 0. (2.37)

Proposition 2.40. Si le modele de référence,.; € G;, la commande utilisant un observately,; et
un retour d'étatk,,; est plus grande que la commande utilisant un retour de séijjig c.-a-d. :

Ugpt = Uﬁpt-
Démonstration.Les équations2,37) et (2.35) font clairement apparaitre qu'il est suffisant d’avoir :
FoptC = Kop.
Les équations.13) et (2.30) donnent :

Fop = H8Grepp(CA*B) = HYGepf(C(A® Loy C)*B)
Kopt = HYGrerf((A® LopC)*B)

c.-a-d. ,F,p = KopefC, par conséquerti,,,C = (K, fC)C < Koy, ce qui termine la preuve. [

2.4.5.2 lllustration

Nous reprenons I'exemple de la figugel), avec les mémes objectifs que ceux adoptés au paragraphe
(2.4.3.)). Nous rappelons le modéle entrée/sortie du systéme :

H = (56(752)* 512(,}/55)*)
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et le modéle de référence choig¥;.; = (v6°)*H € Gy :
Grey = (OO H = (0F) §205)).
En appliquant les résultats de la propositi@r8€), nous obtenons :
Loy = CAXCA*BJCA*B
720 (v8%)*
728 (70%)*
g
9
v(v6%)*
(v62)*
et en appliquant les résultats de la proposifd3t} nous avons le correcteur :

Kopt = HkiGTef%((A@LOPtC)*B)
_ <754('755)* ¥2(y8%)* 0 (v0%)* 48t (10%)* 48 (70%)* 7254(755)*>
V2O (18°)F A20(y6°)" 483 (v0%)F AP (v0%)F AP (8°)F P8P (78°)* )
qui donne les transferts suivants :
u = (Kopt(A® LopeC)*B)*v
_ (00 ey
— W) () )"
Yy = CA*B(Kopt(A@LoptC)*B)*U
(0°(va®)" 6™2(76%)") v,
qui sont clairement plus grands que ceux obtenus par un simple retour de sortie (voir les écRd#pns (
et (2.15).

2.4.6 Structure de contréle de type R,S,T

Nous avons vu précédemment que l'existence de correcteurs optimaux (voir les sections

2.4.32.4.42.4.5 est conditionnée par une restriction sur le choix du modéle de référence. L'un des
objectifs de la thése de C.A. MaiaMAaia, 2003, [Maia et al., 2003} était de proposer une structure

de contrble levant ces restrictions. Nous allons ici rappeler cette stratégie de contrdle et montrer qu’'elle

accroit les performances de la commanii¢mmeau et al., 2004 Elle s’'inspire des structures pro-
posées par AstronAlstrom, 198(pour les systémes continus. La figiZxd Oprésente cette structure qui
regroupe 3 matrices de correction notéess, T'.

/GRST A
v u . Y
— T @—f R CAB
L5
\_ /

Figure 2.10 -Contréle utilisant 3 correcteurs.
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Elles conduisent a la loi de commande suivante :

u= R(Tv® Sy)
et aux relations de transfert suivantes :
u = (RSH)*RTv (2.38)
y = H(RSH)"RTv = Ggrsrv. (2.39)

L'objectif est naturellement d’obtenir les correcteltsS, T' tels queGrsr = Gref, avecG,.r le
modéle de référence. Darldaia et al., 2003 nous avons montré que :

H(RSH)*RT = Gyef < (RSH)*RT < HXGop < H(RSH)*RT < H(HXGef).
De ces inégalités, on peut établir que les correct@esT doivent satisfaire:
RT =< HYGhej. (2.40)

En considérant cette borne, nous obtenons :

H(RSH)*(HYGrep) = H(HRGrey)
& (HRS)*H(HXGrep) = H(HXG,ey)
& (HRS)* = (H(HYGrey))?(H(H8Gref))
& HRS = (H(HYGrey))?(H(H8Grey))
© RS = HY(H(H8Ghep)) (H(HRGrey))- (2.41)

Dans Maia et al., 2003k nous avons considéré le cas particulier ou le précompensatast égal
a la matrice identité. Ceci conduit aux correcteurs optimaux suivants (je renvoie le lecteur a l'article
[Maia et al., 2003 fourni en annexe de ce mémoire pour la preuve) :

Ropt = Hk{G’I'ef?
Sopt = (HROPt)}‘i(HROPt)%(HROPt)‘

Remarque 2.41.Notons que le calcul du plus grand correctelirest alors immédiat (voir équation
2.40), mais n’'a pas été considéré dariddia et al., 2003}

Topt = Hk{Gref%Ropt .

Dans l'article Lhommeau et al., 2004mous avons montré (avec le précompensaf#égal a la
matrice identité) qu’une telle structure de commande, non seulement leve les restrictions relatives au
choix du modeéle de référence, mais conduit a de meilleures performances que la structure proposée au
paragraph2.4.3 Nous avons notamment montré que le transfert entre la consighla commande
était plus grand (ce qui implique une meilleure satisfaction du critére de juste a temps et un transfert du
systeme corrigé rsr plus proche du modele de référerteg. ;). En reprenant les résultats sur I'analyse
de larobustesse de la thése de M. Lhommeghoinmeau, 20C[3nous avons également montré que cette
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structure de contrdle était plus robuskéadmmeau et al., 2004bFormellement, nous avons considéré
'ensemble des systémes satisfaisant la spécification :

H={H|G, =< Gen}

ou G, correspond au systenté corrigé, etG.,, correspond au systéme nominal corrigé. Pour le retour
de sortie nous avons :

Hi={H | (HFop)"H=Gp = (HpnFopt)"Hp = Gpn} avec Fop = HXGreft Hy,.
et pour la structure de contréle proposée ici :
HQ = {H ‘ HRopt(SoptHRopt)* = GRST = HnRopt(SoptHnRopt)* = GRS'Tn}

avec Ropt = Hn§G7‘ef et Sopt = (HnRopt)k{(HnRopt)%(HnRopt)-

Nous avons notamment montré que :
supH1 = (HpFopt) Hp,

et
sup Ho = Hy Ropt(SoptHnRopt) ™ Ropt

c.-a-d. que cette stratégie de contrble est plus robuste, puisque I'ensemble des systémes satisfaisant la
spécification est plus grand, soit formellement:

H1 C Hos.

Pour conclure sur cette approche soulignons que seul un cas particulier a été traité dans
[Maia et al., 2003k et que I'équation 2.41) admet une infinité de solutions (elle joue un réle
équivalent a I'équation diophantienne rencontrée en théorie des systemes linéaires classiques voir
[Astrom and Wittenmark, 198% Une méthodologie permettant de choisir ces correcteurs pourrait étre
proposée.

2.4.7 Commande en présence de perturbations

Dans le cadre de la thése de M. Lhommelaugmmeau, 20CJ3 nous avons considéré le probleme
standard du rejet de perturbations. En automatique classique ce probléme consiste a synthétiser un cor-
recteur permettant de maintenir les trajectoires d’état dans le noyau de la matrice de sortie. A partir de
cette définition ce probléme peut étre transposé aux systémes (max,+) linéaires. Compte tenu de la dé-
finition du noyau d’'une application dans ces structures algébriques, I'objectif n’est alors pas d’annuler
I'effet de la perturbation mais de la prendre en compte au mieux lors de I'élaboration de la commande.
De maniére analogue a l'algébre classique, ce probléme nous a conduits a introduire la notion de sous
ensemble invariant. Nous nous contenterons ici de rappeler les définitions et les résultats importants,
nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 de la thése de M. Lhommeau pour une présentation exhaustive.

Définition 2.42 (A-invariant). Soit A : M%[v, 5" — M%*[~,0]"™ une application définie sur un
dioide. L'ensembleV’ ¢ M&Z [y, 6]™ est ditA-invariant SiAN C .

En d’autres termes\ est un ensemblel-invariant si toute trajectoire issue @¢é reste dansV,
c’est-a-dire pour tout € N, Az € N.
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Définition 2.43 (Idéal principal). Soitk € M=, 8]"™, nous définissons par
K = {re Mgl oz <k},

l'idéal principal deM %[y, 6] généré par I'élémerit; clairementsup K = k.
Définition 2.44 (A@ BF')-invariant). Un sous-ensemble non vidé de M %[, 6]™ est dit(A® BF)-
invariant s'il existeF’ tel que(A & BF)N C V.

Proposition 2.45 (Lhommeau, 2003). SoitkC un idéal principal deMg? [y, 6]™ généré par un élément
k. Le plus grand idéal principali-invariant inclus dandC, notéV*, est donné par

Vo= o e MO | @ X AN

Proposition 2.46 (Lhommeau, 2003). SoitXC un idéal principal deM [y, 6] généré par un élement

k. Le plus grand idéal principal A & BF)-invariant inclus dangC, noté)V, est donné par

Vo= {x e M, 0]" |z < (A® BF)*&I%} .

Proposition 2.47 (Lhommeau, 2003). SoitkC un idéal principal deMg7y [y, 6]™ généré par un élément
k. Le plus grand correcteufF' de type retour d’état tel qug = V* est donné par
F = BY(ARE)F(ANE).

Remarque 2.48.Ce correcteur est le plus grand qui lais®# (le plus grand idéal principal) inchangé.

2.4.7.1 Application : contrdle par retour d’état en présence de perturbations

Dans cette section nous considérons le systéeme décrit par la 8di:d e vecteur d’entréeg €
My, 8]" représente les entrées exogenes non controlables, ce sont les perturbations qui agissent sur
le systéeme au travers d’une matrige= M%7 [, 6]"*". Ces entrées ont pour effet d’accroitre le vecteur
détafl.

S
B @ —| ¢ >
— A A
F [

Figure 2.11 —Schéma de la commande en boucle fermée (retour d’état).

“Sile systeme est un GET, ces entrées ont pour effet d’autoriser ou d’inhiber le tir des transitions, elles retardent donc leur
tir. Elles peuvent, dans un contexte manufacturier, modéliser une panne machine, ou une rupture d’approvisionnement.
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La loi de commande est de type retour d'état :
u = Fx (OUF' € My, 6]™ ™).
Sous l'action de cette loi de commande, I'équation d’état s’écrit :

x = (A@BF)x® Sq
= (A® BF)*Sq (2.42)
= (A*BF)*A*Sq
ou (A @ BF)*S représente la matrice de transfert liant la perturbagi@nl’état z. L'équation de

sortie est alors donnée par
y = C(A® BF)*Sq.

L'objectif du correcteurF' est de prélever des informations sur I'action de la perturbation au niveau
du vecteur d’état afin d’en tenir compte au moment de I'élaboration de la commaadeéx.

Le correcteur recherché devra accroitre la commande sans modifier le comportement de la sortie.
Dans le contexte des GET, il s'agit d’'un correcteur qui génére une commande qui retarde I'entrée des
jetons sans modifier la trajectoire de sortie, ou, autrement dit, qui retarde sans altérer les performances du
systeme. Il ne fait qu'éviter I'entrée prématurée de jetons. Formellement, nous cherchons un correcteur
I tel que

C(A® BF)*Sq = CA*Sq

pour toute perturbatiop € M%*[v, 5]", soit un correcteuf’ tel que :

m

(A® BF)*S "% a*s.

Nous rappelons ci-dessous que le plus grand élément de la ¢hisSe, (voir 2.26) s’exprime de la
maniére suivante :

MY(A*S) = CRCA*S. (2.43)
Il génere I'idéal principal suivant
K = {keM¥&y,™" |k <1YA*S)}. (2.44)
Naturellement nous avons
[A*S], C K. (2.45)

Autrement dit la classe d'équivalence modiste C' générée par*S est incluse dans l'idéal principal
K.

Proposition 2.49 (Lhorpmeau, 2003). SoitV* le plus grand idéal principald-invariant inclus dans
I'idéal principal K. SoitV le plus grand idéal principal A® B F)-invariant inclus dans 'idéal principal
K. Le correcteur

F = (BY (ARIIC(A4%9))) § (AIIC(A%S)) = (CA*B)}(CA*S) ¢ (CARCA*S) (2.46)

est le plus grand correcteur de type retour d'état tel gife= V), c'est-a-dire tel que A & BF)V* C
Ve C K.

Proposition 2.50 (Lhommeau, 2003). Le correcteurE” = (CA*B)(CA*S) # (CA*YC A*S) garantit
que(A® BF)*S € [A*S] ..
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Remarque 2.51.La proposition2.49indigue qu'un élémenk € V* reste dans’* lorsqu’on applique
la commandea, = F'z. En outre,F' est le plus grand correcteur satisfaisant cette propriété. De plus la
proposition2.50indique que I'état obtenu en présence du correcteur appartigAta] .

Remarque 2.52.Notons que la relation de transfert entre la perturbatigret I'état x en présence
de contrbleur(A @ BF)*S, est supérieure ou égale a celle obtenue en I'absence de contrdlesir,
C’est-a-dire que I'étatr sera plus grand en présence du contrdleur bien que la sortie soit inchangée.

Dans la thése de M. Lhommeau est également traitée la synthése de correcteur de type retour de
sortie.

2.4.7.2 lllustration

Figure 2.12 —GET avec des entrées non contrélables et le correcteur de type retour d’état.

La figure2.12représente un GET avec 2 entrées contrblahlesuf), 1 sortiey et 3 entrées non
contrdlablesd;, go, g3). Les matricesA € M [y, 5]™*", B € M%%[y,5]™™, C € M [y, 5]*™, et
S € M@, 0]™*" sont données ci-dessous :

n

v25% ¢ € ot e e € €
A= e % e |,B=|e 0|, C=(c e 6)etS=]e ¢ ¢
57 58 427 e € € € e

La propositiori2.49nous donne I'expression du correctétre MEE[~, 8]™*™ qui prend au mieux en
compte I'action du vecteuy, il est représenté en pointillé sur la figigd 2.
F _ ’7463(’7257)* ’)/456(’}/258)* 7653(,7257)*
c ’Y455(7258)* € .
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2.4.8 Synthése de contrdleurs robustes pour les GET

Dans le cadre de la thése de M. Lhommedihgmmeau, 20C3 (voir aussi I'article
[Lhommeau et al., 2004#ourni en annexe), nous nous sommes intéressés a la commande de systemes
(max,+)-linéaires incertains. Plus précisément il s'agit des graphes d’'événements temporisés dans les-
guels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places sont incertains,
mais supposés appartenir a un intervalle. Il s’agit d'une alternative a I'approche stochastique classique-
ment adoptée pour I'étude des performances des GET incertains. La seule hypothése faite ici est que les
variations paramétriques sont bornées.

Pour modéliser ce type de systéme nous avons introduit un dioide d'intervalles (isomorphe a un
dioide de couples ordonnés), et proposé le calcul de la résiduation des applitgtairdg, définies sur
ce dioide. Nous rappelons ci-dessous quelques notations et les principaux résultats avant de présenter la
modélisation et la synthése de contrdleurs robustes dans ce contexte incertain.

2.4.8.1 Notation et préliminaires algébriques

Définition 2.53 (Intervalle). Un intervalle fermé dans un dioid®, notéx = [z, Z], est 'ensemble
satisfaisant

x = {zeDl|z=<z=<7}, (2.47)

ouz, T € D (x =< T) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de l'inter-
valle x.

Notation 2.54 (Dioidel(D)). Soit(D,®,®) un dioide. L'ensemble des intervalles fermésdmuni
des opérations et® qui sont définies par

DYy =[2®y, 707y et Y =[2Ry,TY
est un dioide not& D).
Remarque 2.55.L'opération® engendre une relation d’ordre canoniquedansi(D) :
r=y <= z=y et ¥y dans D.
Remarque 2.56.L'image parll, une application isotone, d’'un intervalte est définie par

I(zx) = {ll(z)|z€x}.

Comme la fonctionl est isotone, on peut calculer les valeursIdér) directement a partir des bornes
de l'intervallex, c’est-a-direll(x) = [II(z), I1(Z)], en particulierz™ = [z*, T*].

Proposition 2.57 (Lhommeau et al., 2004Y. SoitD un dioide complet. L'applicatiol, : 1(D) —
(D), x — a®x est résiduable. L'application résidudg, est donnée par

Li(b) = akb = [aXb A axb,arb).

Remarque 2.58.De la méme maniere, I'applicatioR,, : I(D) — I(D), z — x®a est résiduable.
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2.4.8.2 Modélisation de GET incertains

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous supposons que les matrices
A, B etC du systéeme peuvent prendre n'importe quelle valeur dans des intervalles. Nous proposons ici
une modélisation dans le dioide d'intervalleM ([, ¢]). Le systeme pourra donc s’écrire :

r = AxzdBu (2.48)
y = Cz (2.49)

OUA € A € (L(ME[y,d])"", B € B € (I(ME[y,0]))" ™" etC € C € (L(ME[y,d]))"".
Autrement dit, les éléments des matridesB et C appartiennent au dioide des intervalles1%? [, d]),
et les bornes de chaque élément appartiennent au didfg, J].

A partir de cette représentation d’'état, nous pouvons donner I'expression de l'intervalle contenant
I'ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Nouscavods Bu qui est
la plus petite solution de2(48). Cette matrice d’intervalles est la plus petite contenant I'ensemble

{A*B|Aec A,B¢c B}.

De méme, nous avons :
y = CA*Bu = Hu, (2.50)

oUH = CA*B e (1(M%]y,4]))"*? représente l'intervalle contenant I'ensemble des relations entrée-
sortie du GET incertain:

H={CA*B|CecC,Ac A, Bc B}. (2.51)

La figure2.13représente un exemple de GET incertain.

Les transitions:y, us ety désignent les entrées et la sortie du systéme, les jetons en pointillés repré-
sentent le fait qu’une ressource peut étre présente ou absente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d’un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machin&/, a la possibilité de traite2 ou 3 pieces en méme temps et chaque
traitement dure unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste 2rdté unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitigrDonc la machiné/, peut traiter au mieus pieces
toutes les3 unités de temps et au pigepiéce toutes le8 unités de temps. La composante de la matrice
A associée est par conséquent = [y253,v253] ou la borne inférieure de l'intervalle,, = 353
représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioieig) €tv?63 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioide). De méme, l'intaryalle [62, 6°]
représente l'intervalle dans lequel la temporisation associée a la place située entre la transitilan
transitionzs.

En appliqguant la méme démarche a I'ensemble du GET, nous obtenons le modéle suivant :

[72527 '755] [57 5] [67 E] [ev e] [57 6]
A = €, €] [v362,426%] €, €] ,B=1]e¢] [ee] (2.52)
[vo6%, 481 [6%,6°  [4P6%, 8% e €] e, el '

C = ([e.e] [e.e] [ee]).
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b= Of 5O

Figure 2.13 —Modélisation incertaine d’'un graphe d’'événements temporisé.

De cette représentation , il est possible de donner l'intervalle contenant I'ensemble des transferts
entrée-sortie du systeme.

H = CA'B = ([78°(*6*)*, 7' (v8°)*] [6°(7°0%)*,8°(v0%)]) . (2.53)

2.4.8.3 Synthese de contrbleurs

L'introduction de ce modéle de GET incertain permet de revisiter les différentes stratégies de contréle
introduites dans le contexte déterministe. Nous résumons ici le probléme de la synthése de correcteurs
de type retour de sortie (vo.4.9 dans un contexte incertain. Cette étude est détaillée dans la thése
de M. Lhommeaullhommeau, 20C]3 et dans I'article [Lhommeau et al., 200}&urni en annexe. Le
probléme se formalise de la maniére suivante : nous supposons connu un modéle incertain sous la forme
d'un intervalle H, nous supposons donie,.; un intervalle spécifiant 'ensemble des comportements
admissibles du systeme corrigé, et nous cherchons a caractériser 'ensemble des correcteurs déterministes
qui assurent que le transfert du systéme corrigé soit inclus dans l'intervalle de référence de maniére
garantie, c.-a-d&vH € 'H C H. Formellement, cela revient a s'intéresser a I'ensemble suivant :

F = {F|(HF)*H C Gyey}. (2.54)

Si le modéle de référence est inclus dans l'image de I'applicafiég, : (I(M% [y, 8])™" —
(I(M%E [, 8]))*™, F — (HF)*H, alors il existe un plus grand intervalle de correcteurs (FOéu
sens de I’ordrej(I(Mw[h a)) qui est inclus dans I'ensemblg. Ce plus grand intervall& C F est

donné par :

F o= @ F = H\G,//H.
[Pe(i(Mez0]))" " | (HF) H<Grey |

D’un point de vue pratique, I'intervalle de contréleur est donné par :

F = [E’ F] - HgGT@f;H = [ﬂiggref%ﬂ/\ﬁiiéref%ﬁv Fk{éref%i]- (255)
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Remarque 2.59.Notons qu’ici la théorie de la résiduation offre une solution a un probléme d’inclusion
d’ensemble, alors qu’elle est habituellement I'outil permettant de résoudre des probléemes d’inégalités.
Cette propriété est obtenue au prix d’une restriction sur le choix de I'intervalle de modéle de référence.
Il serait sans doute intéressant de lever cette restriction en re-formulant dans le dioYdg’[v, J]),

les stratégies de commande proposées dans le parageagltte

Figure 2.14 —Un GET incertain avec une réalisation du correctéuen pointillé).

L'exemple qui suit est tiré de I'articld_hommeau et al., 2004#ourni en annexe. Nous allons syn-

thétiser l'intervalleF", afin que le GET incertain donné figuel3 ait son transfert inclus de maniére
garantie dans l'intervalle de référence suivant :

2 *
oo - (a3
([vo® @ y?6%(v0)*,v6%(76°)*] 6% @ 7*6%(76)*, 8% @ 70° @201 @ 13615 & v161% @ 7°0% @ 106%%(76°)"]) .

Cette spécification signifie qu’au plus 2 jetons peuvent étre introduits dans le GET au méme moment. Le
plus grand intervalle (au sens deM{*[~, §])) qui assure cet objectif est donné par:

F = HNG,./H
V2 (v6)*,72(v8°)] )
[V (v0)*,7* ©~36° © 1% © 6% ©49613(~105)*] )
Tous les correcteurs dont la relation de transfert est incluse dans cet intervalle répondent a notre spé-
cification. La réalisation d’une telle commande nécessite de faire un choix dans cet enBernale
borne supérieuré’ garantit que le comportement entrée sortie du systéme corrigé sera dans l'intervalle
[(HF)*H,(HF)*H], i.e., unintervalle qui a la méme borne supérieure que l'intervalle de spécification
G,cs. La borne inférieuret’, garantit que le comportement entrée sortie du systéme corrigé sera dans
lintervalle [((HE)*H, (HF)*H], i.e., un intervalle qui a la méme borne inférieure que l'intervalle de
specificationG,. f.
Ce dernier correcteut{) semble pratiquement intéressant puisqu'il s'agit du correcteur qui retarde le
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plus I'entrée des jetons tout en conservant la possibilité de voir le systéme corrigé se comporter comme
G,y c.-a-d. la possibilité d’atteindre le comportement entrée/sortie le plus rapide de cette specification
(ici G,.; = (70° & ¥*0°(76)* 6% & v%5*(70)*)). La figure2.14 propose une réalisation de correcteur
dont le transfert est : A

E = (v*(76)"+*(70)") -

2.5 Conclusion et Perspectives

Ce chapitre a permis de survoler une partie des résultats proposés au cours des dix derniéres années
et pourrait constituer le plan d'un livre a venir.

De nombreuses pistes restent a explorer. J'ai listé ci-dessous de maniére non exhaustive les points
auxquels je pense m'intéresser a court ou a moyen terme.

Les dioides d'intervalles permettent de considérer les systémes (max,+) linéaires incertains et
constituent une alternative aux approches stochastiques. De nombreux problemes résolus dans le cas dé-
terministe mériteraient d’'étre transposés dans ces dioides. En particulier la synthése d'observateur d'état
robuste permettrait sans doute de caractériser de maniére garantie les trajectoires d’état de systemes su-
jets a des retards variables. Cette observation d’état pourrait par exemple déboucher sur des applications
dans le domaine de la surveillance de systémes (réseaux informatiques par exemple). Je me suis entretenu
de ce point avec Patrick Thiran de 'EPFL, vdieBoudec and Thiran, 20)2 La structure de contréle
considérée dans la thése C.A. Maia (\&#.6), qui léve les restrictions relatives au choix du modéle de
référence, mériterait également d’étre transposée dans le contexte incertain.

La formulation sous forme de contraintesdu probleme de commande optimale tel qu'il est pro-
posé dans la sectidh4.], nous a permis d'utiliser des techniques de propagation de contraintes pour
caractériser 'ensemble des solutions (vdaudlin et al., 2008. Cette approche ensembliste permet de
résoudre des problémes plus généraux que ceux abordés dans ce mémoire. Il semblerait intéressant de les
utiliser dans le contexte de la commande prédictive (model predictive control) de systéme (min,max,+)
tel que proposée danS¢hutter and van den Boom, 2()0fhais également dans le cadre de la synthése
de correcteurs.

Le probleme du découplage :En automatique classique ce probléme se retrouve notamment
formulé dans (fFalb and Wolovich, 19€7 [Wonham and Morse, 19F(JHautus and Heymann, 1983
L'idée est de synthétiser des correctefitd” de la formeu = F(z)x + T'(z)v, de maniére a obtenir
une relation de transfert entrée/sol¢z) sous forme diagonale, c’est-a-ditg;(z) = 0 Vi # j. D’'un
point de vue géométrique cela revient a calculer une commande qui maintient une partie du sous-espace
de contrélabilité dans le noyau de la matrice de sortie.

Dans notre contexte cela conduit a considérer une loi de commandé’s ® Tv et a synthétiser les
correcteurs optimauk’, T'. Les résultats sur les sous ensembles invariants introduits dans la thése de M.
Lhommeau (voir sectio.4.7) devraient permettre de résoudre ce probléme.

Rappelons qu’une boite a outils Scilabpermet de manipuler aisément ces systémes et que
des exemples sont disponibles sur ma page vidip:(/www.istia.univ-angers.fr/
~hardouin ). De nombreuses améliorations ont été demandées par les chercheurs utilisant cette boite
a outils. Ces requétes doivent étre satisfaites a court terme. Cette boite a outils repose amplement sur
la manipulation de séries périodiques qui sont caractérisées par 2 polyp@ngst d'un mondmer.

Le polynémep représente le comportement transitoire qui, pratiquement, peut étre de degré élevé. Ce
modeéle se réveéle alors peu pertinent pour I'ingénieur (une trop grande quantité d’informations) et induit
des calculs importants (la limite de la libraidléinmaxgd est due a cette taille de transitoire). Une piste

serait d'introduire du pessimisme en définissant "un conteneur” incluant la série périodique de maniére
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garantie. Il pourrait s’agir par exemple d’un intervalle dont les bornes seraient des éléments gimples (
a(r)* aveca un mondme). L'intérét serait de manipuler des éléments beaucoup plus simples fournissant
une information néanmoins pertinente. Les dioides d’intervalles joueraient alors un réle central, puisqu'il
s’agirait de travailler dans un sous-dioide d'intervalles.

Le transfert de technologie :Parallélement aux activités académiques dont les résultats ont été ré-
sumes ici, j'ai par deux fois transféré ce savoir faire vers des sites de production (Motorola Electronique-
Angers, et Recticel/Bultex - Noyen sur Sarthe, voir le DEA de Sébastien Lagrhagepge, 2002
pour plus d’informations). Dans les deux cas les approches (max,+) proposées pour optimiser les flux
de matiére au sein des lignes de fabrication ont intéressé les ingénieurs en charge de la production (Mo-
torola a ainsi augmenté la productivité de la ligne que nous avions étudiée). Cependant ils n’ont jamais
envisagé de s’approprier la théorie sous jacente afin de reproduire sur d’'autres lignes les améliorations
gue nous avions proposées. Ce constat m'améne a penser qu'il faudrait enseigner plus largement cette
théorie et gu'il faudrait proposer une méthodologie claire permettant une mise en oeuvre aisée des lois
de commande et fournir des outils logiciels automatisant celle-ci. L'idée serait de générer depuis Scilab,
non seulement les lois de commande mais le code a implanter dans le contrdleur. Plusieurs fois, des
étudiants de maitrise de I'lSTIA ont travaillé sur ce type de projet qui consiste a générer depuis Scilab le
code d’'un automate programmable industriel (Programable Logic Controller ) chargé de la commande
du systéme. Dans le cadre de ma coopération avec les universités de Campinas et de Belo Horizonte, il
est envisagé de démarrer une thése sur ce sujet (reste a trouver le doctorant Brésilien intéressé par une
thése se déroulant pour partie en France).
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ANNEXE A

A.1 Propriétés de 'opérateur x

Ci-dessous nous rappelons quelques propriétés des fon&tions — z* = @ 2" etP : 2

k>0
zt = @ 2" (voir [Gaubert, 199pet [Cottenceau, 199®our les preuves).
k>1

SoitD un dioide completva, b € D

at < a*
(a-i—)* — (1*
a(ba)* = (ab)*a
(a®b)* = (a'b)*a* =b"(ab*)* = (a®b)*a* =b*(a ® b)*

@) = @

(a+)+ — a+
(ab*)t = a(a®b)*

(ab*)" = edala®b)*

En outre, lorsqué® est commutatif

(a®b)* =a™b".

A.2 Propriétés des résiduees des applicatiors, et R,

Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés concernant les résiduées des applications

(A1)
(A.2)
(A.3)
(A.4)
(A.5)
(A.6)
(A.7)
(A.8)
(A.9)

(A.10)

(A.11)

et R,. Nous renvoyons le lecteur B@ccelli et al., 1992p. 182-185], et dGaubert, 19925.3] pour les

preuves.
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58 ANNEXE A
a(ayz) < o (wfa)a < (f.1)
ak(az) = x (wa)fa = = (.2)
a(ay(az)) = az (wa)fa)a=za | (£.3)
ak(z Ay) = akz Aaky | (z Ay)fa = xfanyfa | (.4)
(a®bla = aka Az | 2f(a ® b) = zga A zdb || (£.5)
(abjhe = By(ake) | ap(ba) = (afa)p | (£6)
b(ake) < (agb)ke (afa)b < xf(tha) | (£7)
(aha)b < ax(wb) b(apa) < (ba)fa | (£8)
Propriétés A.1. Soitz, a € D un dioide complet.
a"a = "}y (a") wfa* = (zfa)fa* (A.12)
o'z = a*}(a*z) va* = (za*)fa* (A.13)
a*a = a*(a"y) vfa* = (zfa*)a” (A.14)

Propriétés A.2 ((MaxPlus, 1997, [Cottenceau, 1999. SoientD un dioide complet el € DP*" et

B € D"*P deux matrices. Alorsly A et B¢ B sont des matrices dari3™*" vérifiant

AR A
B#B

(ARA)",
(B¢B)".

(A.15)

Propriétés A.3. SoientD un dioide completd € DP*", M € DP*P et N € D™*™ trois matrices. Alors
AR (M*A) et AY(AN™) sont des matrices darl@"*" vérifiant

AR(M* A)
(AN*)¢ A

(M AR (M*A)
(AN™)F(ANT)

(AR(M*A))*
((ANT)7A)".

(A.16)



ANNEXE B

Cette annexe regroupe 3 articles qui permettront au lecteur de retrouver la plupart des preuves des
résultats énoncés dans le chapére

B.1 Interval Analysis and Dioid : Application to Robust Controller De-
sign for Timed Event Graphs

[Lhommeau et al., 2004a] Lhommeau M., Hardouin L., Cottenceau B., and Jaulin L.
Interval Analysis and Dioid : Application to Robust Controller Design for Timed Event Graphs.
Automaticato appear.

B.2 Optimal Closed-loop Control of Timed Event Graphs in Dioid

[Maia et al., 2003a] C.A. Maia, L. Hardouin, and R. Santos-Mendes and B. Cottenceau.
Optimal Closed-loop Control of Timed Event Graphs in Dioid.
IEEE Transactions on Automatic Contyobl. 48, n°12:2284-2287, 2003.

B.3 Model Reference Control for Timed Event Graphs in Dioids.
[Cottenceau et al., 2001] B. Cottenceau, L. Hardouin, J.-L. Boimond, and J.-L. Ferrier.

Model Reference Control for Timed Event Graphs in Dioids.
Automaticavol. 37:1451-1458, 2001.
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Interval Analysis and Dioid : Application to Robust
Controller Design for Timed Event Graphs *

Mehdi Lhommeau, Laurent Hardouin, Bertrand Cottenceau, Luc Jaulin

Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Automatisés
62, avenue Notre Dame du Lac, 49000 Angers (France)

Abstract

This paper deals with feedback controller synthesis for timed event graphs, where the number of initial tokens and time
delays are only known to belong to intervals. We discuss here the existence and the computation of a robust controller set
for uncertain systems that can be described by parametric models, the unknown parameters of which are assumed to vary
between known bounds. Each controller is computed in order to guarantee that the closed-loop system behavior is greater
than the lower bound of a reference model set and is lower than the upper bound of this set. The synthesis presented here is

mainly based on dioid, interval analysis and residuation theory.

Key words: Discrete-event systems ; Timed event graphs ; Dioid ; Interval analysis ; Residuation theory ; Feedback synthesis

1 Introduction

Discrete Event Systems (DES) appear in many applica-
tions in manufacturing systems [1], computer and com-
munication systems [9] and are often described by the
Petri Net formalism. Timed-Event Graphs (TEG) are
Timed Petri Nets in which all places have single up-
stream and single downstream transitions and appropri-
ately model DES characterized by delay and synchro-
nization phenomena. TEG can be described by linear
equations in the dioid algebra [2,4] and this fact has per-
mitted many important achievements on the control of
DES modelled by TEG [4,5,14,11]. TEG control prob-
lems are usually stated in a Just-in-time context. The
design goal is to achieve some performance while min-
imizing internal stocks. In [2,14] an optimal open-loop
control law is given. In [5] linear closed-loop controllers
synthesis are given in a model matching objective, i.e.,
the controller synthesis is done in order that the con-
trolled system will behave as close as possible to a ref-
erence model and will delay as much as possible the to-

* This paper was not presented at any IFAC meeting. Cor-
responding author M. Lhommeau. Tel. +33(0)2.41.22.65.64
Fax +33(0)2.41.22.65.61.

Email addresses: Thommeau@istia.univ-angers.fr
(Mehdi Lhommeau), hardouin@istia.univ-angers.fr
(Laurent Hardouin), cottence@istia.univ-angers.fr
(Bertrand Cottenceau), jaulin@univ-angers.fr (Luc
Jaulin).

Preprint submitted to Automatica

ken input in the system. The reference model is a priori
known and depicts the desired behavior of the corrected
system.

This paper aims at designing robust feedback controller
when the system includes some parametric uncertain-
ties which can be described by intervals. First, by using
interval analysis, we give a model to depict TEG with
number of tokens and time delays which are assumed to
vary between known bounds ! . Next, we consider a con-
troller synthesis for these uncertain systems. The con-
troller synthesis is done in order to maintain the con-
trolled system in a set of admissible behaviors. We as-
sume that the upper and lower bound of this specifica-
tion set are a priori known, the synthesis yields a con-
troller set 2 which guarantees that the closed loop sys-
tem behavior is both greater than the lower bound of
the specification set and lower than the upper bound of
this same set. Controller synthesis is obtained by con-
sidering residuation theory which allows the inversion of
mapping defined over ordered sets, and interval analy-

''In a manufacturing context, these systems can represent
production systems in which the number of resources varies
with time ( e.g. due to some maintenance operations, or to
some machines breakdowns,...) or in which the processing
times are not well known but vary in known intervals.

2 Tt is a set of robust controllers which ensures that, for all
the possible behaviors of the uncertain system, the controlled
system is slower than a reference model (a specification which
is described as a TEG) and is faster than another one.

22 April 2004



sis which is known to be efficient to characterize set of
robust controllers in a guaranteed way [8].

2 Dioids and Residuation

Definition 1 A dioid D is a set endowed with two in-
ternal operations denoted by & (addition) and ® (multi-
plication), both associative and both having neutral ele-
ments denoted by € and e respectively, such that & is also
commutative and idempotent (i.e. a®a = a). The ® op-
eration is distributive with respect to @, and € is absorb-
ing for the product (i.e.c @ a =a®e =¢, Va). When
® is commutative, the dioid is said to be commutative.
The symbol ® is often omitted.

Dioids can be endowed with a natural order : a = b iff
a = a®b. Then they become sup-semilattices and a @ b
is the least upper bound of @ and b. A dioid is complete
if sums of infinite number of terms are always defined,
and if multiplication distributes over infinite sums too.
In particular, the sum of all elements of the dioid is
defined and denoted by T (for ’top’). A complete dioid
(sup-semilattice) becomes a lattice by constructing the
greatest lower bound of a and b, denoted by a A b, as
the least upper bound of the (nonempty) subset of all
elements which are less than a and b (see [2, §4]).

Definition 2 (Subdioid) A subsetC of a dioid is called
a subdioid of D if

eccCande€eC;
e C is closed for & and ®, i.eNa, b€ C,a®b e C and
a®beC.

Theorem 3 ([5]) Owver a complete dioid D, the implicit
equation * = axr ® b admits x = a*b as least solution,
where a* = @, a" (Kleene star operator) with a® = e.
In the following this operator will sometimes be repre-
sented by the mapping K : D — D, x — x*. Furthermore,
letting x,y € D, we have

w(yx)” = (vy)*z, (1)

(=) (2)

The residuation theory provides, under some assump-
tions, optimal solutions to inequalities such as f(z) < b
where f is an isotone mapping (f s.t. a < b= f(a) =
f(b)) defined over ordered sets.

Definition 4 (Residual and residuated mapping)

An isotone mapping f : D — &, where D and £ are
ordered sets, is a residuated mapping if for ally € &, the
least upper bound of the subset {x|f(x) <X y} exists and
belongs to this subset. It is then denoted by f*(y). Map-
ping f* is called the residual of f. When f is residuated,

f% is the unique isotone mapping such that

foft<lde and ffof > ldp, (3)

where |d is the identity mapping respectively on D and & .

Property 5 Let f : D — & be a residuated mapping,
then

ye f(D) & f(fH ) =v.

Property 6 ([2, Th. 4.56]) Ifh: D —Cand f : C —
B are residuated mappings, then f o h is also residuated
and

(foh)F = hFo fh (4)

Theorem 7 ([2, §4.4.2]) Consider the mapping f

E — F where & and F are complete dioids. Their
bottom elements are, respectively, denoted by c¢
and ex. Then, [ is residuated iff f(eg) = ex and
f(Dreg®) = Dpeg f(x) for each G C & (ie., f is

lower-semicontinuous).

Corollary 8 The mappings L, : © — ax and R, :
x +— xa defined over a complete dioid D are both residu-
ated.® Their residuals are usually denoted, respectively,
by Lt (2) = adz and RE(z) = zfa in (max,+) litera-
ture.

Theorem 9 ([2, §4.4.4],[13]) The mappings © — ayx
and x — x¢a satisfy the following properties :

(abhe = th(akz) 2 (ba) = (afa)fb,
a*x = a*}(a*x) za® = (za*)¢a™,

ay(x Ay) = agx A ayy a
aja = (aa)”

The problem of mapping restriction and its connection
with the residuation theory is now addressed.

Proposition 10 ([3]) Letldp_,, : Dsup — D, x — =
be the canonical injection from a complete subdioid into
a complete dioid. The injection Id|p_, , is residuated and
its residual is a projector which will be denoted by Prgyy,
therefore :

Prows = (1d1p..,)" = Prous © Prous.

Definition 11 (Restricted mapping) Let f : & — F
be a mapping and A C E. We will denote® flat A= F

3 This property also concerns the matrix dioid, for instance
X — AX where A, X € D"*". See [2] for the computation
of A§B and B¢A.

4 a\b is the greatest solution of ax < b.

5 These notations are borrowed from classical linear system
theory see [16].



the mapping defined by fla = fold| 4 whereld| 4 : A — £.
Identically, let B C F withImf C B. Mapping g f : £ —
B is defined by f = Id|5 o | f, whereldz: B — F.

Proposition 12 Let f : D — & be a residuated mapping
and Dgyp (resp. Esup) be a complete subdiod of D (resp.
£).

1. Mapping f\p,.,, is residuated and its residual is given
by :

(fip.) = (Foldip,,,)* = Prau o f*.

2. Iflmf C Esup then mapping ¢, | f is residuated and
its residual is given by:

(Esub\f)ﬁ = fﬁ © |d“€sub = (fu)|5m;, :

PROOF. Statement 1 follows directly from property
6 and proposition 10. Statement 2 is obvious since f is
residuated and Imf C Ezup C €.

Definition 13 (Closure mapping) An isotone map-
ping f : € — & defined on an ordered set £ is a closure

mapping if f = Ide and fo f = f.

Proposition 14 ([5]) Let f : &€ — £ be a closure map-
ping. A closure mapping restricted to its image \my f is
a residuated mapping whose residual is the canonical in-
jection Idjmy s Imf — &, z+— x.

Corollary 15 The mapping \mx|K is a residuated map-

ping whose residual is (.mlqlC)Tj = Idjimic. This means
that x = a™ is the greatest solution to inequality ** < a*.
Actually, the greatest solution achieves equality.

Proposition 16 Let M, : x — (ax)*a be a mapping
defined over a complete dioid. Considerg € D andd € D.
Let us consider the following sets :

G = {g|3ds.t. g =d*a}

9)
and Go = {g|3ds.t. g =ad*}.

The mappings g, M, and g, M, are both residu-
ated. Their residuals are such that (g1|Ma)’i(.T) =
(g2|1\4a)ﬁ (x) = ajada. Furthermore, ImM, C (G NGa).

PROOF. According to Definition 4, g,|M, is residu-
ated, means that Vd € D, (ax)*a < d*a admits a greatest
solution. Since the mapping L, is residuated (cf. Corol-
lary 8) and according to (1), we have

(ax)*a = a(za)* 2 d*a & (za)* < ay(d*a).

According to (5) and (6), we can rewrite ay(d*a) =
ay(d*}(d*a)) = (d*a)§(d*a). According to (8), this last
expression shows that a}(d*a) belongs to the image of
K. Since mi|K is residuated (cf. Corollary 15), there is
also the following equivalence:

(xa)* 2 a§(d*a) & za = ay(d*a).

Finally, since R, is also residuated (cf. Corollary 8), we
verify that x = a§(d*a)fa is the greatest solution of
(ax)*a < d*a, ¥d € D. That amounts to saying that
61| M, is residuated. Similarly, one can show that g, M,
is residuated, then if g € (G1 U Gs), M,(z) < g admits a
greatest solution.

Moreover, equation (1) leads to (az)*a = a(xza)*, by
choosing d = ax or d = za, it comes ImM, C (G N

Go). O

Corollary 17 Ifg € ImM,, then x = aXgda is the great-
est solution to the equation (ax)*a = g.

PROOF. First ImM, C (G N Ga), thus ymar, M, is
residuated. Furthermore, Vy € ImM,, M, (z) = y admits
a solution, i.e., ymar,| Mo is surjective, then (.mMa|Ma)ﬁ
provides the greatest solution (see Property 5).

3 Dioid of pairs

The set of pairs (¢, ") with 2’ € Dand 2"’ € D endowed
with two coordinate-wise algebraic operations :

(@', 2") & (v, y") = @ ey, ey
and (¢/,2") @ (y,y") = (' @y, 2" @ y"),

is a dioid denoted by C(D) with (e, €) as the zero element
and (e, e) as the identity element (see definition 1).

Remark 18 The operation @ generates the correspond-
ing canonical partial order <¢ in C(D) :

(W2") & (4,9") = (,9) & (22") <c (9" &
2’ <p vy and 2" <p y" where <p is the order relation
inD.

Proposition 19 ([10]) If the dioid D is complete, then
the dioid C(D) is complete and its top element is given
by (T, T).

Notation 20 Let us consider the following mappings
over C(D) :

L(a/,a”) :
R(a/’a//) :



Proposition 21 The mappings La oy and Rgr qm)
defined over C(D) are both residuated. Their residu-
als are equal to L?a’,a”)(b/’b//) = (d,d")}(, V") =
(a/§b/’ a//&b//) and R? (b/’ b//) — (b/’b//)%(a/’a//) —
(b/%a/,b//%a//)‘

a/’a//)

PROOF. Observethat Lg/ o) (EB(I,J,,)EX(x/’x//)) =
EB(x/,a:”)eX Loy (2',2"), (for every subset X of
C(D)), moreover Ly o1 (e,€) = (d'e,a’e) = (g,¢).
Then Ly g1 is residuated (follows from Theorem
7). Therefore, we have to find, for given (V/,b"”) and
(a’,a"), the greatest solution (z’,z”) for inequality
(a//7 a//) ® (SL'/,IH) jc (b/,b//) RN (a/ ® :E/’ a// ® x//) jc
(0,0, moreover according to Remark 18 on the order
relation induced by @ on C(D) we have,

a @z <p b and o’ @z" <p b".

Since the mappings 2’ — o’ ® 2’ and 2"/ — a” ® x’ are
residuated over D (cf. Corollary 8), we have ' <p a'}b’
and 2/ <p a”§b”. Then, we obtain Lt(ia, a,,)(b’,b”) =
(a//&b/, a//&b//). D

Notation 22 The set of pairs (', 2") s.t. T < T is
denoted by Co(D).

Proposition 23 Let D be a complete dioid. The set
Co(D) is a complete subdioid of C(D).

PROOF. Clearly Co(D) C C(D) and it is closed for &
and @ since: T @Y X 7" @y and ¥ Ry 7' @y’
whenever ¥’ < 7”7 and i’ < y”. Moreover zero element
(e,¢€), unit element (e, e) and top element (T, T) of C(D)
are in Co(D).

Proposition 24 The canonical injection Idc,(p)

Co(D) — C(D) is residuated. Its residual (Idcypy)* is a
projector denoted by Pre (py. Its practical computation
is given by :

Pre,o)((@',2")) = (¢/ Na”,2") = (&,2").  (10)

PROOF. It is a direct application of proposition
10, since Cy(D) is a subdioid of C(D). Practically, let
(«',2") € C(D), we have Pre (py((2',2")) = (2',2") =
(' A2”,x"), which is the greatest pair such that :
<2, 7/ <2" and T <2". ]
Definition 25 An isotone mapping f defined over
D admits a natural extension over Co(D), which is

defined as f(@',z") = (f(@), f(T")). For exam-
ple, the Kleene star mapping in Co(D) is defined by
IC(E/7%//) — (’C(%/)7’C(E//)) — (%/*75//*)'

Proposition 26 Let (a’,a") €
Co(D)|

Co(D), mapping

L(Z/7ZN)|CU(D) : Co(D) — Co(D) is residuated. Its

residual is given by

¢ f
(CD(D)L(ZI,ZHNCU(D)) = Prey(p) © (L(Z/,}ZH)) o icy(p)-

PROOF. Since (a’,a”) € Co(D) C C(D, it follows di-
rectly from proposition (21) that mapping L(fg, ) de-
fined over C(D) is residuated. Furthermore, Co(D) being

closed for ® we have ImL ~, ~, C Co(D), it follows
@l ey(m)

from definition (11) and proposition (12) that :

¢ #
(CD(D)L(Z/;;””CU(D)) = (L(;,;,,) OI\Q;(D)) o licy(p)

f
= Preypy © (L(g,;,,)) o Iicy(p)-

Then, by considering (,b") € Co(D) C C(D), the
greatest solution in Co(D) of L~ ~, ((@',z")) =

(D) of L (@7
@) @) = @) is Lo, (0.5)
@,7") = @@ W) = Proymy (@, @) =
(6l§b/ A’d’l/&b/ﬁ’d’ll&bll). O

4 Dioid and Interval Mathematics

Interval mathematics was pioneered by R.E. Moore as
a tool for bounding and rounding errors in computer
programs. Since then, interval mathematics had been
developed into a general methodology for investigating
numerical uncertainty in numerous problems and algo-
rithms, and is a powerful numerical tool for calculating
guaranteed bounds on functions using computers.

In [10] the problem of interval mathematics in dioids is
addressed. The authors give a weak interval extensions
of dioids and show that idempotent interval mathemat-
ics appears to be remarkably simpler than its traditional
analog. For example, in the traditional interval arith-
metic, multiplication of intervals is not distributive with
respect to addition of intervals, while idempotent inter-
val arithmetic keeps this distributivity. Below, we state
that residuation theory has a natural extension in dioid
of intervals.

Definition 27 A (closed) interval in dioid D is a set
of the form x = [z,7] = {t € D]z < t =< T}, where
(z,7) € Co(D), x (respectively, T) is said to be lower
(respectively, upper) bound of the interval x.



Proposition 28 The set of intervals, denoted by I(D),
endowed with two coordinate-wise algebraic operations :

dy=[z0yT07

x0y=[z0yT07] (1)
and x®y=[z20y,T®7|

is a dioid, where the interval € = [e,e]| (respectively,

e = [e,e]) is zero (respectively, unit) element of I(D).

Moreover, the dioid 1(D) is isomorphic to Co(D).

PROOF. First, 20y = 7@y and 20y < T®Y whenever
z 27 and y X 7, then I(D) is closed with respect to

the operations 6_9, ®. From definition 1, it follows directly
that it is a dioid. Obviously, it is isomorphic to Cq(D)
(see proposition 23).

Remark 29 Let D be a complete dioid and {x.} be an
infinite subset of 1(D), the infinite sum of elements of
this subset is :

- |@e @

Remark 30 IfD is a complete dioid then (D) is a com-
plete dioid by considering definition 29. Its top element
is given by T = [T, T].

Note that if x andy are intervals in I(D), then x C y iff
y =z =T 7. Inparticular,x =y ifft =y andT =7.
An interval for which x = T is called degenerate. Degen-
erate intervals allow to represent numbers without un-
certainty. In this case we identify x with its element by
writing X = x.

Proposition 31 Mapping L, : I(D) — I(D),x +— a
X is residuated. Its residual is equal to L% (b) = ayb

[akb A axb, ayb].

PROOF. Let U : Co(D) — I(D),(@,2") — [z,T] =
[#', 2] be the mapping which maps an interval to an or-
dered pair. This mapping defines an isomorphism, since
it is sufficient to handle the bounds to handle an interval.
Then the result follows directly from proposition 26. O

Remark 32 We would show in the same manner that
mapping Ra : I(D) — I(D),x — x ® a is residuated.

Remark 33 [t is possible to extend the Kleene star op-
erator over (D) (see Example 25). Then ik K is also a
residuated mapping (see Corollary 15) whose residual is

(,mK|K)li = ldjimk - This means that x = a* is the great-
est solution to inequality x* = [z*,T*] < a* = [a*,a"].

5 Interval arithmetic and Timed Event Graphs

It is well known that the behavior of a TEG can be
expressed by linear state equations over some dioids,
e.g., over dioid of formal power series with coefficients
in Zmax and exponents in Z namely Zmyax[7]-

X =AX ® BU (12)
Y = CX. (13)

Where X € (Zmax[7])" represents the internal tran-
sitions behavior, U € (Zmax[y])? represents the input

transitions behavior, Y € (Zyax[7])? represents the out-

put transitions behavior, and A € (Zmax[y])"*" , B €

(Znax [7])P and C € (Zmax[7])?*™ represent the link
between transitions.

Remark 34 A, B, C entries are periodic and causal se-
ries (i.e., rational and realizable series see [2]), and then

are in subdioid Z:lax [v], which is the subset of causal el-

ement in Zmax[Y] (We refer the reader to [4] and [5] for
a complete presentation). According to proposition (10),

the canonical injection Id‘z+ K Zpox V] = Zomax[7]

is residuated. Its residual s denoted by Pry and its com-
putation for all s € Zmax[7] is given by

Pry (@ S(k)7k> = @S+(k)7k

kEZ kezZ

where

s+(k){s(k) if (k,s(k)) > (0,0),

¢ otherwise.

The uncertain systems, which will be considered, are
TEG where the number of tokens and time delays are
only known to belong to intervals. Therefore, uncertain-
ties can be described by intervals with known lower and
upper bounds and the matrices of equations (12) and

- nxn
(13) are such that A € A €1 (Z;ax[['y]]) ,BeBe

7_,’_ nxp 7+ gxXn
I (Zmax [[fy]]) andCeCel (Zmax [[7]]) , each en-
try of matrices A, B, C are intervals with bounds in
dioid Z* [~] with only non-negative exponents and in-

max

teger coefficients. By Theorem 3, equation (12) has the
minimum solution X = A*BU. Therefore, Y = CA*BU
and the transfer function of the system is H = CA*B €

_ qxp

H=CA*Bel (Z;ax[h]]) , where H represents the
interval in which the transfer function will lie for all the
variations of the parameters.

Figure 1 shows a TEG with 2 inputs and 1 output, which
may represent a manufacturing system with 3 machines.



Fig. 1. A uncertain TEG with a controller (bold dotted lines)

Machines M; and M5 produce parts assembled on ma-
chine Mj3. The token in dotted line means that the re-
source may or may not be available to manufacture parts
(e.g. a machine may be disabled for maintenance opera-
tions ...). Durations in brackets give the interval in which
the temporization of the place may evolve. This may
represent an operation with a processing time which is
not well known (e.g. a task executed by an human,...).
For instance, machine M; can manufacture 1 or 2 parts
and each processing time will last between 2 and 5 time
units, this leads to a parameter which evolves in inter-
val A1 = [272,57]. The exponent in v denotes resource
number, and the coefficient depicts the processing time.
Therefore, we obtain the following interval matrices,

[29%,57]  [e €] [, €] e, €] [e,€]
A = [e.el 137,377 [ee] | B=|lee [e€]
By,47]  [2,6] [27°,39] [e,€] [e,¢]
C = ([g €] [g¢] lee])-
(14)

It follows from Theorem 3 that the transfer function H
belongs to the interval matrix H given below. It charac-
terizes the whole transfer functions arising from (14):

H = CA*B = ([37(272)*,47(57)*] [2(373)*76(37)*])-

Remark 35 We can easily check that I(Zjnax[h]]) is a
subdioid of 1(Zmax[7Y]) and that the residual of the canon-

icaljnjection Idll(i;xﬂv]]) is given by IPry : 1(Zmax[Y]) —

U(Zax YD), x = 1Pr (x) = [Pry(z), Pro (7).

6 Robust feedback controller synthesis

We consider the behavior of a p-input g-output TEG
by a state representation such as (12) and (13). We fo-

i)

Fig. 2. An uncertain system with a feedback controller

cus here on output feedback controller synthesis denoted
by F, added between the output Y and the input U of
the system (see Figure 2). Therefore the process input
satisfies U = V @ FY, and the output is described by
Y = H(V & FY). According to Theorem 3, the closed-
loop transfer relation (depending on F') is then equal to
Y = (HF)*HV, where H € H is the uncertain system
transfer.

The objective of the robust feedback synthesis is to com-
pute a controller F' which is realizable (i.e., F is periodic
and causal) and which imposes a desired behavior (a
specification) to the uncertain system. The first problem
addressed here, consists in computing the greatest in-
terval (in the sense of the order relation = @ [M])”X‘I)’

denoted by ¥, which guarantees that the behavior of
the closed loop system is lower than

Grep €1 (ZLX M) "

as an interval of causal and periodic elements) for all
H € H. Formally the problem consists in computing the
upper bound of the following set

(a specification which is defined

{Fe1(@m)™ lmmHGy) . 09

Proposition 36 shows that this problem admits a solution
for some reference models.

o . 7+ qu
Proposition 36 Let My I<Zmax[h’]]) -

—+ qxXp )
I<Zmax[[v]]> ,F — (HF)*H be a mapping. Let us

consider the following sets :

61 = {Ger(Zhub])"™ 130 1 (Zub])”™
such that G = D*H},

G2 = {G et (zhbl)™ 130 et (Zhub])”
such that G = HD*}.

If Grey € Gi1 U Go, there exists a greatest F €

I(Z:mx [V])P*? such that Mu(F) < Gycf, and it is given



by :

F

@ {F € 1(Z;, 1)) | (HF)"H < G,y }
HAG, . /H.

(16)
PROOF. Follows directly from proposition 16. O

Below, we consider the robust controllers set, denoted
by F, such that the transfer of the closed loop system
bein Gyey for all H ¢ H

F= {F AN

[P0 | (HF)H C Gorer )

Proposition 37 If G,.5 € ImMy, then FcF.

~

PROOF. If G,¢; € ImMy, then My(F) = G, due
to Corollary 17, thus (HF)*H C Gyef. Obviously, this

is equivalent to VE € F, (HF)*H C Gy, which leads
to the result. O

Proposition 37 shows that if G,y € ImMpy each feed-

back controller F' € F is also in F. From a practical
point of view this means that for all number of tokens
and holding time belonging to the given intervals the
closed loop system will be in the specification interval.

Remark 38 From a computational point of view we
have

HXGTef;H - [ﬂ) } é\[gref:éref}?[ﬂv H]
[Pri(HAG, ;) APry(HAG ey), Pry (HAGrey)]d[H, H)
= [Pr(HAG, .y N HNGref), Pra(HNGrep)J[H, H]

P

Corollary 39 If G,.f5 € ImA/[H, then the upper bound

of the interval f‘, denoted by F, is the upper bound of the
set F.

PROOF. Proposition 37 yields (HF)*H = G,.f,

i.e., [(Hﬁ')*ﬂ, (ﬁf)*ﬁ] = [Qreszref]- Furthermore
Ger € ImMy implies that there exists F' such that

Gref = (HF)*H,i.e., é,«ef € ImMpg then, due to corol-

lary 17, F = Fiérefyfﬁ is the greatest feedback such
that G.; = (HE)*H, thus the greatest in F.

7 Example : Output Feedback synthesis

We describe a complete synthesis of a controller for the
uncertain TEG depicted with solid black lines in Fig. 1.
The reference model chosen is

t
3y @ 573 (17)*, 47(57) ]
20 (472)(17)%,6 @ 97 @ 1272 ® 157° @ 18+* ® 2145 @ 25+5(5+)*]

This specification means that no more than two tokens
can input in the TEG at the same moment. We refer the
reader to [5,6,12] for a discussion about reference model
choice. We aim at computing the greatest interval of ro-
bust controllers which keep the same objective.
According to Proposition 36 and solution (16), the con-
troller is obtained by computing HYG.,.. ;¢ H. Therefore
we obtain (see (38))

b ( (1), 4% (57)7] >
2(17)*,7% @372 @ 671 @ 9° @ 1395(57)%] )

All controllers in this interval allow to achieve the ob-

= [Pry((Pry-(H&G, o5 A H&Grep))9H) A Pro(HPry(Gref9H)) jective given in proposition 37. For the realization, it

5 PI’+ (HB\P“F (é'refqﬁ))}
= [Pr+(ﬂ§\gref¢£/\ﬁ§é'ref¢ﬁ/\ﬁé\é're]ufﬁ)

Pry(H&G,o;9H)]  follows from (7).
The last equation may be simplified since (H8Gref)¢ H =
(H8G,ep)$H due to the antitony of mapping agx
(i.e., x1 = xs = agx; =< agxs), then ﬁ&éreﬁfﬂ A
HAG,et¢H = HXG,ey¢H. Therefore

F = [F. F] = HiG,.(/H

= IPr+([ﬂ§Qref?{ﬂ A F§éref¢ﬁa F§éref%ﬁ])~

is necessary to choose one feedback in the interval F.

Its upper bound, F‘, leads to a closed-loop behavior

which is in [(HEF)*H, (HE)*H], i.e., an interval which
have the same upper bound than Gy.r. The lower
bound, E, leads to a closed-loop behavior which is in
(HE)*H,(HE)*H], i.e., an interval which have the
same lower bound than G,..¢. Consequently the choice
of the controller may be done by considering the desired
location in Gy of the interval depicting the closed loop

system. Here we choose F which allows to delaying as
much as possible the input of tokens while preserving
the possibility to match the lower bound of Gy, i.e.,
the fastest behavior allowed by the specification. Figure



1 shows one realization of this controller (bold dotted
lines), which is equal to :

E=(21) 22

Remark 40 The reader can find Scilab and C++ tool-
boz in order to handle periodic series (see [15]). The
seript allowing to compute the controller of the illustra-
tion are also available.

8 Conclusion

In this paper we assumed that the TEG includes some
parametric uncertainties in a bounded context. We have
given a robust feedback controller synthesis which en-
sures that the closed-loop system transfer is in a given
interval for all feasible values for the parameters. The
next step is to extend this work to other control struc-
tures such as the one given in [12]. The traditional inter-
val theory is very effective for parameter estimation, it
would be interesting to apply the results of this paper to
the TEG parameter estimation such as the one studied
in [7].
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Optimal Closed-loop Control of Timed Event
Graphs in Dioids

C. A. Maia L. Hardouin R. Santos-Mendes B. Cottenceau

Abstract This paper deals with the model-reference conhat it achieves optimality regarding stocks while guagairig
trol of timed event graphs using the dioid algebra and tlmtimal compliance with any prescribed reference model. In
residuation theory. It proposes a control structure based addition sufficient conditions for stabilization of the sym
a precompensator and a feedback controller to improve thee established.
controlled system performance. It is shown that this apgroa The paper is organized as follows. Section Il introduces
always leads to an optimal behavior of the closed-loop aystesome algebraic tools concerning the Dioid and Residuation
An example is given to illustrate the proposed approach. theories and their applications to TEG. Section Il introési

some control results and develops the proposed contra-stru

Keywords * Discrete event dynamic SystemS, Timed PetﬂJre and section IV shows an application to TEG stabilizatio
nets, (max, +) algebra, dioid, Control, Just-in-Time. with an illustrative example. A conclusion is given in seati

V.

I. INTRODUCTION
) ) . Il. LINEAR SYSTEMS THEORY FORTEG USING DI10ID
Discrete Event Systems (DES) appear in many applications THEORY

in manufacturing, computer and communication systems and ) i ) )

are often described by the Petri Net formalism (see [9]).6Hm A dioid D is an algebraic structure with two internal oper-
Event Graphs (TEG) are Timed Petri Nets in which all placédions denoted by and@ . The operations is associative,
have single upstream and single downstream transitions &fnmutative and idempotent, that i8> a = a. The oper-
appropriately model DES characterized by delay and syrch@f!On © Is associative (but_ not necessarlly commutative) and
nization phenomena. TEG can be described by linear equatighStributive at left and at right with respect &. The neutral
in the dioid algebra formulation ([1], [4], [8]) and this fac eIeme_nts ofp a|_1d® are represented byande respectively,
has permitted many important achievements on the controld¢ is absorbing foro (Va € D.e®a=a®c=¢). Ina
DES modelled by TEG, as detailed in [3], [6] , [7], [11] anddioid, a partial order relation is defined by= b iff a = a®b
[12]. TEG control problems are usually stated in a Just-ifdz Ay denotes the greatest lower bound betweeandy.
Time context, where the design goal is to minimize stocid dioid D |s_sa|d_ to be comple_te_|f_ it is closed for infinite
while guaranteeing performance (e.g. throughput). One pggSUms and it d|st_r|butes over mfm_ﬂ@-sums._Most of the
sible approach for the control of TEG is the model-referendéne the symbotz will ?e omitted as in conventional algebra,
technique in which a given model (written in dioid formaljsm™Moreovera’ = a @ a'~* and a’ = e .

describes the desired performance limits and the desigh goal "€orem 1 ([1], th. 4.75):The implicit equation: = ax®

is achieved through the calculation of a precompensator bF€fined over a complete dioi?, admitsa: = a*b as least
of a feedback controller [7], [11]. The techniques based &@!ution, wheren” = @ a* (Kleene star operator).

. o oo ieN
feedback control, although favoring stability, are lindite the TEG control problems, stated in a just-in-time context,aligu
sense that the reference model must satisfy certain fgric involves the inversion of isotone mappifigthat is, one must
conditions. Those based on precompensation can guarami€@ » such thatf(z) = y (where f is isotone). Residuation
performance for any reference model, but not stability (forheory [2] deals with such problems stated in partially or-
the concept of stability in TEG, see [5]). The present papgered sets and is based on the following concepts. First, the
proposes a new technique for the design of controllers basg@hsolution set is defined ds|f(z) < y}. The residuated

on the simultaneous calculation of a precompensator andn@pping is defined as follows.

feedback controller. The main advantage of the approach ipefinition 1 (Residual and residuated mapping)n

C. A Maia is with Depart 0 de E haridétEba. Universidad isotone mappingf : D — &£, whereD and £ are partially
. A. Maia is with Departamento de Engenharigtiita, Universidade : . L

Federal de Minas Gerais, Brazil. On leave at Laboratoiragdtierie des Or‘_jered sets, Is ae5|duated_ mappingf for all Yy € & there
Sysémes Automatiss, Universié d'’Angers, France. Grant from CAPES,€XiSts a greatest subsolution for the equatipfx) = y

Brazil. E-mail: andrey@dca.fee.unicamp.br ) . (hereafter denotedf!(y)). The mapping f! is called the
L. Hardouin is with Laboratoire d’Ingnierie des Systnes Automatiss, residual of

Universié d’Angers, France . E-mail: laurent.hardouin@istia. angers.fr 1au f ]
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by L%(x) = ayz and Ri(z) = zfa. Some useful dioid maximal. In fact, for anyP such thati P < G,..;, P < P,,

formulae involving these residuals are given below. therefore the isotony property assures thiat= PV < P,, V.
In the feedback control context, the closed-loop transfer
alakr) = @ (1) matrix betweert” andV, for a given feedback controlldr, is
a(ay(az)) = ax (2) given byH (FH)*. Therefore the problem is solved by finding
aya = (aka)* (3) the greatest’ such thatd (FH)* = G-
@)? = a @) This problem can be solved via residuation theory if some

restrictions are imposed on the reference model. The faligpw
A trajectory of a TEG transitiorx is a firing date sequenceresult is due to [7]. B
{z(k)} € Z. For each increasing sequende(k)}, it is Proposition 1:Let H € (Zmax[7])™*P be the transfer
possible to define the transformatiar(y) = & z(k)y* function of a TEG. For every reference model.; such that
Grep = RH or Grep = HS* (whereR € Zmax[7]) ™™

. . : kEZ
}/;/he(re)y_ls 2(b?ci:k)W?r?k§? 'f_t c;gt(e}:;aiorl;; i\ézntlt]jomagé)thaand S € (Zmai[[y]])wp) there exists a greatest feedback
Y\1) = YINY) = W)y = ! ' P 229) controller F € (Zumax[7])?*™ such that the transfer function

This transformation is analogous to thetransform used in

discrete-time classical control theory and the formal esariOf the closed-loop system 'S.IE_}SS than or equalto;. The
greatest feedback controller is:

z(7) is a synthetic representation of the trajectaiy:). The
set of the formal series iny is denoted byZ.,..[y] and
constitutes a dioid. For MIMO TEG, vectot$ € (Zmax[v])? ) Fop = HQGreff’{H' )
andY € (Zumax[7])™ will respectively represent the input In tins strategy the transfer function betweEnand V' is
and output trajectories of the TEG. These trajectories C&EH) ' )
be related (1], p. 243) by the equatidn = HU, where _Property Lif H(FH)" X Gyey, for given i and Gy,
H € (Zmax[7])™*? is called the transfer matrix of the TEG.I€N (FH)" 2 Pop = HYGrej. _
Entries of matrixH are periodic series ([1], p. 260) in the dioid!N® Proof comes from the fact that: < b < = < a}b. This
Zax[], usually represented Byp(7) @ q(7)(7v")*. The property means that the transfer fu_nctlon betwéemnd V'
asymptotic slope of a periodic series= p(y) & q(v)(r7")* for the optimal open—lloop strategy is a_tlways greater than or
denoteds .. (s) is defined as the rafior. (s) = z, equal to the one obtained for any feasible feedbaf:k sFrategy

Theorem 2 ([8], p. 196):Let s, and s, be two periodic . The modgl—reference control scheme propos_ed in this paper
series such that;, v # 0 and 71, m # 0, then is a generalization of the two strategies described abtnag, t

is, it uses a precompensator and a feedback controllertteget

Ooo(81 B 82) = min(0u(81),000(82)), The two main advantages of this strategy compared with the
Ooo(51 ®82) = min(oos(s1),000(52)), simple feedback is that it always leads to an optimal control
- signal which is equal taP,,V and there is no restriction
Too(51 A 52) = max(0oo(s1), 0o0(52)). concerning the reference model choice. Fig. 1 illustrates t
If 0oo(s1) < 0oo(s2) then ooo(saksi) = oso(s1), else approach.
S9%81 = €.

Reference
Model

The control method proposed herein is based on the JUSET Model
in-Time strategy and on the model reference approach [7]
and is described as follows. Lé{ € (Zyax[7])™*? be the
transfer matrix of the plant an@,.; € (Zmax[y])™*? be Controlled GET
the reference model,e., the desired transfer matrix for the
controlled system. The precompensation problem is solyed kg. 1. Proposed Control Structure
finding the greatest precompensatdisuch thatf P < G,...

The optimal solution, denoted b¥,, is given by By using theorem 1, one can obtain the closed-loop equa-
tions which relate/, V andY’:
P,, = H§Grey. (5)

G
Y
I1l. CONTROL METHOD Y g @Jiﬁ V
F

This means that, for a given external input’ ¢ V=GV =(HPFJHPV = HP(FH]? Vi (6)
(Zmax[7])?, the input variable, given by/ = PV, will be U=GwV = PFEHP)'V; (7)

5 1 . ) . whereG. = (HPF)*HP and G,, = P(FHP)* represent

p(v) = D7y pi v, pi € N, is a polynomial that represents the | d-I t fer f fi betweki dv d bet
transient andy(y) = @j”.;& 4; ¥, q¢; € N, is a polynomial that represents ac osed-loop rans_ ér tunctions betwegnan an etween
pattern which is repeated eacliime units and each firings of the transition. U andV respectively. The problem can be stated as follows.

3Asymptotic slope in a manufacturing context can be viewed aspto- Given a TEG, what are the controller matricd® and F
duction rate of the system. The ratig, (s) is calculated in the conventional which assure the greatest transfer function betwéerand
algebra. . . . .

i.e. Gy, such thatG. < G,.s? Again, considering the

“In a Just-in-Time context)’ represents the available catering of raw’ » '-©: & . e
material andU represents the allowance of the raw material into the systedust-in-Time context, one seeks the controller which Basis



the reference specificatiagil, < G,.s while delaying as much One must observe here that unlike the approach depicted in
as possible the entrance of products to be processed. Fgrmalroposition 1, the proposed approach does not restrict the

the problem can be stated as follows: reference model choice.
Property 2: The solution given by proposition 3 assures
D Gu(PF) (8) that Guy = HRYG,ey and G, = HP,,.
P, F

B ) This property follows directly from proposition 3, lemmai2dc
St.Ge = HP(FHP)" X Grey. from the observation tha¥. = HG,,, given by equations (6)
This statement shows th& = [¢],, is always a subsolution and 7. It means that the proposed §o|ution always assures tha
to the problem independently of the choice Bf meaning 9réatest closed-loop transfer functiofis, andG. are equal
that the subsolution set is not empty. Furthermore, it i ea® their upper bounds, that i, and H P, respectively.
to notice that the strategies using exclusively a precosgten ~_Froperty 3 If there exists a matrixD such thatGe; =
(by settingF’ = [€],xm) Or exclusively a feedback controller D then the optimal solution for the proposed control struc-
(by settingP = I, wherel,, is the identity matrix in ture leads toG. = Gy - This condition means that the
dioid) are particular cases of the above problem. closed-loop system effectively matches the reference mode

Proposition 2: For the proposed control scheme shown in  Proof: According to property 2, it is sufficient to show
Fig. 1, the three following inequalities are equivalent: that P, = Gy under the given conditions. Equation (9)
gives P,, = HY(HD). Therefore HP,, = H(HX(HD))

HP(FHP)" = Gref which is equal toH D by equation (2). ]
P(FHP)* < H\Grey If the goal is to preserve the system impulse response, ghat i
. rel Grey = H, an optimal solution is achieved ®,, = HYH
HP(FHP)* = H(H\G.)

andF,, = HYH#H. Again one uses the fact thataka) = a,
thanks to equation (2).

Proof:  The relation HP(FHP)* =< Gref =
P(FHP)* = HYG,.s comes from the residuation definition. V. APPLICATION: TEG STABILIZATION

P(FHP)" = HXGrey = HP(FHP)" < H(HXGref)  Consider the TEG depicted in Fig. 2 as an illustrative ex-
comes from the isotony ofg. Finally HP(FHP)" = ample. It represents a workshop with 3 machinésto Ms)
H(HYGrep) = HP(FHP)" 2 Gpep is due to inequality and its input-output equation is given by

(1), concluding the proof. ]

Lemma 1:Let S, = {z | #* < a*} be a subset of the y=1[737)" 9(4y)"]u. (11)
complete dioidD wherea € D. ThenS, = {z | # < a*} and |t is important to observe that this TEG is unstable since
as a consequence the greatest elemef{,d6 a”. production rates of maching/; and M, are different. This

Proof: Itis sufficient to show the equivaleneg < a* < means that the number of tokens in the place betwemnd
= a* If z* < a* thenz* = e@r @2’ ®... X a* S0z < a*. ), can be unbounded for some inputs. However it is known
On the other hand, if: < a*, thenz® =< za* < a*a* <X a* that a TEG is stable under certain conditions, e.g., the TEG
because of the isotony of the multiplication and equation (4s strongly connected [5]. By definition ([1], p. 305) an ewven
By induction, one obtaingi > 1 z* < «*, which leads to graph is structurally controllable if every internal triizs can

r=e®rdr’® e 2 a*. _ B pbe reached by a path from at least one input transition. It is
Lemma 2:A solution to problem 8 must satisfy’ =< structurally observable if, from every internal transitjaghere
Guv = HYG ey exists a path to at least one output transition. These césicep

Proof:  Straightforward from the problem definitionallow the following.
and from the observation tha¥,, = P(FHP)* = P &® Proposition 4 (TEG Stabilization)Let H be a transfer

@;°, P(FHP)® which implies thatP < G, B function of a TEG structurally controllable and observednel
Proposition 3: A solution to the optimization problem pro-denoteo..(H) = Mini<i<m, 1<j<p(0oc(Hij)). If Gres is
posed in (8) is given by: such thatos ([Grerlij) = A < 0s(H) Vi € [1, m] and
V4§ € [1, p], then equations (9) and (10) lead to optimal
Pop = HYGres. ©) controllers,P,, and F,,, which assure stability of the closed-
Fop = (HPop)R(HPop)f(HPop). (10) loop system.
Proof: From lemma 2(7,,,, is maximum (it is equal to the Proof. If a TEG is structurally controllable and ob-

upper bound) ifP = HXG,.; andF = ¢. So the greatedt for servable, in every row and in every column &f there
this value of P is given by the greatest subsolution of inequalexists a non null entry. According to matrix residuatiof([1

ity Pop(EHP,p)* = H{G,.r, which in turn (by proposition p.198), [P,.)i; = Aiei HiX[Greflris Vi,j € [1, pl.
2) is equivalent taH P,,(FHP,p)* < H(HXGyey) = HP,,. Since 05([Greflri) = A < 0o(H) then by theorem
Moreover, from the residuation definition this inequaliy i2 oo ([Popli;) = A, Vi,j € [1, p]. This result means

equivalent to(FHP,,)* = (HP,,)}(HP,p,). Equation (3) that matrix P,, is full and all its entries have the same
yields ((HP,,)}(HP,p))* = (HP,p)X(H P,p,) then, thanks to asymptotic slope. Furthermoee, ([HP,,i;) = A < 0 (H)
lemma 1,FHP,, < (HP,,)}(HP,,). Finally, by solving this Vi € [1, m] andVj € [1, p]. Therefore the TEG resulting
last inequality one obtain,, = (HP,,)8(HP,)¢(HP,,). from a composition ofP and H is also structurally con-

H trollable and observable. Similarly from equation (10)eon



gets oo ([Foplij) = A Vi € [1, p| andVj € [1, m|. So V. CONCLUSION

every entry|[F,,|;; # ¢ have the same asymptotic slope which This paper presents a new method for the TEG model-
implies that each output of the system is connected t0 eagfference control in the context of dioid theory. A struetur
input. As a result, since the system is structurally cofét® pased on precompensation as well as on feedback assures
and observable, the closed-loop system is strongly coedectan gptimal solution to the just-in-time control problem to-
Therefore, as remarked before [5], it is stable. B gether with optimal compliance with any model reference.
For the example modelled by equation (1&).(#) = 1. If  The results herein presented generalize the results fouthi

the reference model is choser? &,y = [10(47)" 10(47)*] |iterature based exclusively on precompensation or ekellys

all the conditions required in the theorem 4 are fulfilled eThgy, feedback control. A main result is the absolute absence
optimal solutions given by equations (9) and (10) are resp&§ restrictions concerning the choice of the reference thode
tively® P, = (49)* (3 ) and Fy, = (49)* (-0 -10). This G, Moreover, sufficient conditions are derived to guarantee
feedback is not causal because there are negative codficighe closed-loop system stabilization and an example itites

in matrix entries meaning a negative date for the transitigpe applicability of the results. The proposed conditioresret
firir?gs (see [1], p.259, for a .S‘Ti"t 'definition of causality i necessary and a complete solution for the TEG stabilization
dioid). However the canonlcalﬂectlz)rfrom the set of causal proplem is yet a concern in the context of TEG control theory.

elements 0fZuax[y] (denotedZ,,.[v]) in Zmax[7] is also  As well, robustness analysis issues remain to be explored in
residuated (see [6] for details). Its residual is dendted and  fyture works, as indicated by [10].

its computation for alls € Z,,..[7] is given by
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Abstract

This paper deals with feedback controller synthesis for timed event graphs in dioids. We discuss here the existence and the
computation of a controller which leads to a closed-loop system whose behavior is as close as possible to the one of a given reference
model and which delays as much as possible the input of tokens inside the (controlled) system. The synthesis presented here is mainly
based on residuation theory results and some Kleene star properties. © 2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

Keywords: Discrete-event systems; Timed event graphs; Dioid; Residuation theory; Feedback synthesis

1. Introduction

Timed event graphs (TEG) constitute a subclass of
timed Petri nets of which each place has exactly one
upstream and one downstream transition. It is well
known that the timed/event behavior of a TEG, under
the earliest functioning rule,’ can be expressed by linear
relations over some dioids (Baccelli, Cohen, Olsder,
& Quadrat, 1992; De Schutter, 1996). Strong analogies
then appear between the classical linear system theory
and the (max, + )-linear system theory. In particular, the
concept of control is well defined in the context of TEG
study. It refers to the firing-control of the TEG input
transitions in order to reach desired performance (see for
instance Cofer & Garg (1996), Takai (1989)). In the
(max, + ) literature, an optimal control for TEG exists and
is proposed in Cohen, Moller, Quadrat, and Viot (1989),
Menguy, Boimond, Hardouin, and Ferrier (2000). It is an
open-loop control that requires the knowledge of the
whole reference input trajectory to compute the control
law. For a given reference input, this open-loop control

“This paper was not presented at any IFAC meeting. This paper
was recommended for publication in revised form by Associate Editor
C.G. Cassandras under the direction of Editor Tamer Basar.

* Corresponding author. Tel.: + 33-2-4136-5731; fax: + 33-2-4136-
5735.

E-mail address: bertrand.cottenceau@istia.univ-angers.fr
(B. Cottenceau).

'Le. a transition is fired as soon as it is enabled.

yields the latest input firing date in order to obtain the
output before the desired date.

This paper aims at transposing some closed-loop con-
trol structures to TEG. More precisely, we focus on con-
troller synthesis such as output feedback controller, state
feedback controller or output feedback on state controller.
The controller is synthesized in a model matching objec-
tive, i.e. so that the controlled system is, on the one hand,
less than the reference model and, on the other hand, as
close as possible to the chosen reference. Furthermore the
proposed controllers allow delaying, as much as possible,
the token input inside the TEG.

Applications of these controllers are possible within
the framework of production management. Indeed, TEG
are well adapted to represent a class of manufacturing
systems which present only delays and synchronization
phenomena (Ayhan & Wortman, 1999). Therefore, in the
manufacturing context our controllers allow modifying
the dynamics of a system (production line or manufactur-
ing workshop) according to a given reference model and
delaying as much as possible the release of raw parts into
the system. The latter property contributes to decreasing
the work-in-process amount which is a concern for the
just-in-time production.

In the next section, we recall some theoretical results
from the (max, + ) literature and introduce the algebraic
foundations. Section 3 is devoted to review some ele-
ments of TEG representation over particular dioids. The
problem of controller synthesis is stated and solved in
Section 4. Section 5 aims to present an illustrative
example.

0005-1098/01/$ - see front matter © 2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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2. Elements of dioid and residuation theories
2.1. Dioid theory

We first recall in this section some notions from the
dioid theory. The reader is invited to consult Baccelli
et al. (1992) or Cohen et al. (1989) for a complete
presentation.

Definition 1 (Dioid). A dioid is a set 2 endowed with two
inner operations denoted @ and ®.2 The sum is asso-
ciative, commutative, idempotent (Vae Z,a @ a = a) and
admits a neutral element denoted e. The product is asso-
ciative, distributes over the sum and admits a neutral
element denoted e. The element ¢ is absorbing for the
product.

Definition 2 (Order relation). An order relation can be
associated with a dioid & by the following equivalence:
VYa,be D, a=b<a=a®b.

Definition 3 (Complete dioid). A dioid & is complete if it
is closed for infinite sums and if the product distributes
over infinite sums too.

Example 4 (Z,,,, dioid). The set Z = Z0{ — o0, + o0}
endowed with the max operator as sum and the classical
sum + as product is a complete dioid, usually denoted
by Z ey, of which e = — oo and e = 0.

Theorem 5. Over a complete dioid 9, the implicit equation
x=ax®b admits x =a*b as least solution, where
a* = @;na' (Kleene star operator) with a° = e.

The Kleene star operator, over a complete dioid &, will
be sometimes represented by the following mapping
H D —> D, xrox*.

Theorem 6. Let & be a complete dioid and a,be 2.

a(bay* = (ab)*a, (1)
(@*)* = A '(a*) = a*. 2

2.2. Residuation theory

The residuation theory provides, under some assump-
tions, optimal solutions to inequalities such as f(x)< b,
where f is an isotone mapping (f s.t. agb=f(a)<f(b))
defined over ordered sets. Some theoretical results are
summarized below. Complete presentations are given in
Blyth and Janowitz (1972) and Baccelli et al. (1992).

2The symbol ® will not be written explicitly if no confusion is
possible.

Definition 7 (Residual and residuated mapping). Let
f:6 — F be an isotone mapping, where (&,<) and (¥,<)
are ordered sets. The mapping fis said to be residuated if
for all ye%, the least upper bound of the subset
{xe&| f(x)x y} exists and lies in this subset. It is then
denoted f*(y). The mapping f* is called the residual of f.
When f'is residuated, f* is the unique isotone mapping
such that

fof*<Id and  fPof1d, 3)

where Id is the identity mapping respectively, on F#
and &.

Theorem 8 (Baccelli et al., 1992). Consider the mapping
f:E — F where E and F are complete dioids of which the
bottom elements are, respectively, denoted by er and ef.
Then, f is residuated iff fler) = ¢er and f(Pyeq X) =
@ reaf(x) for each A < E.

Corollary 9. The mappings x+> ax and x> xa defined
over a complete dioid 9 are both residuated.® Their resid-
uals are usually denoted, respectively, x »—»a\x and
x—>x¢a in (max, + ) literature.*

Proof. According to Definition 3, if & is a complete
dioid then the product distributes over infinite sums
and ¢ is absorbing which satisfies the requirement of
Theorem 8. [

Some classical results concerning product residual are
given in the following theorem.

Theorem 10 (Baccelli et al, 1992). The mappings
xn—»a&x and x—Xx 7{ a verify the following properties:

(ab)\pc = b\i(a\ix) x%(ba) = (x;fa)%b, 4)

atx = a* \(a*x) xa* = (xa*)%a*. (5)

Theorem 11 (Max Plus, 1991). Let & be a complete dioid
and A e PP*" be a matrix with entries in 9. Then, A&A is
a matrix in """ which verifies

ARA = (A} A~ (6)
2.3. Mapping restriction

In this subsection, we address the problem of mapping
restriction and its connection with the residuation the-
ory. In particular, we show that the Kleene star mapping,
which can be shown to be not residuated, becomes re-
siduated as soon as its codomain is restricted to its image.

3Let us note that this property concerns as well a matrix dioid
product, for instance X+—AX where 4, X e%"*". See Baccelli et al.
(1992) for the computation of A&B and B;{A.

4a§b is the greatest solution of ax=< b.
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Definition 12 (Restricted mapping). Let fE—F be
a mapping and A < E. We will denote f,:A—>F
the mapping defined by f,4=fcld, where
Id4: A — E, x> x is the canonical injection. Identically,
consider B € F with Imf < B. The mapping p f: E — Bis
defined by f = Idpop f, where ld3:B— F, x+—x is the
canonical injection.

Definition 13 (Closure mapping). An isotone mapping
f:E — E defined on an ordered set E is said to be a clos-
ure mapping if f 3= Id and fof = f.

Remark 14. The mapping ¢ is a closure mapping since
a* =a and A (a*) = a* (see (2)).

Proposition 15. Let fE — E be a closure mapping. Then,
ims)f is a residuated mapping whose residual is the
canonical injection Idn,, : Imf— E, x> x.

Proof. According to (3), s fis residuated if there exists
a mapping ¢ such that ., fog<ld and geo .. f=Id,
where identity mappings are, respectively, identity on
Imf and on E. By setting g = Id},,, we both verify
ims1f 1 jms = imsi sy, = 1d (identity on Imf) since
Sfof =1 and ldymroims f=f =1d (by Definition 13). O

Corollary 16. The mapping \m. X is a residuated mapping
whose residual is (im #)° = 1djimy-

Remark 17. We can state from Corollary 16 that x = a*
is the greatest solution to inequality x* < a*. Actually,
this greatest solution achieves equality.

3. TEG description on dioids
3.1. Transfer function

We recall that TEGs can be seen as linear discrete
event dynamical systems by using some dioid algebras
(Cohen et al., 1989; Baccelli et al., 1992). For instance, by
associating with each transition x a dater® function
{x(k)}1ez, it is possible to obtain a linear state representa-
tion in Z,,,. As in conventional system theory, output
{¥(k)}rez of a SISO TEG is then expressed as a convolu-
tion of its input {u(k)}, by its impulse response®
(h(k) ez

Analogous transforms to #-transform (used to repres-
ent discrete-time trajectories in classical theory) can be
introduced for TEGs. Indeed, one can represent a dater
{x(k)} ez by its p-transform which is defined as the follow-

3 x(k) is equal to the date when the firing numbered k occurs.
S This is the output due to an infinity of input firings at date zero
(Max Plus, 1991).

ing formal power series: X(7) = @ ,x(k)y". Variable
y may also be regarded as the backward shift operator in
event domain (formally, yx(k) = x(k — 1)). Thus, one can
express TEG behavior over the dioid of formal power
series in one variable y and coefficients in Z,,,,,. This dioid
is usually denoted by Z,,..[7] in literature.

Remark 18. In fact, the firing trajectories of a TEG
are naturally monotonous. Therefore, a dioid such as
7*Z max[7] is more appropriate to represent a TEG be-
havior (see Baccelli et al. (1992) or Cohen et al. (1989) for
further explanations).

For instance, considering the TEG drawn in solid
black lines in Fig. 1 (without taking the dotted arcs into
account), daters xy, x, and x3 are related as follows over
7 rax - X3(k) = 3x1(k — 1)@ 8x,(k)®2x5(k — 1). Their re-
spective y-transforms, expressed over Z,.,[7], are then
related as:  x3(y) = 3yx1 ()P 8x,(y)P2yx3(y). Conse-
quently, for this TEG, we can obtain the following rep-
resentation over Z,..[v]:

X =AX®BU,
(7
Y =CX,
with
2y & & e ¢ X1
A=le 3y ¢ | B=|¢ el X =[x}
3y 8 2y e & X3

u
C=(ee?2), U=<1> and Y =y.
Us

By solving the state equation of (7) according to
Theorem 5, ie. Y = CA*BU, we obtain the following
transfer relation in Z,,,[7]:

Y =(5y2y* 10G3y)")U. ®)
Remark 19. Algorithms and software tools are now
available in order to establish such a transfer relation
starting from the state representation (software tools
(SW, 2000), algorithms (Gaubert, 1992; Cottenceau,
1999).

3.2. Periodicity, causality and realizability

The transfer relation of a TEG is characterized by
some periodic and causal properties which we recall
below. Let us consider a series s = @, S(k)y* in Znae[7]-
The support of s is defined by Supp(s) = {ke Z|s(k) # ¢},
and its valuation corresponds to the lower bound
of Supp(s), i.e. val(s) =min{keZ|s(k) #¢}. A series
S€Zmax[[y] such that Supp(s) is finite is said to be
polynomial.
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Fig. 1. A TEG endowed with a controller (dotted lines).

Definition 20 (Causality). A series s € Z ., [[7] is causal if
s =¢ or if {val(s) >0 and s3=7""'®}. The set of causal
elements of Z.,[y] has a complete dioid structure
denoted 7. [7].

Definition 21 (Periodicity). A series s€ Z y.[[7] is said to
be periodic if it can be written as s = p@gq(ty*)* with
p and ¢ two polynomials and v,r € N. A matrix is said to
be periodic if all its entries are periodic.

Definition 22 (Realizability). A series seZ.[y] is
said to be realizable if there exist three matrices 4, B
and C with entries in Nu{ — o0, + o0} such that
s = C(yA)*B. A matrix is said to be realizable if all its
entries are realizable.”

Theorem 23 (Cohen et al., 1989). The following state-
ments are equivalent:

® A series s is realizable.
® A series s is periodic and causal.

The set of periodic series of Z,,,,[7] has a dioid structure
which is not complete. Nevertheless, we have the follow-

ing property.

Theorem 24 (Max Plus, 1991). Let s; and s, be two
periodic series of Z o [7]. Then, s, Rsz is also a periodic
series.

Theorem 25 (Cottenceau, Hardouin, Boimond, &
Ferrier, 1999). The  canonical  injection Id,. :
23] = Zmax[y] is  residuated. We  denote by
Pri :Zmaly] = Zax[7] its residual.

71n other words, a series s is realizable if there exists a TEG of which
s is the transfer relation.

The series Pry(s) is the greatest causal series less
than or equal to s. From a practical point of view, for
all s€Zya[y], the computation of Pr.(s) is obtained
by:

Pro(@rezs(k)y) = ®rezs+ (k)

- s(k) if (k,s(k)) = (0,0)
s+ (1) = {s otherwise.

where

Theorem 26. Let s be a periodic (not necessarily causal)
series of Zyax|[7]- Then, Pr(s) is the greatest realizable
series less than or equal to s.

Sketch of proof. The Pr, mapping simply amounts to
zeroing terms of a series which are not with positive
coefficient or exponent. Then, if s is periodic, Pr (s)
remains periodic. Finally, Pr, (s) is both periodic and
causal, i.e. realizable (cf. Theorem 23). [

4. Feedback controller synthesis
4.1. Problem statement

In Zax[[7], the behavior of an m-input p-output TEG
can be described by a state representation such as (7)
where U € Z o [[7]™ and Y € Z 4 [7]?. The input-output
transfer relation is then expressed by Y = HU where
the matrix transfer function H = CA*B belongs to
Lo 1]

We focus here on controller synthesis such as:

e output feedback controller: a controller, denoted F, is
added between the output Y and the input U of the
nominal system (see Fig. 2(a)). Therefore, the process
input verifies U = V@O FY, and the output is described
by Y=HWV®FY). According to Theorem 5, the
closed-loop transfer relation (depending on F) is then
equal to

Y = (HF)*HV. )

® state feedback controller: a controller, denoted L, is
added between the internal state® X and the input U of
the system (see Fig. 2(b)). The input is then described
by U =V@®LX. It can be checked that the transfer
relation becomes:

Y = H(LA*B)*V. (10)

® output feedback on state controller: a controller, de-
noted S, is added between the output and the
internal state (see Fig. 2(c)). The state evolution is then
described by X = AX@®BU®SY. The input-output

8 Such a control structure implies that the internal state used for the
control is measurable or is reconstructed (Gazarik & Kamen, 1997).
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Fig. 2. System H = CA*B with an output feedback F (-a-), a state
feedback L (-b-) and an output feedback on state S (-c-).

transfer relation is given by:
Y = (CA*S)*HU. (11)

Remark 27. The controller S located between the output
and the internal state behaves like inhibiting” arcs. For
instance, these arcs are depicted in dotted lines in Fig. 1.
Therefore, such a structure of control preserves a suitable
meaning provided that one can effectively control the
internal transitions, i.e. one can delay their firings when
necessary.

The objective of the model reference control is to im-
pose a desired behavior (G,) to a given system (H) while
finding the best controller carrying out this objective.
More precisely, by denoting G the transfer relation of
the controlled system with controller C, we try to deter-
mine C such that

GC < Gref' (12)

Constraint (12) may be literally expressed as: the closed-
loop system is at least as fast as the reference model. In
addition, by assuming that there may exist several con-
trollers C;, ie{l,...,n}, leading to the same controlled
transfer, i.e. G¢, = --- = G¢,, we focus on the greatest
one (when such an optimal exists): the greatest is the one
which delays as much as possible the input in the system.
Therefore, in the TEG context, this supremal controller
minimizes the amount of tokens in the controlled TEG.

In short, for a given reference model, the problem
tackled here consists of finding the greatest controller
C (when it exists) checking G¢ < G,¢. Therefore, according
to (9)—(11), we have to find, for a given G,, the greatest
solution in F (resp. L and S) for inequality (13) (resp. (14)
and (15))

(HF)*H< Grefs (13)
H(LA*B)*< Grefa (14)

° The supplementary arcs due to the controller authorize or prohibit
the firing of the controlled transitions.

(CA*SY*H < Grer. (15)

In other words, this amounts to studying the
properties of mappings x—(Hx)*H, x—H(xA*B)* and
x> (CA*x)*H with respect to the residuation theory.

4.2. Ouput feedback synthesis

Let us define the mapping My :Z,.[y]"*" -
Zmax[7]7 ™, X —(HX)*H. This mapping represents the
influence of an output feedback X on the closed-loop
transfer dynamics. Clearly, inequality (13) admits
a greatest solution for all reference models G,.; only if
My is residuated. However, according to Theorem 8,
one easily checks that My is not residuated since
My(e) = H # &. Nevertheless, the following result shows
that some restrictions of mapping My are residuated.
That amounts to saying that the inequality (13) admits an
optimal solution only for specific right-hand sides.

Proposition 28. Consider GeZy,[y]"”*™ and De
Zmax [7]7 7. Let us consider the following sets:

9, = {G|3D periodic and causal s.t. G = D*H},
9, = {G|3D periodic and causal s.t. G = HD*}.

The mappings 4, \My and 4, My are both residuated. Their
residuals are such that (4, Mp) (x) = (4, Mp)i(x) =
H \{ X }{ H.

Proof. According to Definition 7, we remark that the
two following assertions are equivalent:

® , My is residuated.
e VD periodic and causal, (HX)H*<D*H admits a
greatest solution.

So, we can concentrate on the second point. Since the
mapping x+— Hx is residuated (cf. Corollary 9) and ac-
cording to (1), we have:

(HX)y*H = HXH)*< D*H < (XH)*< HX(D*H).

According to (5) and (4), we can rewrite
HX(D*H) = HY[D*X(D*H)] = (D*H)X(D*H). Accord-
ing to (6), this last expression shows that H k{(D*H)
belongs to the image of A" Z o [7]™ ™ = Zax [7]™ ™
Since jmy A 1s residuated (cf. Corollary 16), there is also
the following equivalence:

(XH)*< HY(D*H) < XH< HY(D*H).

Finally, since mapping x+> xH is residuated too (cf.
Corollary 9), we verify that X = H &(D*H);{H is the
greatest solution of H(XH)*< D*H, VDeZ .[y]" ™"
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That amounts to saying that 4, | My is residuated. We
would show that ,, My is residuated with analog
steps. O

As recalled in Section 3, working on TEG comes down
to considering only the subset of periodic and causal
series of Z . [[v] (cf. Theorem 23). Then, the results ob-
tained in Proposition 28 must be restricted to that case in
order to be applied to TEG control.

Proposition 29. If G, €9, UY,, there exists a greatest
realizable output feedback F, such that M y(F,)< Gyes. This
greatest controller is given by F, = Pr+(H§ G }{H).

Proof. According to Proposition 28, H R G, %H is the
greatest solution to (HX)*H < G,¢¢. Since G, €9, U5,
G, 1s periodic and causal. Therefore, according to The-
orem 24, H R G ;f H is periodic. Eventually, according to
Theorem 26, Pr, (H &G,ef %H) is the greatest realizable
solution. [

Remark 30. The controller F, is then the feedback con-
troller leading to the control trajectory U = V@F,Y
which delays as much as possible the input of tokens.

4.3. State feedback, output feedback on state

For these two feedback synthesis problems, it is still
a question of checking whether the mappings
x+— H(xA*B)* and x+ (CA*x)*H are residuated or not.
According to Theorem 8§, it is clear that they are not
residuated. Nevertheless, the problem of reference model
control may have an optimal realizable solution, in each
case, if G, is constrained to belong to particular subsets
Of Zmax [7]7 ™

Proposition 31. Let H = CA*B be a TEG transfer matrix.
For all reference models G, €9, there exists a greatest
realizable state feedback L, such that H(L, A* B)* X Gy
This  optimal  solution is  given by L, =
Pr + (H& Gref}{ (A*B))

Proof. As in the proof of Proposition 28, we first have
to show that for all DeZ.,[y]?*? the equation
H(LA*B)*< D*H admits a greatest solution. Since
mapping x+— Hx is residuated, we have the following
equivalence H(LA*B)*< D*H <>(LA*B)*< HY(D*H).
Moreover, we have shown in the proof of Proposition 28
that element H X\(D*H) belongs to the image of
H L o [ 7] ™ = Znax [7]™ ™. Then, since A is re-
siduated, we have (LA*B)*<HY(D*H)<LA*B<
HX(D*H). Since x+>xH is residuated too, we then
obtain that H &(D*H))z{ (A*B) is the greatest solution
to H(LA*B)*<D*H. Finally, if G,; belongs to
Y., H &G,ef ;5 (A*B) is a periodic matrix (by applying

Theorem 24), and Pr+(H§G,ef;5(A*B)) is then
the greatest realizable solution (by applying
Theorem 26). [

Proposition 32. Let H = CA*B be a TEG transfer matrix.
For all reference models G, €9 ,, there exists a greatest
realizable output feedback on state S, such that
(CA*S)*H <X G,os. This optimal solution is given by
S, = Pri((CA*)X G, # H).

Proof. Similar to the proof of Proposition 31. [

Remark 33 (case G,.; = H). Since the identity matrix e is
such that e* = e, we can easily check that He %, and
He%,. This implies that for any TEG it is possible to
apply either a greatest realizable output feedback,'®
a greatest realizable state feedback or a greatest realiz-
able output feedback on state which preserves its own
transfer.

Remark 34. According to Propositions 29 and 31, both
a greatest output feedback controller (F,) and a greatest
state feedback controller (L,) exist when G, € %,. How
about the relation between these two controllers?
According to (4), we can state H X\G,ef y{ H=
HX G, #(CA*B) = [HX G, # (4*B)]# C. In particular,
when A, B, C and G, are realizable, we verify:

Fr = Pr+(H§Greff{H)

= Pr+([H§Gref%(A*B)]%C)

= Pr.(Pry(H XG,f(4*B)) § C) = Pr (L, § C).
Similarly, when G, €%,, we verify F, = Pro(BXS)).

5. Example: output feedback on state controller
synthesis.

We describe a complete synthesis of a controller for the
TEG depicted with solid black lines in Fig. 1. This model
is assumed to represent a workshop'! with 3 machines
(M, M,, M3)whose inputs are described by transitions
X1, X, and x3. We propose to compute the greatest
realizable output feedback on state controller so that the
system has a transfer function close to a given reference
transfer function G,.¢. According to Section 3, the trans-
fer function of the TEG is H = (5y(2y)* 10(3y)*).

Reference model choice. We briefly explain how to
choose a reference model in order to overcome a stability
problem. Indeed, the transfer function H shows the differ-

19 That particular case has already been studied in Cottenceau et al.
(1999).

"1 Thus, we present a way to apply the proposed results in the field of
manufacturing management.
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ence that exists between the production rate of path
u; — y, namely 1/2 token/time unit, and those of path
u, — y,namely 1/3 token/time unit. Therefore, due to the
workshop structure, an instability'* arises as soon as too
many parts are admitted concurrently at inputs u; and
u, because of the difference of production rates of ma-
chines M; and M,: the marking of the place located
between x; and x3; grows without bound. So, a realistic
objective here would be to impose, thanks to the control-
ler, the production rate of the bottleneck machine (M)
to the whole system (i.e. 1 part per 3 time units). Accord-
ing to Proposition 32, the model reference control has an
optimal solution if G, both belongs to ¥, and reflects
the desired production rate. For instance, if we choose
here G,.; = H(3y)*, we obtain

Grer = (593" 1037)%),

which satisfies both constraints.

Controller synthesis. According to Proposition 32,
the controller S, is obtained by computing
Pr+((CA*)\G,ef ;z{ H). First, according to state repres-
entation (7), we can obtain the matrix

CA* = (Sp(Zyy* 10B3y)*  2(2y)*).
Then, we can compute the controller. We obtain
(CAMX G f H = (= 5713y — 1037)* —2G3y)*)
which is clearly not causal (but periodic) and eventually
S, =Pri((CA*) X G, # H)

= (LyGy* 2*Cy)* 13y

A realization of that optimal controller is drawn in Fig. 1
(dotted arcs). Let us note that the computation of the
closed-loop transfer function leads to

Gs, = (CA*S)*H = (5y(37)*  10Q37)*).

Remark 35. This synthesis has been done by using free
software tools available on SW (2001). This tools allow
manipulating periodic series in dioids Z,..[7], Zmin[0]
and .43} [y, 0] (isomorphic dioids). Let us note that some
other examples are developed in Cottenceau et al. (1999)
(output feedback), Cohen, Gaubert, and Quadrat

12 A TEG is said to be stable if the marking of all its internal places
remains bounded whatever be the input sequence (Max Plus, 1991). The
problem of TEG stabilization has been reconsidered in Commault
(1998).

(1998) (output feedback) and Cottenceau (1999) (all these
structures are illustrated).

6. Conclusion

In this paper, we have presented the synthesis of con-
trollers for TEG in a model reference control objective.
We have shown that for some realizable reference models
it is possible to obtain an optimal realizable controller
(output feedback, state feedback or output on state feed-
back). One may envisage an application of these control-
lers in the field of production management where such
controllers can be seen as a generalization of the well
known Kanban principle.
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Sur la commande linéaire de systemes a evénements
discrets dans 'algebre (max,+).

LaurentHARDOUIN

Résumé

Ce mémoire a pour vocation de prouver aux membres du jury ma capacité a diriger des recherches. Il est
organisé de la maniere suivante :

La premiére partie regroupe mon curriculum vitae, et une liste de publications.

Le chapitre2 est une présentation générale d’'une partie des travaux que j'ai initié au cours de la derniére
décennie. Dans un souci de cohérence d’ensemble je n’'ai présenté que les travaux relatifs a la commande
de systemes (max,+) linéaires. lls constituent le dénominateur commun aux trois théses que j'ai enca-
drées. Ce chapitre inclut quelques nouveautés a I'attention du lecteur averti, notamment la synthése d’'un
observateur d’état est introduite pour la premiere fois ici. Il se termine sur la présentation de quelques
perspectives de recherche. La troisiéeme partie regroupe quelques publications qui permettront au lecteur
de retrouver les preuves des résultats énoncés dans le second chapitre.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioides, robustesse, commande en présence de
perturbations, algébrenfax,+), analyse par intervalles, juste a temps





