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Résumé

Les systemes dynamiques a événements discrets mettant en jeu des phénomeéenes de synchronisation
peuvent étre modélisés par des équations linéaires dans les algébres de type (max,+). Cette propriété
a motivé I'élaboration de ce que I'on appelle communément la théorie des systémes linéaires dans les
dioides. Cette théorie présente de nombreuses analogies avec la théorie conventionnelle des systémes
linéaires continus et permet notamment d’aborder des problemes de commandes.

La premiére contribution concerne 'analyse de la robustesse de lois de commandes pour des systémes
(max,+)-linéaires. L'objectif est de caractériser I'ensemble des systémes préservant les performances
recherchées lors de la synthese. Autrement dit, nous cherchons a caractériser les marges de variations ou
dérives du systéme admissibles vis a vis des critéres de performances imposés.

Ensuite, le probléme de commande robuste est considéré. Cette fois nous supposons connue, sous forme
d’intervalles, 'amplitude de variation des paramétres du systéme a commander et nous cherchons I'en-
semble des correcteurs permettant d'atteindre un objectif donné. Au préalable est introduit un dioide
d’intervalles, qui permet de modéliser les systémes incertains sous forme de matrices d'intervalles in-
cluant 'ensemble des comportements possibles du systeme. La synthése de contrbleurs présentée dans
le cas déterministe s’étend alors naturellement au contexte incertain.

La derniére partie de ce mémoire traite du probleme de commande en présence de perturbations. En
se conformant a la littérature sur les systémes continus conventionnels, nous montrons que ce probléme
présente de fortes analogies avec le probléme classique du rejet de perturbations. Il est notamment montré
gu'il est possible de synthétiser des contréleurs optimaux préservant I'état du systéme dans le noyau de
la matrice de sortie.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioides, robustesse, commande en présence de perturba-
tions, algébrerhax,+), analyse par intervalles

Abstract

Discrete event dynamic systems involving synchronization phenomena can be modelled by linear equa-
tions in some dioids. This property justified the development of what one commonly calls linear system
theory in dioids. This theory presents many analogies with the classical linear system theory and allows
to tackle control problems.

The first contribution concerns the robustness analysis of control laws for (max,+)-linear systems. The
objective is to characterize the set of systems preserving the desired performances at the time of the
synthesis. In other words, we try to characterize the acceptable variation margins or drifts for the system
with respect to the imposed performances criteria.

Then, the robust control problem is addressed. This time we suppose known, in the form of intervals,
the amplitude of parameter variations of the system to be control and we seek the controller set allowing
to achieve a given objective. As a preliminary a dioid of intervals is introduced, it makes possible to
model the uncertain systems in the form of interval matrices including the set of all possible system
behaviors. The controller synthesis presented in the deterministic case spreads then naturally to the
uncertain context.

The last part of this report, deals with the problem of control in the presence of disturbances. Following
the literature on classical continuous systems, we show that this problem presents strong analogies with
the classical problem of disturbance decoupling. In particular it is shown that it is possible to synthesize
optimal controllers preserving the system state trajectories in the kernel of the output matrix.

Keywords: discrete event systems, dioid, robustness, control in presence of disturbances, interval anal-
ysis
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Notations

max . dioide(Z U {—o0, +o0} , max, +), appelé aussi algébfenax, +).
min : dioide(Z U {—o0, 00}, min, +), appelé aussi algébfenin, +).
max|[7] : dioide des séries formelles gra exposants dar et a coefficients dar,, .

N N N N

min[0] : dioide des séries formelles éra exposants dari et a coefficients darg,y, .
B[, d] : dioide des séries formelles ereto a exposants dar et a coefficients booléens.
MZ%~, 4] : quotient du dioid@]~, 6] par la relation d’équivalence :

n

VA, B € B[v,d] , A=B < ~* (5_1)*14:7* ((5—1)*B

M [, 8] : dioide des élément causaux.4¢® [, §]

ImII : image de I'applicatiodl : S — 7, ImIl = {II(s) | s € S}.

11, 4 : restriction de I'applicatiodl au domaineA.

Il : restriction de I'applicatiol au codomainé3 (avecimlIl C B).

114 : restriction de I'applicatiol au domained et au codomainés (avecll(A) C B).
IT* : application résiduée de I'applicatidh: S — 7, II*(t) = {s € S | TI(s) < t}.
L, : produit & gauche par, L,(z) = a ® x.

R, : produit a droite pat, R, (z) = = ® a.

K : application étoile de Kleene définie sur un dioide complgt) = s* = P, st
P : application "plus" dérivée de I'étoile de Kleer(s) = s™ = s @ s* = P>, st
akb : notation utilisée pour représentbi(b).

bja : notation utilisée pour représentgf (b).

Iy @ injection canonique d’'un sous-ensembl@e S, Iy : U — S

Pry : application résiduée de l'injection canoniqie; : S — U.

C(D) : dioide de couples, issu d'un produit direct de dioides.

Co(D) : sous-dioide d€ (D) constitué des couples ordonnési@).

I(D) : dioide d'intervalles.

S(D) : ensemble des idéaux principaux d’un diofde

Z(A,K) : ensemble des idéaux principadxinvariants inclus dans un idéal principél
V* : plus grand idéal principal-invariant inclus dans un idéal principél

V : plus grand idéal principdld ¢ BF)-invariant inclus dans un idéal principl

V : plus grand idéal principdld & BFC)-invariant inclus dans un idéal principil
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Introduction

La théorie desystémes dynamiques a événements dissétiéresse a l'analyse et a la conduite
de systémes qui sont souvent de conception humaine. On peut par exemple citer les systémes de pro-
duction (ateliers flexibles, lignes d'assemblagédhen et al., 19§3ohen et al., 19§5les réseaux de
communication (réseaux informatiquekg[Boudec and Thiran, 20D&t les systémes de transport (rou-
tier, ferroviaire ou aérien)Lotito et al., 2001 Houssin, 200B

De facon informelle, les systémes a événements discrets peuvent étre définis comme des systémes
dans lesquels les variables d’état changent sous I'occurrence d’événements. lls ne peuvent généralement
pas étre décrits, a I'instar des systémes continus classiques, par des équations différentielles en raison de
la nature des phénomeénes qui entrent en jeu, notamment des phénoménes de synchronisation ou d’ex-
clusion mutuelle. Ces systeémes sont alors souvent représentés par des modeles états-transitions. Les plus
connus sont les automates d’'états finis qui servent pour représenter les systémes déterministes les plus
simples, les chaines de Markov pour leur analogues stochastiques et les réseaux de Petri pour des sys-
temes plus complexes qui comportent a la fois des phénoménes de synchronisation, de concurrence et de
parallélisme.

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur I'approche communément dhpeléedes systemes
linéaires dans les dioide€ette théorie, qui a vu le jour au début des années 80, concerne essentiellement
les systémes dynamiques a événements discrets qui mettent en jeu des phénoménes de synchronisation.
Plus précisément, il a été mis en évidence que cette classe de systémes admet une représentation linéaire
a condition qu’elle soit décrite dans une structure algébrique particuliére agjiaide Depuis l'intro-
duction de cette théorie, de gros efforts ont été entrepris afin de transposer, ou d’adapter, les concepts et
résultats de la théorie conventionnelle des systémes linéaires dans cette structure. Sans étre exhaustif, il
est possible de lister certains des résultats existants :

e Les problémes de représentation (réponse impulsionnelle, description dans I'espace d'état) ont
été abordés. On trouve également, 'approche matrice (ou fonction) de transfert, introduite par
l'intermédiaire de transformées comparables a la transforméedena théorie des systémes en
temps discreiCohen et al., 194

e Des méthodes d’analyse spectrale ont également été développées. Ces méthodes d’'analyse four-
nissent des éléments d’évaluation de performance du systeme a événements discrets modélisé.

e Les concepts de stabilité interne, de contrélabilité structurelle, ainsi que d’observabilité structu-
relle, ont été définisGohen et al., 198X ohen et al., 1991

e Une véritable approche géométrique pour ces systemes a également été introduite
[Cohen et al., 1996Cohen et al., 1997 On connait I'efficacité de ces méthodes en théorie des
systemes linéaires classiques.

e Certains problémes de commande ont pu étre résolus pour ces systémes. On peut mentionner
la commande en juste-a-temg3dhen et al., 19§9Plus récemment, la commande avec modele

10On pourra également utiliser le ternsgstémes a événements discrets gardant a I'esprit qu'il s’agit d’'un systéme
dynamique.

Xiii
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de référenceQottenceau et al., 20Q[Luders and Santos-Mendes, 2D(i2aia et al., 200Bet la
commande adaptativlenguy et al., 2000ont également été étudiées.

Le travail présenté dans ce mémoire se situe dans la continuité de ces travaux. Plusieurs problémes de
commande sont abordés. Tout d’abord, il s'agit d’étudier la robustesse d’'un systéme pour lequel une loi
de commande optimale en boucle ouverte ou en boucle fermée a été synthétisée. Plus précisément, cela
va consister a caractériser I'ensemble des valeurs que peut prendre le systéme sans pour autant remettre
en cause le caractére optimal de la loi commande. Nous abordons également le probléme de synthése
de correcteurs pour des systémes incertains, c'est-a-dire des systémes dont les paramétres ne sont pas
connus avec exactitude. Enfin, on s’intéresse a la traduction dans les dioides d’un probléme tres clas-
sique de la théorie des systémes, le probléme du contrdle en présence de perturbations.

Ce mémoire est structuré en cing chapitres comme suit :

e Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires a la représentation et
a la commande des graphes d’événements temporisés. Nous donnons tout d’abord des résultats
généraux sur les structures ordonnées et treillis. Nous mentionnons également le concept d’idéal
et de filtre dans un ensemble ordonné. Ces résultats jouent un rdle clé dans le chapitre cing sur la
commande en présence de perturbations. Une part importante de ce premier chapitre est ensuite
consacrée a la théorie de la résiduation. En particulier il est mis en évidence que certaines appli-
cations non résiduables peuvent bénéficier de restrictions résiduables. Nous donnons également
guelques éléments sur les correspondances de Galois ; celles-ci permettent de revisiter certains ré-
sultats de la théorie de la résiduation. La derniére partie de ce chapitre est entierement dédiée a la
présentation des dioides et de leurs liens avec les structures ordonnées présentées dans la premiére
partie.

e Le second chapitre présente la modélisation des graphes d’événements temporisés sur différents
dioides rencontrés dans la littérature. Nous insistons particulierement sur la présentation du dioide
M2, 0], qui sera le dioide considéré pour toutes les illustrations présentées dans ce mémoire.
L'avantage de cette structure concerne le transfert entrée-sortie d'un GET qui se présente alors
sous forme d’'une matrice rationnelle. Dés lors, I'étude des GET est liée a l'algébre des séries
rationnelles deV1{*[~, §]. Ce chapitre doit étre considéré comme une synthése bibliographique.

n

e Dans le troisieme chapitre, nous étudions la synthése et la robustesse de lois de commande en
boucle ouverte et en boucle fermée pour les systémes, +)-linéaires. Nous désirons en parti-
culier déterminer des marges de variations "admissibles" pour le systéme commandé. Nous enten-
dons par marges admissibles, les régions dans lesquelles le systéme peut varier sans remettre en
cause l'optimalité de la commande. Pour la boucle ouverte, I'étude de la robustesse repose sur un
résultat démontré a I'aide des correspondances de Galois, nous caractérisons alors le plus grand
systeme admettant la méme commande optimale que le systéme nominal. Pour la boucle fermée,
I'étude de la robustesse, quant a elle, découle d’'un résultat sur la résiduation de fermetures.

e Dans le quatriéme chapitre, nous examinons le probléme de synthése de contréleurs robustes vis-
a-vis des incertitudes paramétriques du systéme. Dans un premier temps, nous introduisons un
dioide d’intervalles, ce dioide permettra par la suite de modéliser le comportement d’'un systéme
(max, +)-linéaire qualifié d’'incertain. Dans le cas de GET, ces incertitudes se traduisent par le
fait que le nombre de jetons ou la durée des temporisations ne sont pas connus avec preécision,
on connait seulement leurs amplitudes maximales de variation, par conséquent nous supposerons
gu'ils appartiennent a des intervalles. Ensuite, nous montrons en particulier que I'application pro-
duit définie sur le dioide d’intervalles est résiduable. C’est en partie sur ce résultat que repose la
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synthése de contrbleurs robustes. Enfin, nous utilisons ces résultats dans un exemple ou I'objectif
est de caractériser 'ensemble des correcteurs stabilisant un graphe d’événements temporisé.

e Dans le cinquiéme chapitre, nous nous intéressons au probleme de commande de systéemes
(max, +)-linéaires en présence de perturbations. Dans le cas de GET, ces perturbations ont pour
effet de retarder le franchissement des transitions internes et par conséquent de ralentir le fonc-
tionnement global du systéme. Notre objectif est de prendre en compte ces informations dans
I'élaboration de la commande. Pour cela, nous introduisons tout d’abord la notion d’idéaux prin-
cipaux invariants. Ensuite, nous montrons que pour certains idéaux principaux invariants il existe
une commande en boucle fermée permettant de conserver I'état du systéme a l'intérieur de ceux-
ci. Ces propriétés, nous permettent alors de donner I'expression de plusieurs correcteurs de type
retour d'état et de type retour de sortie. Ce chapitre se termine par une illustration représentant un
atelier de production dans lequel I'objectif est de synthétiser un correcteur permettant de diminuer
les stocks internes du systéme dans le cas ou une perturbation survient.

e Une annexe présente les scripts Scilab qui ont permis de calculer les exemples proposés tout au
long du mémoire. Il s’agit de scripts utilisant la boite a outils Lminmaxgd développée en C++
au laboratoire. Une partie des travaux de thése a été consacrée au développement de cette boite a
outils.






CHAPITRE 1

Outils algébrigues

1.1 Introduction

Ce chapitre présente les outils algébriques utilisés dans le cadre de ce mémoire. Sans étre exhaustifs,
nous proposons une présentation suffisamment détaillée permettant au lecteur non initié d’appréhender
efficacement la suite de ce rapport. Les ouvrages ayant servi a sa rédactioBigdmff, 1940,

[Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1954 [Blyth and Janowitz, 1972 [Cuninghame-Green, 19]9
[Baccelli et al., 199p [Gaubert, 199R Ce chapitre est construit de la fagon suivante.

Dans les sectionk 2, 1.3 et1.4 sont présentés un ensemble de définitions, de notations et de résultats
relatifs aux structures ordonnées et aux treillis. Nous rappelons notamment des résultats généraux sur les
idéaux et les filtres d’une structure ordonnée ainsi que sur les applications isotones et les morphismes de
treillis [Dubreil and Dubreil-Jacotin, 195#Birkhoff, 194(.

Aprés avoir présente les treillis, nous détaillons dans la settiola théorie de la résiduation. Cette
théorie concerne des applications croissantes définies sur des ensembles ordonnés et permet sous des
hypothéses de continuité de caractériser la plus grande solution de I'inéqli&tion< b ou la plus
petite solution de I'inéquatiof () > b [Blyth and Janowitz, 1972

Tout d’abord nous rappelons les principales propriétés des applications résiduables. Nous présentons
ensuite les restrictions d’application, ce qui nous permet d’aborder I'étude d’applications "partiellement
résiduables”, c’est-a-dire pour lesquelles une plus grande solution existe si le domaine ou le codomaine
sont restreints a un sous-ensemble. En particulier, il apparait dans lalpéudiee la restriction d’'une
fermeture a son image est une application résidu@igt and Janowitz, 197 :Cottenceau, 1999

La théorie des correspondances de Galois permet de revisiter certains résultats de la théorie de la
résiduation, lorsque les applications étudiées sont décroissantes. Aprés avoir rappelé la définition et les
propriétés des correspondances de Galois, nous montrons dans ld @aiteie la notion de corres-
pondance de Galois et la notion d’application résiduable coincident, a un renversement d’ordre prés
[Blyth and Janowitz, 197 :Akian et al., 200p

Le paragraphe suivant est consacré a I'étude des dioides. Le but de cette partie est de faire le lien
entre ces structures algébriques et les résultats sur les ensembles ordonnés. Nous rappelons notamment
gu'un dioide est doté d’une structure de treillis et que la théorie de la résiduation s’applique naturellement
[Cohen et al., 19§Baccelli et al., 1992Cohen, 199¢a

Depuis quelgues années I'équipealk, +) de 'INRIA a développé une approche géométrique
comparable a I'approche développée daverhham, 1985Basile and Marro, 1992 L'approche géo-
métrique est notamment connue en théorie des systémes pour apporter un regard différent sur cer-
tains problémes de commande. Les paragraphxset 1.13 énoncent certains des résultats obtenus
[Cohen et al., 1998Cohen et al., 199 Tohen et al., 1998b



2 CHAPITRE 1 — Ouitils algébriques

1.2 Structures ordonnées et treillis

Cette section présente les points clés de la théorie des treillis. Les treillis sont des concepts mathé-
matiques que I'on peut manipuler en tant gu’ensembles ordonnés ou en tant que structures algébrigues.
Les treillis ont été amplement étudiés dans la littérature, nous renvoyons le lecEidkhéff, 194
et |Dubreil-Jacotin et al., 1993%our cette partie. Des rappels sur la théorie des treillis sont également
donnés dandaccelli et al., 199Pet [Blyth and Janowitz, 1972

1.2.1 Structures ordonnées

Définition 1.1 (Ensemble ordonné).Un ensemble ordonnést un ensemblé& muni d’'une relation
d’ordre, c’est-a-dire une relation binaire qui est réflexive, antisymétrique et transitive. Cette relation sera
notée= et un ensemble ordonné sera n@f <).

Un ensemble est dibtalement ordonnéi deux éléments quelconquest s’ sont toujours compa-
rables, c’est-a-dire silona< s’ ous’ < s.
La notations < s’ signifies < s’ ets # .

Remarque 1.2. En présence d’ambiguités sur I'ensemble considéré, nous désignerons par la notation
=g l'ordre d’'un ensembles.

Tout sous-ensembl€é d’'un ensemble ordonn, <) peut également étre ordonné par la restriction
de I'ordre deS aux éléments d&, notée=<;;. Cet ordre restreint est simplement défini par

u,' cUCS, u=u <= u=yv.

Remarque 1.3.Si(S, <) est partiellement ordonné, un sous-ensermble S, ordonné par la restriction
de=< aU, peut étre tel que tous les élémentddsoient incomparables deux & deux. L'ensenible<)
est alors dit totalement non ordonné.

Un ensemble ordonné fitiS, <) peut étre représenté par un graphe apgelgramme de Hasse
Chaqgue élément d& est représenté par un somme}. (Un arc reliant deux sommets du diagramme
signifie que les éléments représentés par ces sommets sont comparables. Par convention, l'ordre est
croissant dans le sens du bas vers le haut du diagramme.

d a etb sont incomparables

IA
9}

a=<c¢c, b=<c c=xd

a b a=d, b=<d (partransitivité de I'ordre=x)

Figure 1.1 —Diagramme de Hasse d’'un ensemble ordof{lgb, ¢, d}, <)

Pour la figurel.1, 'ensembleS = {a, b, ¢, d} est partiellement ordonné pour I'ordredécrit par le
diagramme. Le sous-ensemiife= {a,b} C S est un ensemble ordonné par la restriction-da U.
Néanmoins, dans ce cas prég¢is, <) est totalement non ordonné (remardué).
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Remarque 1.4.Un ensemble totalement ordonné est également appelé une chaine en référence a son
diagramme de Hasse qui en est une.

Exemple 1.5 (Ensembles ordonnés).
e (R,<),(Z,<),(N,<),(Q,<)ou< estlordre naturel, sont totalement ordonnés.

e SoitS un ensemble. L'ensemble des partiessdaotéP(S), est un ensemble ordonné par I'inclusion.
Cet ensemble ordonné est ng#@é(S), C). Il s'agit d’'un ordre partiel. Par exemple, deux sous-
ensembles disjoints d&ne sont pas comparables suivant I'ordre

e Soit(S, <) un ensemble ordonné. L’ensemble des vectéu(r}) deS?*! est ordonné par I'ordre

(5)2(3) = esoanzn

Méme six est total surS, I'ordre qu’il induit sur S?*! n’est que partiel.

Remarque 1.6.0n dira que deux ensembles ordonnés sont isomorphes si leurs diagrammes de Hasse
ont la méme forme.

Définition 1.7 (Majorant, minorant). SoitS un ensemble muni d’'une relation d’ordreet U un sous-
ensemble dé.

On appellaninorantde U tout élément de S tel queVu € U, s < u.
On appellemajorantde U tout élément’ de S tel quevu € U, u < .

Définition 1.8 (Bornes d’un ensemble).Un sous-ensemblg C S est ditbornés’il admet un majorant

et un minorant. Lorsque I'ensemble des majorant& @eun plus petit élément, ce plus petit élément est
appeléborne supérieureleU. On le notesup(U) ou\/ U. De méme lorsque I'ensemble des minorants
deU a un plus grand élément, on I'appelierne inférieurede U (notéeinf(U) ou A U).

Exemple 1.9. Soit 'ensembleS = {a,c,d, e, f, g, h,j} partielement ordonné pour I'ordre< décrit
par le diagramme de la figuig.2. Soit le sous-ensemblé = {a,d, h,j}. L'ensemble des majorants
s ={f,j} etl'ensemble des minorants= {c, d, g} deU sont hachurés. Remarquons gue(U) = j
etinf(U) = d. Notons qu’un minorant (resp. majorant) den’appartient pas forcément@.

Remarque 1.10 (Eléments particuliers dans un ensemble ordonnéRans un ensemble ordoni®
on appelle plus petit élément, un élémeattel que I'on aites < s pour touts € S. Notons qu’un tel
élément, s'il existe, est nécessairement unique, car s'il y en avait dgtc’s, on auraites < ¢’ et
€l 2 es, donces = €.

De méme, on appelle plus grand élément, un élémegntel que I'on aits < T pour touts € S.
Notons également qu'un tel élément, s'il existe, est nécessairement unique.

1.2.2 Demi-treillis et treillis

Définition 1.11 (Demi-treillis). Un sup-demi-treillisest un ensembl§ ordonné, dans lequel tout couple
d’élémentqs, s’) admet unéorne supérieuréplus petit majorant) notéeip(s, s’) ousV s’. De méme,
un inf-demi-treillis est un ensemblé& ordonné, dans lequel tout couple d'élémefitss’) admet une
borne inférieure notémf(s,s’) ous A .
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Figure 1.2 —Représentation de I'ensemble des majorants (resp. minorants) du sous-erisemsle

Remarque 1.12 (Principe de dualité).Notons=,, l'inverse de la relation d’ordre<. Si (S, <) est

un sup-demi-treillis, alorgS, <qp) est un inf-demi-treillis, et vice versa. Par conséquent, une relation
impliquant=, Vv et A reste vraie en remplagant par <op et en permutant et A. Il s’agit du principe

de dualite.

Définition 1.13 (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonri&, <) qui est a la fois un sup-demi-
treillis et un inf-demi-treillis ; autrement dit, un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant.

Exemple 1.14.
o (N*, <4iv), oU l'ordre surN* est défini par

a =giv b <= a diviseb, (1.1
est un treillis. Les lois de treillis d&N*, <4;,,) sonta vV b = ppcnia, b) eta A b = pgcda, b).

Définition 1.15 (Sous-treillis). On appelle sous-treillis d’un treilli§, un sous-ensemblg de S qui,
avec chaque couple:, v’} deU contient aussiVu' etuAu' danslU. On dit aussi que ce sous-ensemble
est fermé pour les loig et A.

Remarque 1.16.1l faut noter qu’un sous-ensemhblépeut étre un treillis sans étre un sous-treillis8e

Exemple 1.17.Considérons le diagramme de Hasse d'un treillis ihcontenant 8 éléments (figure
1.3). On remarque que les ensemblgs d, e, b}, {h,d, f,a} sont des sous-treillis, il en est de méme
pour 'ensembl€d h, f, ¢, g} qui en outre est une chaine.

Par contre, 'ensembléh, d, e, a} n’est pas un sous-treillis, catV e (c.-a-d.b) ne fait pas partie de
'ensemble.

Néanmoins on voit qugh, d, e, a} est un treillis (pour la relation d’ordre existant entre d, e eth
dansS) mais pas un sous-treillis d& puisque danga, d, e, h},d V e = a alors que, danss, d V e = b.
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g
a &
b
d f
h

Figure 1.3 —Diagramme de Hasse du Treilli§, <)

Définition 1.18 (Demi-treillis complet et treillis complet). Un sup-demi-treillis (resp. inf-demi-treillis)
S est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble (fini ou infirs) @@met un plus petit
majorant (resp. un plus grand minorant) d&&Jn treillis est dit complet s’il est a la fois inf-complet et
sup-complet.

Remarque 1.19.Pour un sup-demi-treillis complet no{&, V), la borne sup de tout sous-ensemble de
S est définie, y compris pout. Un sup-demi-treillis comple$ a donc nécessairement un plus grand
élément not& s = \/ s s . Pour la méme raison, un inf-demi-treillis comp(et, A) a toujours un plus
petit elément notés = A, s s. En outre, un demi-treillis fini est complet (sup-complet ou inf-complet)
et un treillis fini est complet.

Exemple 1.20.
e En ajoutant I'élément-oo & Z, 'ensemblgZ U {+o0}, <) est totalement ordonné sup-complet.
e En revanche(Q U {+o0}, <) est un ensemble totalement ordonné qui n’est ni sup-complet ni inf-

complet. Par exemple, le sous-ensembles Q |z < v/2} deQ n’a pas de plus petit majorant
dansQ.

Théoréme 1.21.Un sup-demi treillis comple$ est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus
petit éléments.

Démonstration.
(=) si S estun treillis complet alors il admet un plus petit élémsn{cf. définition/1.18 et remarque
1.19.

(<) supposons qué& est un sup-demi-treillis complet et posséde un plus petit élémergoitU =
{ta }aca Un sous-ensemble non vide deet M = {mg}gcp I'ensemble des minorants dé.
L'ensemble) est non vide puisques € M. Posonsn = \/ ;. g mg ; I'élémentm est défini dans
S puisqueS est complet.

Par définition de I'ensembl&/,

Vue € U,Vmg € M, mg = Uq,
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ou encore,
Yug, € U, m = \/ mg = Ug.
BeB
Donc m est minorant dd/, et par conséquent, le plus grand des minorant§/ ddout sous-
ensemble non vide d& admettant un plus grand minoragt,est un inf-demi-treillis complet et
donc également un treillis complet.
O

Remarque 1.22.En raison du principe de dualité énoncé dans la remaifjie, on peut énoncer le
dual du théoréme précédent : un inf-demi-treillis complet est un treillis complet si, et seulement si, il a
un plus grand élément s.

Remarque 1.23.Les définitions précédentes de demi-treillis et treillis ont été introduites de fagon en-
sembliste, elles font uniguement intervenir les propriétés de la relation d’etdtéfinie sur I'ensemble.
Il est intéressant de faire le lien entre ce point de vue ensembliste et le point du vue algébrigue.

En algébre, un treillis est parfois défini comme un ensemble muni de deux opérations binetires
jouissant des propriétés classiques d’associativité, de commutativité et d’'idempotence, et de la propriété
dite d’absorption :z A (x Vy) = x = z V (z A y). Dans ce cas, la notion d’ordre peut étre dérivée ;

x =< y est par définitiont = x Ay (ouz Vy = y).

C’est la une des principales raisons de I'importance de la notion de treillis : elle permet de rem-
placer la relationz < y par des équations Vy = y < = Ay = x, et par conséquent de traiter les
guestions relatives a I'ordre par des moyens algébriques : des opérations, des équations. De plus, il est
désormais possible de remplacer I'expression "Sain treillis” par (S, <) ou par (S, V, A).

1.3 Idéaux et filtres

1.3.1 Idéaux

Définition 1.24 (Idéaux dans un ensemble ordonné)Soit S un ensemble ordonné. On appeatéal
("lower set" en anglais) d§ toute partie non vidé de S satisfaisant

(relety<z)=yecl.
De méme un idéal principal ("closed lower set" en anglais) (généré)mbeS est un idéal de la forme :
[—z] = {yeS|ly=2z}

1.3.2 Filtres

Définition 1.25 (Filtres dans un ensemble ordonné)Soit S un ensemble ordonné. On appédilee
("upper set" en anglais) dgtoute partie non vidé' de S satisfaisant

(reFety>=z)=ycF.
De méme un filtre principal ("closed upper set" en anglais) (généré)mbeS est un idéal de la forme :

[z,=] = {yeSly=z}
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Exemple 1.26.0n considére 'ensemble ordonné de la figltd. Les ensemble&e} et {a,b, ¢, d, e}
sont des idéaux. D’autre parfa,b,d, f} et{a,b,c,e} sont des idéaux principaux, 'un généré phar
et l'autre pare. Par contre, 'ensembléb, d, e} n'est pas un idéal. D’autre part{d, f, g} est un filtre
principal généré patl. Par contre{a, b, d, f} est un simple filtre.

/e g
d e
b c
a®

Figure 1.4 —Idéaux et Filtres dans un ensemble ordonné.

1.3.3 Cas d'un treillis

Dans un treillis, on considére a la fois la notion d'idéal et de filtre. Dans un treillis, tout idéal principal
(resp. tout filtre principal) est un sous-treillis.

Exemple 1.27. On considére le sous-ensemble fini deN* <y,), défini par
{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}. Cet ensemble correspond a I'ensemble des diviseur§0de
On considére alors le treillis suivant :

Figure 1.5 —Treillis des diviseurs déo0.

Dans ce treillis, nous avons représente :
- L’idéal principal généré par I'élémertt, c’'est-a-dire[—, 6] = {1,2, 3,6} (en tirets). On remarque
que[«, 6] est fermé poun etV.
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- Le filtre principal généré par I'élémert, c’est-a-dire[6, —| = {6,12,30,60} (en pointillés). De
méme que pour I'idéal, le filtrs, —| est fermé poun et V.

1.4 Isotonie, morphismes et continuité

1.4.1 Isotonie

Définition 1.28 (Isotone, antitone, monotone)SoitIl : S — 7 une application définie sur des en-
sembles ordonnés. On dira :

ITisotone = Vs,8 e€Ss=<s¢ =T(s) <II(¢),
ITantitone = Vs,s'e€Ss=¢ =1l(s) = I(¢),
II monotone = IIisotone oul antitone

1.4.2 Morphismes

Définition 1.29 (Morphismes). Soient(S, <) et(7, <) deux treillis etlT une application d& dans7 .
Alors II est unv-morphisme si

IM(svs) = T(s) VI(s)

pour touts, s’ € S.
De facon analogué] est unA-morphisme si

I(sns') = TI(s) ANTI(s)

pour touts, s’ € S.
SiII est a la fois un/-morphisme et um-morphisme, alor$l est un morphisme de treillis.

Ko . \ -
NS e, N L
". L

Figure 1.6 —Morphisme entre les treilli§ et 7.

Remarque 1.30.Un v-morphisme (resp. un-morphisme) est une application isotone. En effet, pour
un\V-morphisme par exemple : 8i< s/, alorss Vs’ = ¢/, doncll(s Vv s') = II(s) VII(s") = II(s'), d'ou
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I1(s) < II(s"). Par contre la réciproque est fausse, une application isotone n’est pas nécessairement un
V ou A-morphisme. Cependant,Bi: S — S est isotone, on aura toujours

I(sVvs) =T(s) VII(s')  Vs,¢ €8,

puisque
sVs=s = I(sVs)
/

I(s)
sVs»=s = I(sVvs)=TII(s

(') } = II(s V') = (s) VII(s).

Y 1Y

De méme, pour un-morphisme
(s As') XTI(s) ATI(s") , Vs,s' €S8.

Exemple 1.31.Considérons I'application isotonH : (N*, <4,) — (N*, <),z — z. Alors, soient les
élémentst et 6 dans(N*, <4,), le v vaut4 v 6 = 12, alors que lev des élément$ et 6 dans(N*, <)
vaut6. Par conséquent on aJ(4 v 6) = 12 # II(4) v II(6) = 6. Cependant, on remarque que I'on a
bienII(4 Vv 6) > II(4) v II(6).

Définition 1.32 (Image d’'une application).L'image dell : S — 7 est le sous-ensemble @econstitué
par les éléments d€ de la formell(s) ous € S; 'image dell se notdI(S) ou ImII.
1.4.3 Continuité

Définition 1.33 (Continuité). SoitIT une application d’'un treillis complef dans un treillis complef,
I'application IT estsemi-continue inférieuremefd.c.i. en abrégé), respectivemsemi-continue supeé-
rieurement(s.c.s.) si, pour toute partié C S, ona

1% = Y 2
respectivement,
IT ( A u) = A I(u). (1.3)
uelU uelU

Remarque 1.34.Toute fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieu-
rement) est urv-morphisme (respectivement vamorphisme). Alors d’apres la remarqe3Q toute
fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieurement) est isotone.

Remarque 1.35.SiII est une fonction isotone mais non semi-continue inférieurement, on ne peut plus
écrirell (\/ ey u) = Ve H(u), mais onatoujoursl (\/,,cp; u) = V,ep I(w). Eneffet]l (\/,cp v)

est un majorant de I'ensembl&(U), en raison de I'isotonie dél, tandis que, par définitiorl/ II(U)

est le plus petit majorant de ce méme ensemble.

1.5 Théorie de la résiduation

Dans cette partie nous allons introduire la théorie de la résiduation, dont une référence essentielle est
[Blyth and Janowitz, 1972La référence Cohen, 199¢gen propose également une synthése. Boit
S — 7T une application définie sur des ensembles ordonnés. On s’intéresse a la résolution d’équations
du type
II(s)=t, teT. (1.4)
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Cette applicatiorII peut étre non surjective (probléme de I'existence) et/ou non injective (probléme
de l'unicité). La théorie de la résiduation permet de donner une réponse a ce probléme de résolution
d’équation, en déterminant la plus grande sous-solution de I'équdtidn(¢’est-a-dire la plus grande
solution dell(s) < t).

Le lecteur trouvera également da@pinghame-Green, 197910], [Baccelli et al., 1992§4.4.2],
[Gaubert, 199pet [Cottenceau, 19991.2] des rappels détaillés sur cette théorie.

1.5.1 Applications résiduables

Définition 1.36 (Applications résiduables).Une application isotonél : S — 7 définie sur des en-
sembles ordonnés est dite résiduable, si 'équdlipr) < ¢ admet une plus grande solution da@hpour
toutt € 7. On noterdl* 'application résiduée, avdd*(t) = \/ {s € S | TI(s) =< t}.

Remarque 1.37.Lathéorie de la résiduation permet aussi de considérer des équations diltype- ¢.
Dans ce cas, on dit que I'applicatidi est dualement résiduable si elle admet une plus petite solution
danssS pour toutt € 7, 'application résiduée est alors notd®. Nous n’aborderons pas I'étude de ces
applications dans la suite du manuscrit, le lecteur intéressé pourra consBlgh[and Janowitz, 1972

et [Cohen, 1998p

Le théoréme suivant fournit une caractérisation de ces applications.

Théoreme 1.38.SoitIl : S — 7 une application isotone définie sur des ensembles ordonnés. Sont
éguivalents

1. l'application II est résiduable ;

2. il existe une applicatiofl” : (7, <) — (S, <) isotone telle que
IMoIl* =<Idr (identité deT) (1.5)
IFoll > Ids (identité deS). (1.6)

Démonstration.
1 = 2 LapplicationII résiduable implique quB®(t) = \/ {s € S| TI(s) < t} existe pour tout € 7.
Par hypothésd] est isotone ; on alor (I1*(t)) =< t, c.-a-d. T o II¥ < ld.
D’autre part, par la définitiod.36 on all* (TI(s')) = \/{s € S| II(s) = TI(s')} et comme
s’ e {scS|I(s) <T(s")},ona\{s €S |I(s) <T(s')} = &, cest-a-direll* o IT > Ids.
Il reste & montrer quB* est isotone ; soit’ < t, alors

Moll(t) =t/ <t = II*(t)) € {s € S| TI(s) < t}.

En d’autres termed]*(¢') est solution déI(s) < ¢, ce qui impliquellf(¢') < \/{s € S | II(s) <
t} = II*(¢). Donc pour résumer! < t = II*(¢') =< TI*(t), c’est-a-dire que I'applicatiofil* est
isotone.

2 = 1 SoitTl* telle quell o IT#(¢) < ¢ pour toutt € T, alorss = IT%(t) est toujours solution dH(s) < t.
De plus, pour toute solutiosf € S vérifiantII(s’) < ¢, on all*(TI(s')) < II%(t) puisquell* est
isotone, c'est-a-dire d’apré4.€), s' < IIf o TI(s’) =< II*(¢). Toute solutions’ deTl(s) < t, et
ce pour tout € 7, est plus petite quB*(¢). Donc I'élémenflI’ () est la plus grande solution de
I'équationII(s) < ¢ pourt € 7, ou encordl est résiduable.
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Propriétés 1.39 (Unicité dell). Lorsquell : S — 7T est résiduable, I'applicatiodl” est unique. En
effet supposons gqu'il existe une autre applicatibrérifiant le point2 du théorémd..3& On remarque
que

¥ = lds o IT* < (@ o) oIlf =P o (IToIlf) < Poldy = P,

d=Ildso® < (TlFoIl) 0o ® =TI o (Tl 0 ®) < TI¥ o Id7 = TI*.

Par conséquent on Hf = .

Le théoréme suivant fournit des résultats de la théorie de la résiduation auxquels il sera fréquemment
fait référence par la suite.

Théoréme 1.40.Soitll : S — 7 et® : 7 — W deux applications résiduables.

H=TollfoIletl =1IIf o IT o II* (1.7)
(® o IN)* =TI o ®F (1.8)
II estinjective < IIf o II = Idg <= II* est surjective (1.9
II est surjective<—> I oIl = Id; <= II* est injective (2.10)

Démonstration.
(1.7) LapplicationII étant résiduable, la relatiod.€) permet d’écrire

Hollfoll =1Ilo (HﬁoH> = II.
Inversement, la relatiorl(5) donne
Hollfoll = (Honﬁ> oIl < 1L

Ceci conduit au résultal = II o TI? o I1. La démonstration dB? = II# o II o TI! est similaire en
se rappelant quE? est isotone.

(1.8) SoientII et ® deux applications résiduables, alors d’apie$)(et (1.5), d’'une part
Pollollf o ®* = do ([Mollf) o d* < P oldr o d¥ = d o &f < Idy,
et d’'autre part,
MFod o®oll=MFo (® o ®) oIl = ¥ oldr oIl = ¥ o I > Ids.

En outre, d’aprés la propri€fé39 si I'application(® o IT)# existe, elle est unique ; par conséquent,
(® o IT)# = TI* o OF,

(1.9 (IT* o IT = Ids = II* est surjective) Vs € S,II* o TI(s) = s implique S = ImII*, c.-a-d.IT* est
surjective.
(IT* o TI = |ds <= II* est surjective) Inversement, siT? est surjective, pour tout € S, il existe
t € T tel quell?(t) = s, doncIlf o TI(s) = II¥ o I1 o IT#() = II*(t) = s (application de1.7)).
(I o IT = Ids = TI est injective) TI(s) = TI(s') = s = II¥ o [I(s) = IT* o TI(s’) = &, doncIl
est injective.
(IT* o IT = Ids < II est injective) SiIl est injective, pour tout € S I'égalité suivantdl o (IIf o
II(s)) = II(s) impliqueTT* o TI(s) = s.
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(1.10 Preuve semblable 4.€).
O

Remarque 1.41.1l faut noter que si I'applicatioriI est résiduable, et dil(s) = ¢ admet une solution,
alorsII(s) = t admetlI*(t) comme plus grande solution.

Le théoréme qui suit donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de I'appliéation
lorsque I'applicatioriI est définie sur des treillis complets.

Théoréme 1.42.Soitll : S — 7 une application isotone définie sur des treillis comptetst 7 de plus
petits éléments respectifs ete7. L'application isotondl : S — 7 est résiduable si et seulementEi
est semi-continue inférieurement (s.c.iJBts) = c7.

Démonstration.Si II est résiduable, 'ensemble € S | II(s) < ez} admet un plus grand élémesit
et par isotonie dél, II(ss) < II(s’) < e7. Comme, d’'autre paril(cs) = e, on all(es) = e7.

Montrons ensuite quE est semi-continue inférieurement. L'applicatidrétant isotone, il apparait
que pourtouU C §:

H(\/ u> =V I(u). (1.11)

uelU uelU
SoitII* I'application résiduée dH. La relation (.6) donneu < II* o II(u), alors

H(\/ u) = H(\/ Hﬂon(u))

uelU uelU

De méme l'isotonie d&I* entraine

H<\/ Hﬁon(u)> < Honﬁ<\/ H(u)>.

uelU uelU
Par ailleurs, la relationl(5) donne
II o IT* ( \V H(u)) <V I(u).
uelU uelU
Finalement, pour résumer, on obtient
Il <\/ u> <11 (\/ H%H@)) < T o IT# (\/ H(u)> <\ (u),
uelU uelU uelU uelU

soit I'inverse de la relatior(,11), ce qui prouve quél est semi-continue inférieurement.
Réciproquement, $i(cs) = e7, pour toutt € 7, 'ensemblel/ = {s € S| II(s) < ¢} est non vide.

De plus,IT étant semi-continue inférieurement,(\/ .., v) = /ey II(w), doncU C S admet un plus

grand élément. O
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1.6 Restrictions d’applications

Nous rappelons dans cette partie des résultats énoncésRlgtiisgnd Janowitz, 1972t certains
dans|Cohen, 1998get [Cottenceau, 19991.2.2]. Parrestriction d’une applicatioron entend la restric-
tion de son domaine et/ou de son codomaine de définition. Les restrictions d’applications vont permettre
d’étudier des cas ou la propriété de résiduabilité est conservée aprés restriction, ou a I'inverse, des cas ou
la restriction d’'une application non résiduable devient résiduable.

Définition 1.43 (Injection canonique d’un sous-ensemble)Soit U un sous-ensemble de I'ensemble
S. L'injection canonique dé/ dansS est I'applicationly; : U — S, définie parly/(u) = u pour tout
u€eU.

Définition 1.44 (Application image). L'application image ddl : S — 7 est I'injection canonique de
I1(S) dansT ; cette application sera notég,.

Définition 1.45 (Restriction d’'une application a un domaine).SoitIl : S — 7 etU un sous-ensemble
deS. Nous noteronsl;; : U — 7 l'application vérifiant

H|U = HOIU

ouly : U — S représente l'injection canonique @ledansS. L'applicationIl ;; sera appelée restriction
dell au domaind/.

Définition 1.46 (Restriction d’une application a un codomaine).Soitll: S — 7 etimIIlc V C 7.
Nous noterons|IT : S — V I'application définie par I'égalité

I = (Iv)o(v‘l'[)

ouly : V — T représente l'injection canonique &fedans7 . L'applicationy, IT sera dite restriction de
IT au codomainé’.

Définition 1.47 (Restriction double). SoitIl : S — 7, U C S etlI(U) C V C 7. Nous noterons
vy : U — V l'application définie par I'égalité

My = Holy = (Iv)o(yIy).
La proposition suivante concerne la résiduation de I'injection canonique.

Proposition 1.48 (Lemme de projection Blyth and Janowitz, 1972 (Gaubert, 1997). SoientS un
treillis complet (cf. définitioll.18) et U un sous-treillis complet d& contenant le plus petit élémerg
deS. Linjection canoniqudy : U — S est résiduable. L'application résiduéa; = IﬁU vérifie :

(i) PryoPry =Pry

(17) Pry =< lds

(1ii) we U <= Pry(u) =u.

Démonstration.Vérifions d’abord qud; est une application résiduable. D’'une part, comyec U,
on aly(es) = es. D'autre partU étant un sous-treillis complet, on/g ( V x> =\ Iy(x), pour

rzeX rzeX
tout X C U. Par conséquent I'injection canoniqlg : U — S est résiduable (cf. théoremied?).
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(i) I} o I}y = (Iy o Iy)* = I, (par (1.8))
(i) Pry = Iy oPry = Iy o I, < lds
(7i1) siu € U, alorsu = Iy (u), doncPry(u) = Pry o Iy(u) = If] o Iy(u) = w. En outre d’apres
(1), Pry(u) = Iy o Pry(u) = Iy o If](u) < u,dotu € U = Pry(u) = u. La réciproque est
immédiate.
O

1.6.1 Résiduation contrainte

Comme nous l'avons vigL.5) la théorie de la résiduation permet de caractériser si une application
IT définie sur des ensembles ordonnés admet une unique application jouant le réle d’application inverse.
Si I'application est définie sur des treillis complets, il a été montré que I'existence était assurée pour peu
gue l'application soit semi-continue inférieure.

Dans cette partie nous allons nous intéresser a la résiduation contrainte introd@tehpar,[1998a
§1.3]. Le probléme de résiduation contrainte consiste a rechercher une soldfien & b, b € 7, non
pas dansS tout entier, mais dans un sous treillis com#g}, deS contenant le plus petit élémeryg de
S.

Remarque 1.49.Soit s, I'injection canonique deS;,;, dansS. RésoudrdI(s) < t avecs € Sqy,
revient a considérer une équation du type

H"Ssub (t) = H © '[Ssub (S) j t? (112)

et a rechercher la plus grande solution dafig,,. Le diagramme suivant commbte

II
S T
Is,, ‘
Ssub

D’apreés la propositioil.4§ on sait que I'injection canonique d’'un sous-treillis dans un treillis est
résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au probleme de résiduation contrainte.

Proposition 1.50. SoientIl : S — 7 une application résiduable définie sur des treillis complets et
Is,,, l'injection canonique du sous-treillis compl&t,,;, (contenant le plus petit élémesg de S) dans
S. L'équationIlo Is_ , (s) = t est résiduable et sa résiduée est donnée par

(Ms,,) (1) = (MMols,,) (t) = Prs,, oTI). (1.13)

Démonstration.D’apres (L.€), on a(H‘wa)ﬁ = (ITols
lemme de projection (cf. propositidn4§), I‘ﬁssub existe et est notéers

b= Igsub o IT*. De plus par application du
d'ou le résultat1.13. O

sub)

sub?

Proposition 1.51. Soientl] : S — 7 une application résiduable définie sur des treillis completsef
I'injection canonique du sous-treillis complét,, (avecimlIl C 7y, C 7) dans7. L'applications, , 11
est résiduable et

(Tsub|H)ti = Ilfo I, = (Hu)lTsub )

Lun tel diagramme est dit commutatif lorsque les différentes applications permettant d’aller d’un point & un autre sont égales.
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Démonstration.SiIT est résiduable, alors pour taut 7, IT%(¢) est la plus grande solution @& s) < .
En particulier, pour tout € 7, C 7, il existe une plus grande solutioril{s) < . L'applicationy, 11

est donc, par définition, résiduable. Sa résid(uzg’lg-"ﬂﬂ)ﬁ est simplement la restriction d& au domaine

Toup, NOtéE(IT) - O

1.7 Fermetures

Nous étudions ici une classe particuliére d’'applications isotones : les fermetures.
Définition 1.52 (Fermeture). On appelle fermeture une applicatibh: (S, <) — (S, =), qui a les
propriétés suivantes :

e elle est extensivell > Idg

e elle estidempotentell o IT = IT

e elle estisotoneVs,s' € S, s <s' = I(s) < II(s")

Dans ces conditions, 'imadé(s) d'un éléments € S s’appellell-fermeture des, et si I'éléments
est égal a sl-fermeture, on dit que estII-fermé.

Notons que si'ensemblg posséde un élément maximumcelui-ci esfiI-fermé ; en effet, il résulte
du fait que I'applicatioril est extensive qué < II(T) < T.

Exemple 1.53.L’applicationIl, : S — S,z +— a V z est une fermeture ; en effet on a
Mol (z) =aV(aVa)=aVe=I(z) > =z,
c'est-a-direll, o II, = II, > Ids.

Lemme 1.54.SiIl : (S, =) — (S, <) etd : (S, =) — (S, <) sont des fermetures et desmorphismes,
alorsII A @ est aussi une fermeture.

Démonstration.Commell = Ids et® > Ids, on all A ® > Ids. De plus,IT et & étant desA-
morphismes, on a

(ILA®) o (LI A ®) (IIA®)oIIA(ITA D)0 d
= JHoIIANPoIIAIIo P A Do d.

D’autre part, commél et & sont idempotentes, on a
IIcIINPOIIANIIoPADPo P =TTAPOIIAILIo D A D.
Mais comme® = Ids = ® oIl = IT etIl > Ids = Il o ® > P, on peut donc écrire
IIAPOIIAIIoc P AP = IIAP,

ce qui prouve quél A ® est une fermeture. O

Notation 1.55. SoitIl : S — S une fermeture définie sur un treillis. On noteralmII I'image dell,
c'est-a-dire
ImIT = {II(s)|seS}.
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Proposition 1.56. L'image dell : S — S, soitImII, correspond a 'ensemble désfermés deS.

Démonstration.Par définitionlI(s) est un fermé et d’autre part tout élémerfermé est 'image pall
d’au moinss lui-méme, puisquél(s) = s. O

Proposition 1.57. Soientl] une fermeture d’un treillis complé&t et R une partie ddmll. Si la partieR
a une borne inférieure, celle-ci appartient encorévdl.

Démonstration.Soit R une partie d&s constituée d’éléments deIl pour laquelle. = A r existe. Par
reR
définition de la borne inférieure, pour tout élémede R, r = u, et, puisquél estisotonell(r) = II(u).

De plus, comme tout élément diell estIl-fermé, on a- = II(r). Il s’ensuit quell(r) = r > II(u),

c’est-a-dire quél(u) est un minorant d& et donc quél(u) < A r = u. Toutefois I étant extensive,
reR
II(u) = u. Finalement, on & (u) = u, donc la borne inférieure de appartient bien a 'image dé. [

Proposition 1.58. SoitIT une fermeture d’un treillis comple®. L'image dell est, elle aussi, un treillis
ImIT ImII
complet(noté(ImII, v , A )) pour I'ordre deS ; de plus, pour toute partié& delmlI,

N A '”\}Hr:H<vr). (1.14)

reR reR reR reR

Démonstration.Soit R une partie démII. D’apres la propositiod.57 A r € ImII, par conséquent
re€R
ImIT
N\ r= A r, c’est-a-dire quémII est un inf-demi-treillis complet. En outre, on sait que le plus grand
reR reR
élément deS est fermé. Ainsi, d’apres le théoreih1 et la remarqué.22, ImII est un treillis complet.

Il reste a prouver la formule relative aux bornes supérieures. OmpesH ( V r> . L'application
reR

II étant extensive, ona= II < \ r) = \/ r;autrement dity est un majorant d& dansS. En outre,
reR reR
u € ImIT; par conséquent est un majorant d& dansImIl. Alors, soity = \/ r, et, puisqudl est
reR

croissantelI(y) = II < \V r> = u. Si, en particuliery € ImII, on voit quell(y) = y = u. On prouve
reR
ainsi queu est effectivement le plus petit majorant BedansimII. O

Remarque 1.59.La proposition précédente montre que I'image d’'une fermelljreoit ImII, dans un

treillis completS est stable pour I'opération, c’est-a-direll(s) A II(s") € ImlI, et que I'opérationv

n’est d’ordinaire pas fermée, c’est-a-dire gli¢s) vV I1(s’) n'appartient pas dmIl. Par conséqueritnIl

n'est donc pas un sous-treillis @& Néanmoins, on peut murinIl d’'une structure de treillis, ce treillis
ImIT ImII n

(ImII, v , A ) est défini par

ImIT

s1 V sg = II(s1Vs
Vs1,Vsy € ImIl ! ImiI 2 (51 2)
S1 N 89 = S1 N\ 8o

ImIT ImIT
Ce treillis (ImII, v , A ) admetT, le plus grand élément d&, pour majorant universel, dil(cs) =
e1mir, €lément minimum denII dansS, pour minorant universel. Schématiquement, les élémenfs de
etImII peuvent étre représentés par la figr&.
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SAS

Figure 1.7 —o éléments du treillisS et e éléments démlIl.

ImIT ImII
Proposition 1.60. Soit 1T I'application définie du treillis §, v, A) dans le treillis(ImlT, v , A )

alors py|IT est unv-morphisme, c’est-a-dire
ImH\H(S V 8/) =ImIl| H(S) \/ImH\ H(S/) y VS, s €S.
Démonstration.Pour tout couple, s’ € S, I'applicationII étant extensive, onld(s) = s etIl(s’) = ¢,
d’'ou
I(s) VII(s') = sV§s.

ImIT
D’autre part, par définition dev et par isotonie dél on a

M(s) v T(s) = T(I(s)VII(s) = Ti(sVs) = T(s) VII(s') (cf. remarqué.30).

Par ailleurs, I'applicatiodl étant idempotente, onld& = II ; on obtient alors

H(svs) = T(svs) = N((sVvs)) = M(I(s) VI(s)) =TI(s) IT/H II(s").

ImII

Donc,II(s v s') =1I(s) Vv TII(s"), par conséquent, 1T est unv-morphisme. O

1.7.1 Fermeture et résiduation

Proposition 1.61. SoitIl : (S, =) — (S, =) une fermeture définie sur un treillis complgtLa restric-
tion | IT est résiduable et sa reésiduee

(Iml_[|1_I)tt = limn

est I'injection canoniqué|, delmIl danss.
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Démonstration.D’apres le theoremg. 38,y I1 est résiduable si et seulement si il existe une application
IT* telle que Il o II* < Idjmi €tTI* oy IT = Ids. En posantl? = Iy, ol I est linjection
canonique démlII dansS, on verifie qugmy|IL o Iimir =jmr1| Hjimn = Idimn (identité delmII) puisque

IT o IT = TI (définition/1.52) ; de méme, d’apres la définitidn4€ on alj, Opnm| [T =11 = Ids. O

Proposition 1.62. Une fermeture résiduablg : (S, <) — (S, <) vérifie :
(i) H=M*oTI
(ii) II = I o TIF.

Démonstration.
(i) LapplicationII étant résiduable, le poirfii) du théorémél.38 donnell o II > Ids, ce qui
impliqueIl o II o IT > Idg o IT = II; II étant une fermeture, onl& o II o IT = II* o II, soit
II* o I1 > II. D’autre part]I étant résiduable, on a (d’aprés?) IT = o II% o1 ; de plus, d’aprés
la définition d’'une fermetur®l > Idg, nous avons dond = IToITf o IT > Idg o II* o IT = IT# oI,
soitII = IT¢ o II. Finalement, on &l = 1! o II.
(ii) Preuve duale dg).

1.8 Correspondances de Galois

Les applications résiduables sont parfois appelées correspondances de Galois. Dans la suite, nous
allons considérer les correspondances de Galois au sefselelP44 (voir définition/1.63. Nous ver-
rons que les applications résiduables/résiduées et les correspondances de Galois sont équivalentes selon
une dualité d’ordre. Nous expliquerons cette dualité & la fin du paragraphe.

Définition 1.63 (Correspondance de Galois)Soient(S, <) et (7, <) deux treillis complets et deux
applicationdI : S — 7 et® : 7 — S. On dit que le coupl¢Il, &) d’applications établit une corres-
pondance de Galois entfeet 7 si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Vs,s' € S, s 2§ =1TlI(s) = II(s") (Il est antitone)
(i) Vt,t' e T, t 2t/ = O(t) = D(t') (® est antitone)
(73) pour tout élément deS, s < & o II(s)
(iv) pour tout élémentde7,t < Il o ®(t)
Remarque 1.64.1l est important de noter que le résultat de la composition d’applications antitones est

isotone ; en effet, d’apres la définition d’'une application antitone, on4d s’ = II(s) = II(s') =
® (Il(s)) < @ (II(s)).

Proposition 1.65. Soientll : S — 7 et® : 7 — S deux applications définies sur des treillis com-
plets. Etablir que le coupl€ll, ) est une correspondance de Galois (définiiof3 entreS et 7 est
équivalent a avoir la condition suivante

VseSVteT s<Xd(t) «— t=1Is), (1.15)

ou plus explicitement,
O(t) = V{seS|I(s) =t}

et
(s) = \{teT|d() = s}.
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Démonstration.On suppose que le coupH, ®) forme une correspondance de Galois, etiseitlI(s).
Alors en appliquant successivement les pojntset (iii) de la définitioril.63 nous obtenons

t <I(s) = ®(t) = ®(I(s)) = P o II(s) = s,

d’ou le résultat < II(s) = ®(¢) = s.

Maintenant, sk < ®(t), d'aprés(i) et (iv) de la définitioril.63 on a

s X P(t) = I(s) = (P(t)) = o D(t) = t.

Par conséquent, §I1, ®) est une correspondance de Galois, on a bien le résiltatS, vt € 7,s <
O(t) <= t <II(s).

Réciproguement, on suppose que l'os & ®(t) <= t < II(s). Pour touts € S nous pouvons
écrirell(s) < II(s) ; alors, par hypothése :

II(s) < I(s) <= s <X P(Il(s)) = P o II(s),
on vérifie donc bien le pointiii) de la définitiorll.63 Soits, s’ € S avecs < &', d’aprés(iii) on a
s X ®oll(s'), c'est-a-dire
s =<8 X ®oll(s") = P(II(s")).
Alors d’apres notre hypothese en prenaat I1(s'), on a
s =8 < P(II(s) — (s < T(s),

ce qui impliques < s’ = TI(s") < II(s). On obtient ainsi le pointi) de la définition. Pour les points
(1) et (iv) la preuve est similaire. O

Proposition 1.66. Soit (II, ®) un couple d’applications établissant une correspondance de Galois entre
deux treillis completss et7, alors pour toutyU C S

H<Vu>:/\H(u) et<I><\/u>:/\(I>(u).
uelU uelU uelU uelU
Démonstration.On a,

th(\/u) o)z ue (Vuel o) mu) e (Vuecl, t M) &t = A ),
uelU uelU uelU

pour toutU C S,t € 7. La preuve est similaire pour l'autre égalité. O

Théoreme 1.67 (Dre, 1944). Soit(I1, ®) un couple d’applications établissant une correspondance de
Galois entre des ensembles ordon§ést 7. Alors®olIl : S — S etllod : T — 7 sont des fermetures.

Démonstration.ll résulte de la définition d’'une correspondance de GaloisTig est extensive (c.-a-d.
® o IT = Ids) et isotone ¢ o IT étant la composition de deux applications antitones). Il reste & montrer
gu’elle est idempotente. Or d’aprés la définitib®3 pour tout élément de S,

PollodPoll(s) = (Poll)o Poll(s) = & olIl(s). (1.16)

MaisII(s) € 7, et ainsi, d'aprés la définitich.63 II(s) < ITo & (II(s)) = IT o ® o II(s). Il résulte de
I'antitonie de® que

Doll(s) = Pollodoll(s). (2.17)
(1.16) et (1.17) conduisent @ o ITo P o IT = (® o IT) o (® o IT) = P o II. En échangeant les roles He
et ®, on voit quell o ¢ est aussi une fermeture. ]
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Proposition 1.68. Soientll : S — 7 et® : 7 — S deux applications définies sur des treillis complets.
Si le couplg(I1, ) établit une correspondance de Galois, alors on a

Hodoll = 1II (1.18)
Pollod = @ (1.19)

Démonstration.Si (II, ®) établit une correspondance de Galois, alors le pa@intde la définitioril.63
donnet < IT o ®(¢) pour toutt € 7. On pose = I1(s), on obtient alor§l(s) < I o ® o Il(s). D’autre
part, d’aprés le poinfiii) de la définition d’'une correspondance de Galois, en<a® o I1(s) et comme
IT est une application antitone (poif} de1.63), on all(s) = ITo®oll(s), d'ou I'égalitéIlo P oIl = II.
Pour (.19, la preuve est duale d&.0§). O

1.8.1 Lien entre correspondance de Galois et résiduation

Comme de nombreux auteuBIyth and Janowitz, 197 2Picada, Gaubert, 199Rle mentionnent,
les applications résiduées et les correspondances de Galois sont équivalentes selon une dualité d’ordre.

Définition 1.69. Si (S, <s) est un ensemble ordonné, on note (8%, <so) 'ensemble ordonné op-
posé, pour lequel <so s’ & s =g 5.

Proposition 1.70. SoitIl : S — 7°P une application résiduable définie sur des treillis complets. Alors
le couple(TI, TT*) établit une correspondance de Galois enfret 7.

Démonstration.Si IT est une application résiduable alors d’aprés le théo/ERf; les applicationdlI :
S — T%etll! : T°P — S sont isotones, c’est-a-dire antitones Sufl. Par ailleurs, la relatioril(€) du
théoremel.38donne

[(s) =7or [I(s) < MFoll(s) <s MFoTl(s) < s =g IIFoTl(s).
De méme, d'apresl(s), on a
() =s TT(t) < TIoll*(t) g Mo M (t) < Mollf(t) Xzwt < Tloll¥(t) =7t

pour touts € S,t € 7. Alors le couple d’applicationgII, TI*) établit une correspondance de Galois
entreS et7 puisquell? o TI(s) =g s etIl o IIf(¢) =7 t. O

Remarque 1.71.La proposition précédente précise le lien entre les applications résiduables/résiduées
et les correspondances de Galois. En effet, & un co(ifled) de correspondances de Galois entre
(8, =) et(7, <) correspond un couple d’applications telles dieest une application résiduable d&
dans7°P, et® une application résiduée de°P danssS.

Remarque 1.72.Comme il est souligné danBlyth and Janowitz, 1972 est souvent préférable d’uti-

liser la théorie de la résiduation plutét que les correspondances de Galois. La raison principale vient
du fait que la composition d’applications résiduables donne une nouvelle application résiduable, ce qui
n'est pas le cas pour des applications antitones. En effdfl siS — 7 et® : 7 — )V sont des
applications résiduables, alom o II est clairement résiduable, puisq(@ o IT)# = TIf o ®* (1.9).
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1.9 Monoides et dioides : approche combinatoire

Cette section est un rappel sur les structures algébriques considérées. Le but de ce paragraphe estd’in-
troduire les concepts et notations qui seront utiles pour I'étude de la commande de graphes d’événements
temporisés. Les ouvrages de référence qui ont inspiré cette synthés€snimghame-Green, 19]9
[Baccelli et al., 199Ret [Gunawardena, 199&insi que les thesedMoller, 198¢,[[Gaubert, 199Pet
[Cottenceau, 1999

Définition 1.73 (Monoide). Un monoideest un ensembl€ muni d’'une loi de composition interne
associative, et d'un élément neutre pour cette loi. Nous noterons la loi additivement

CxC — C
(a,b) — a®b

et I'élément neutre sera notéLe monoide est ditommutatifsi I'on a
a®b = bda

pour tous les éléments b € C.

Remarque 1.74.Un élémenta € C est idempotent si ® a = a. Si tous les éléments dé sont
idempotents, le monoidé, &) est dit idempotent.

Exemple 1.75.L’'ensemble des entiers naturdis muni de I'addition est un monoide. Il s’agit d’'un
monoide commutatifva,b € N, a + b = b + a. L'élément neutre d& est0.

Définition 1.76 (Demi-anneau, dioide).On appelledemi-anneawn ensemblé® muni de deux lois

internesd et® tel que :

e (D,®) estun monoide commutatif dont I'élément neutrest appelé élément nul.

e (D,®) estun monoide. Son élément neutre est appelé unité et est noté

e Laloi multiplicative ® est distributive a droite et & gauche par rapport a la loi additive

e L'élément neutre est absorbant pour lalgh (Va € D,a ® e = e ®@a =¢).

Si en outre la loib est idempotente (cf. remarqder4, alors(D, @, ®) est qualifié de demi-anneau

idempotent owioide

Exemple 1.77 (Algébres (max,+) et (min,+))On peut vérifier aisément que :

e (RU {—o00}, max,+) est un dioide commutatif pour lequel= —oco ete = 0. Ce dioide est noté
Rmax €t est traditionnellement appelé "algeli@ax, +)".

e Ryin = (R U {+00}, min, +) est un dioide commutatif, appelé "algélrein, +)", pour lequel
€ = +oo ete = 0.

1.9.1 Sous-dioide

Définition 1.78 (Sous-dioide).Soit (D, &, ®) un dioide. Un sous-ensemifeC D est un sous-dioide
de(D, ®,®) si et seulement si :

e ccCetee(;
e C est fermé pour les lois et ®.
Le second point signifie qués, b € C,a®beCeta®b € C.

Exemple 1.79.Zmax = (Z U {—00}, max, +) €tZmin = (Z U {400}, min, +) sont respectivement des
sous-dioides dB .« et R ip.
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1.9.2 Calcul matriciel dans les dioides

Exemple 1.80 (Dioide matriciel). Soit (D, &, ®) un dioide, on noted™*" 'ensemble des matrices
carrées an lignes etn colonnes a coefficients dafis La somme et le produit de matrices sont définis
de facon classique par :

(A@B)ij =A;;®B;; et (A®B)ij =P A ® By Vi,j= 1...,n,VA, B € D"*"™,
k=1

L'ensembleD™ ™ muni de ces deux opérations est un dioide. L'élément neutre pour fa kst la
matrice dont tous les coefficients valentaquelle sera aussi notée L’élément neutre pour la lak est
la matrice dont tous les coefficients valensauf ceux de la diagonale qui valentCette matrice sera
notéee, ou E lorsqu’il est utile de la distinguer du scalaire

1.9.3 Séries formelles dans les dioides

Exemple 1.81.Soit(D, @, ®) un dioide etf une application d& dansD. On définit la série formelle
F(z) enlindéterminée a coefficients dan® par :

Nous désignerons pat F(z), 2! > le coefficientf(¢) de F'(z) pour 2. L'ensemble des séries formelles
en I'indéterminée et a coefficients dar® muni des opérations

Fz)®G(z) : <F()®G(2),2'> = <F(2),2' >®<G(2),2" >
F(2)@G(z) : <F(R)@G(),2!> = @ <F(2),2'>0<G(2),2 >
itj=t

est un dioide not®[z].

Exemple 1.82 (Dioide de polynémes)On appelle support d’une série formellg =) 'ensemble

Supp(F(2)) = {teZ|f(t) #¢}.

Lorsque le support est fini on parle de polyndme. Le sous-ensemble des polyndmes muni des mémes lois
queD[z] est un sous-dioide dB[z] notéD]z].

1.10 Dioides et structures ordonnées

L'objet de ce paragraphe est d’établir un lien entre les dioides présentés précédemment de fagon
purement combinatoire et la théorie des treillis. Ce lien entre dioides et treillis va permettre d’énoncer
des résultats obtenus en appliquant certains résultats de la partie consacrée aux treillis. Les ouvrages de
référence pour cette partie sofininghame-Green, 196t [Baccelli et al., 199p
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1.10.1 Dioides canoniquement ordonnés

Lidempotence de la loi additive> permet de définir naturellement une relation d’ordre dans un
dioide. Le théoréme suivant affirme de plus que cette relation d’ordre est compatible avec les lois du
dioide.

Théoreme 1.83.Dans un dioid€D, @, ®), la relation < définie par
a=b <= ab=> (1.20)

est une relation d'ordre. De plus cette relation d’ordre est compatible avec les lois de struct@re de
c’est-a-dire,

a=b = a®c=xbdc Ve e D,

a=b = a®c=b®c et cRa=c®b VeeD.

Démonstration.Comme I'addition est idempotente, orwa= a ® a = a, ce qui montre la réflexivité.
L'addition étant commutative, gi < betb < g alorsb =a®b =bP a = a, d'0la = b, ce qui
prouve I'antisymétrie. |l reste & montrer la transitivit¢ < betb < calorsc=b®c= (a®b) D c =
a® (b®c) =a® c. Onen déduit que est une relation d’ordre.

Montrons que la relation d’ordre est compatible avec lesdoet ®. Soita, b € D aveca < b et soit
ceD,onab®c=(adb)dc=adbdc=aDcdbdc=(adc)D(bdc),doladc=<bDec.
DemémepRc=(adb)®@c=(a®c)®(b®c),dola® c < b® c (idempour la multiplication &
gauche). O

La relation d’ordre est diteotalesi
Ya,b€eD,a <b ou b=a.

Une condition nécessaire et suffisante pour que I'ordre d’un dioide soit total, s'écrit de fagon évidente

Va,b e D,a®b=>b ou a.

C’est-a-dire que I'opératiom vérifie la propriété dite de sélectivité ; dans ce cas le mon@de>)
et le dioide(D, @, @) sont dits sélectifs fondran and Minoux, 2003 6.4]).

Remarque 1.84.L'ordre < défini dansR,,., est total et coincide avec I'ordre usu€l En revanche,
I'ordre total < défini dansR,,;, est I'inverse de I'ordre usuet (par exempl€ < 1).

1.10.2 Dioides et treillis

Dans cette partie nous présentons les relations entre dioides, sup-demi-treillis et treillis. Le théoréme
1.83de la partie précédente permet d’établir que I'idempotence de la somme dans un dioide induit une
structure desup-demi-treillis(définition/1.11), pour lequel la borne supérieure, notéecorrespond a la
loi additive® (a & b est le plus petit majorant deetb) du dioide. De méme en considérant la remarque
1.23sur la définition algébrique d’usup-demi-treillis on peut noter que la lor d’un sup-demi-treillis
est associative, commutative et idempotente, c’est-a-dire/quesséde les mémes axiomes que la loi
additive ® d’'un dioide. De plus, on sait, d'aprés la définitidrY€ qu’un dioide posséde un élément
minimume (plus petit que tous les autres éléments du dioide), ce qui confére au dioide une structure de
treillis (voir théoremél.2]).
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1.10.3 Dioide complet

Définition 1.85 (Dioide complet).Un dioide(D, ¢, ®) est dit complet s'il est fermé pour les sommes
infinies et si la loi® distribue (a gauche et a droite) sur les sommes infinies, c’est-a-dire si pour tout
b € D et tout sous-ensemblé C D,

b®<@a> =@ (b®a) et <@a>®b= D (a®b).

a€A a€A acA acA
Il résulte de cette définition que, pour tolitc D etB C D :

(@a)@(@b) = P (axD).
acA beB (a,b)eAxB

Exemple 1.86.Le dioideZ,,., complété par I'élément-oco est un dioide complet noté

Zmax = (ZU{—00,+c0}, max, +). De méme on not&,,.x = (R U {—oc0, +oo}, max, +) le dioide
Runax complété par I'élémentco.

Puisque un dioidé® a une structure déeillis (D, <), s'il est complet, il admet un plus grand
élément. On notera ce plus grand élément. L'élémentcorrespond a la somme de tous les éléments

deD
T = P«
€D
Cet élément est absorbant pour la loi additiee T © a = T, et vérifie T @ e =e @ T = .

Définition 1.87 (Borne inf). Si D est un dioide complet, alors est la loi associative commutative et
idempotente vérifiant
aNb = @P{x|x<aetx b},

et faisant d€D, &, A) un treillis complet. Cette loi vérifie en conséquence
a=aPb <= axb << b=aAb (1.22)

Remarque 1.88.Larelation(1.21)) peut faire penser que les opérate@®t A jouent un réle symétrique

dans un dioide. En considérant uniqguement la structure de treillis d’'un dioide cette assertion est vraie
(en considérant le principe de dualité). Mais, elle devient fausse si I'on considére la seconde opération
d’'un dioide®. Cependant, le produit a droite (il en est de méme pour le produit a gauche) étant une
opération isotone, on vérifie la relation de sous-distributivité suivante :

c®(aNndb) 2 (c®a)N(c®b) VYa,b,ceD.
L'exemple qui suit (emprunté £phen, 200,1§2.3.1.3]) illustre cette propriéte.
Exemple 1.89.0n considére le dio'fdéQRQ, U, +>. Soient

a={(1,00}, b={(0,1)} et c=[-1,1]x [~1,1]

on a

c(a A b) = c+(anb)=c+0=0,

(ca) A(cb) = (c+a)N(c+b)
= ([072] X [_171]) n ([_171] X [0,2])
= 10,1] x [0, 1],

donc(ca) A (c¢b) = c(a A D).
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1.10.4 Dioide distributif

Définition 1.90 (Dioide distributif). Un dioide(D, @, ®) est distributif s’il est complet et §la € D et
pour tout sous-ensembié deD, on a:

(1) = peen

et

<EB c) Na = @ (cha).

ceC ceC

Remarque 1.91.Les lois® et A sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour I'ordreSi le
dioide n’est pas distributif, on vérifie néanmoins toujours les inégalités suivantes :

s
2]
=
>
Y 1A

)
@
=
>
)
@

1.10.5 Morphismes de dioides

Définition 1.92 (Homomorphisme, isomorphisme)Une applicatiordl : D — C définie sur des dioides
est un homomorphisme si

Va,be D I(a@®b) =1(a) & II(D) etll(e)
II(a ® b) = II(a) ® II(D) etIl(e)

€ (1.22)
e (1.23)

Une application vérifiant seuleme/it.22) est dited-morphisme, c’est-a-dire que I'image d’une somme
d’éléments deD est la somme, darG, de leurs images. Une application vérifiant seulem#rgtd est
dite ®-morphisme, c’est-a-dire que I'image d’un produit d’élément®dest le produit, dans, de leurs
images.

Définition 1.93 (Isomorphisme). Une applicationl : D — C définie sur des dioides est un isomor-
phisme, siI! est définie su€ et sill etII* sont des homomorphismes.

1.10.6 Congruence et dioide quotient

Définition 1.94 (Congruence).Une congruence sur un dioide est une relation d’équivalence (notée
R) compatible avec les lois du dioide, c’est-a-dire

aRb=(a®c)R(bdc), (a®c)R(b®c), Ya,b,ceD.

Théoreme 1.95 (Dioide Quotient).Soit un dioideD et R une congruence sup. En notantfa] =
{r € D|zRa} laclasse d’équivalence dec D, le dioide quotient dé& par cette congruence est un
dioide notéD, pour lequel la somme et le produit sont définis par

e £

[a] @ [0]

et (1.24)
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Démonstration.ll convient de souligner qu’en raison de la compatibilitéRlavec les lois du dioid®,
en prenant, o’ etb, b’ tels quea] = [a'] et[b] = [V'] on obtient

[a® b =[d ®b]etlaxb =[d 2],
c’est-a-dire que les classksbb] et[a @ b] dépendent seulement des clagsést[b] et non des représen-

tants de ces classes. Les opérations sur le quotient donnéds2gas6nt par conséquent parfaitement
définies et conferent au quotieRf % une structure de dioide. O

Théoreme 1.96.SoitII un homomorphisme d@ dansC. La relationR; définie par
aRnb <= Il(a) =1I(b), Va,beD,
est une congruence.

Démonstration.Le fait queRy; est une relation d’équivalence est immédiat. D’autre part, puisfue
est un homomorphisme, I'ensemHBIED) est fermé pour les lois et ® deC. De plus, les éléments
neutres pour I'addition et le produit deappartiennent égalemeniED) (II est un homomorphisme
doncll(e) = ¢ etll(e) = ¢). Donc,II(D) bénéficie d’une structure de dioide. L'applicatibpg,, —
II(D), [a]y1 — II(a) définit alors un isomorphisme de dioides. O

1.11 Théorie de la résiduation appliguée aux dioides

Les principaux résultats présentés ici sont issuBaedelli et al., 199pet [Gaubert, 199 Le lec-
teur retrouvera également la plupart des ces résultats Gahefn, 1998a

1.11.1 Applications résiduables sur les dioides complets

On se propose ici d’étudier le caractére résiduable de certaines applications de référence définies sur
des dioides complets.

Théoreme 1.97.Soient(D, &, ®) et (C, ¢, ®) deux dioides complets de plus petits éléments respectifs
ep etec. Une application isoton&l : D — C est résiduable si et seulement si, pour tout ensedibtie
D

Il (@ m> = P (1.25)

zeX zeX
l(ep) = ec. (1.26)

Démonstration.La preuve de ce théoréme est identique a celle du théated2guisqu’il & été montré
précédemment (voli1.10) qu’un dioide complet pouvait étre assimilé a un treillis complet. O

SoientL, et R, les applications suivantes définies sur un dioide coniplet

L, : z—a®u (2.27)
R, : r—zx®a (1.28)
En référence a la définitioh.85 sur un dioide complet, la multiplication distribue sur les sommes

infinies, & gauche ou a droite. De plus,(¢) = ¢ et R,(¢) = . En appliquant le théorénte97, L, et
R, sont donc résiduables sur un dioide complet.
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LorsqueD est commutatif., = R, implique donc égalememjj =R},

Nous utiliserons les notations suivantes introduites notamment/Baosélli et al., 199p

Notation 1.98 (Applications Résiduées dé,, R,). Nous noterons

Li(x)

ayx =

@J’a

R (x)

zfa

Il
ol®

les applications résiduées respectivesdect R,,.

Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés de ces applications dont le lecteur pourra trou-
ver les preuves danBéccelli et al., 1992p. 182-185]/Gaubert, 1992%5.3], [[Cottenceau, 19991.3.3].

a(ajr) 2 x (zfa)a <z (f.1)
ay(ax) = x (xa)pa = x (f.2)
a(ay(ax)) = ax ((za)fa)a = za (f.3)

a&(z Ay) = akz Adky | (z Ay)ba = zfa Ayfa | (1.4)
(a @bz = ayz A bz | 2f(a @ b) = afa Azgb || (1.5)
(abjhe = By(ake) | ap(ba) = (afa) | (£6)
b(akz) < (apb)kz (wfa)b < z(bha) | (.7)

(axx)b < ay(zb) b(zfa) < (bx)da (f.8)

1.11.2 Fermetures résiduables sur les dioides complets

Notation 1.99 (Etoile de Kleene).SoitD un dioide complet. L'application étoile de Kleene, définie sur
D, sera noté&C par la suite,
K: D —- D
r — 2*= @k
k>0

On utilisera également une notation particuliere pour I'application "plus" dérivée de I'étoile

P: D — D
r — 2t =@k
k>1

Les applicationsC et P sont isotones (par composition d’applications isotones)*et= e & a™ ou
a™ = a ® a*. De plus les application& et P sont des fermetures ; en effet, = a et (a*)* = a*; de
mémext = aet(a™)t =at.
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Remarque 1.100.En accord avec les résultats sur les fermetures définies sur des trgdllig, (il est

. . . _ ImK ImK
possible de munitm/C et ImP d’une structure de treillis. Nous noterons ces treillis:i/C, iV , n ) et

ImP ImP
(ImP, vV, A ) en posant

EVR = KEVE) = (kv k)
VE,VE € lmic{ T Yo
kKN K = EAK
et
pVp = Pvy)=(pvy)t
Vp,Vp' € ImP ImP
p ANp = pAp

Remarque 1.101.L’application K : = — x* deD — D n’est pas résiduable ; en effet, elle ne vérifie pas
la condition de semi-continuité inférieure du théoré@7. Pour illustrer cette remarque, considérons

les matrices suivantes
(e 1 ot b— e —1
L G T\l ¢
T T

warr=(T Drwor=(4 el 1)=( )

on remarque que pour ces deux valeurs la condition de semi-continuité inférieure n’est pas vérifiée. Cela
signifie que I'équationC(x) = b n'a pas de solutior/b € D. Malgré tout, il existe une restriction
résiduable de I'applicatiorC, la proposition suivante précise cette notion.

alors

Proposition 1.102. Soit I'applicationC : D — D,z — x* définie sur un dioide complet. L'application
imic|KC est résiduable et sa reésiduee est

(lmicﬂC)ti = Iimk,
oU I)nx est I'injection canonique den/C dansD.

Démonstration.ll s'agit d’'une application directe de la propositihré1. O

Remarque 1.103.0n peut déduire de la proposition précédemt&02 quex = a* est la plus grande
solution de I'inéquation:* < a*. En fait cette plus grande solution satisfait I'égalité = a*.

1.12 Noyaux, images

La plupart des résultats ainsi que les notations énoncées dans cette partie sont issus des références
[Cohen et al., 1996 ohen et al., 199Tohen, 199¢a
Nous rappelons tout d’abord que I'image d’une applicaftoni/ — X, est définie par

ImB ={B(u) |uelU}.

Définition 1.104 (Noyau). Le noyau de I'application linéair€ : X — ), notéker C, est défini par la

relation d’équivalence

'L = ) = o). (1.29)

Cette relation définit une congruence (voir théoren). L'ensemble quotient’ ., ¢ est donc I'en-
semble des classes d’équivalence modkelaC.
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Remarque 1.105.Le lemmél.96montre que la relation d’équivalend@.29) est une congruence.
Notation 1.106. Une classe d’équivalence dg ., ¢ sera notégz]c.

Proposition 1.107.SiC : X — Y est une application résiduable alors chaque classe d'équivalence
[z]c contient un et un seul élément eC* qui, de plus, est le plus grand élément dans cette classe.

Démonstration.SiC est résiduable, d'aprés.f), C = CoC*oC, alorsVz € X, C(z) = C ((C* o O)(z)).

Autrement dit,

"=t o C(z).

Considérons maintenant un élémeht [z]c, alorsC(z') = C(z) = CoC*oC(x); de plus le théoréme
1.38donneC* o C' > Idy ; par conséquent

2 <CtoC(x') = (Cto(CoCtoQ))(x)
— (CFoC)w) (par 7).

14 N . s P " ker C
Donc,C* o C(z) est plus grand élément diel-. Il reste & montrer I'unicité de cet élément (Si(y) =

CH(y), alorsC(Ct(y)) = C(C¥(y')) etC* o C o CH(y) = CF o C o C*(y'), soitCt(y) = C*(y') d'aprés
€. O

. . . . L, . . , . ker C'
Proposition 1.108.SiC' : X — ) est une application résiduable alors la relation d’equwaleneee
vérifie

rTYy=z kerC  kerC
ker C' =T = y = =z
r = z

Démonstration.D’une part, comme&”' est résiduable, elle est isotone ; par conséquent,Siy < z
ker C' N
alorsC(z) < C(y) < C(z). D'autre partz = z entraineC'(z) = C(z) ; doncC(z) = C(y) = C(z),
, ~ kerC kerC
douz = ¢y = =z O

Remarque 1.109.Dans Blyth and Janowitz, 197 2es auteurs qualifient de convexes les classes d’équi-
valence vérifiant la proposition précédente.

Les deux propositions qui suivent sont énoncées sans preuve, le lecteur intéressé pourra se reporter a
[Cohen et al., 199&Cohen et al., 1997

Proposition 1.110. Soient les application® : &4 — X etS : Q@ — X, ou S est une application
résiduable, alors sont équivalents :
(7) ImB C ImS ;
(il) B=SoS*oB ;
(7i7) il existe une applicatio. : U — Q telle queB = S o L.
Proposition 1.111. Soient les application§' : X — Y etF : X — U, alors sont équivalents :
(i) kerC C ker F'
(il) F=FoCtoC
(731) il existe une applicatiorH : Y — U telle queF = H o C.
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1.13 Projecteurs

Dans [Cohen et al., 1996Cohen et al., 1997 les auteurs définissent la notion de projection. Trois
types de projections sont introduites, les projections parallélement au noyau d’'une application, les pro-
jections dans I'image d’'une application et les projections dans I'image d’'une application parallelement
au noyau d’une autre application.

1.13.1 Projection parallelement au noyau d’une application

Soit l'applicationC : X — Y, d’aprés la propositiod.107nous savons que pour toute X, il
existe un unique élément daipgc NImC*. Cet élément est donné p@f o C. Le lemme qui suit précise
les propriétés de cet élément.

Lemme 1.112 (Cohen et al., 199p. SoitC' : X — Y une application résiduable. Aloid¢ = C* o C
vérifie les propriétés suivantes

(4) TI¢ est un projecteur, c’est-a-di® o II¢ = I1¢ ;
Coll¢ =C.

(ii
) TI¢ = Id ;

(vi1
(iv (z) est le seul élément équivalentanoduloker C appartenant dmC* ;

(v
Démonstration.les propriétési), (ii) et(iii) découlent directement d&.7) et (1.€). Les propriétésgiv)
et (v) sont données par la propositi@ril07. O

)
)
) 1€
) TI¢(2) est le plus grand élément dans la classe d'équivaléne ;

Remarque 1.113.D’aprés les propriétés dB“ énoncées dans le lemme précédguaints(i) et (ii)),
il faut noter que le projecteufI® est une fermeture (voir définitidn52).

Propriétés 1.114.SiC : X — Y est une application résiduable, alors

ImII® = ImC".
Démonstration.D’aprés (.7), C¥ = (C* o C) o C*, alorsimC* C ImC* o C. Mais,ImC* o C' C ImC*,
par conséquentnC? o C' = ImC*. O

1.13.2 Projection dans I'image d’'une application

Proposition 1.115 (Projection dans I'image d’une application).SoientB : I/ — X une application
résiduable et un élément € X. Le plus grand élément’ € ImB plus petit quer est donné par
B o Bf(z). En d’autres termed]z = B o B est un projecteur dans I'image de.

Démonstration.Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat @amisdn et al., 1996 O
Propriétés 1.116.Si B : U — X est une application résiduable, alors
ImIlp = ImB.

Démonstration.D'aprés|(.7), B = (BoB*)oB, alorsimB C Im (B o B*). Mais,Im (B o B*) C ImB,
par conséqueritn (B o B*) = ImB. O
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1.13.3 Projecteurs dans I'image d’une application parallelement au noyau d’'une autre
application

SoientB : U4 — X etC : X — X deux applications. Dan&phen et al., 199@Cohen et al., 1997
les auteurs s’intéressent au probléme suivant : pount@u’, existe-t-il uny € ImB N [z]¢, autrement
dit, cela revient a chercher yne X, tel que

Jueld : Cy)=C(z),
B(u) =y.

Si I'élémenty satisfaisant ces conditions existe, et si de plus il est unigue,atangespond a la projec-
tion dex dans 'image d&B parallélement au noyau de, et le projecteur correspondant est alors donné
par

% = Bo(CoB)oC. (1.30)

Toujours dansCohen et al., 1996Cohen et al., 1997 les auteurs s’intéressent au probléme de I'exis-
tence d’'une telle projection, c’est-a-dire est-ce Hijgo 115, = 114 ce qui revient a dire quen B N [z]¢

est non vide. De méme, dans le cas ou cette projection existe, les auteurs s'intéressent au probléme
de l'unicité, en d’autres termes, ils cherchent & savoimd® N [z]c est un singleton. Nous rappelons
ci-dessous, ces conditions d’'existence et d’unicité.

e L'existence du projecteysour toutr est équivalente a la conditiall = C' o Hg (c’est-a-dire que
¢ = T1I%(z) est dans la méme classe d’'équivalence gusod ker C), ou encore & la condition
ImB =1Im(C o B).

e L'unicité du projecteurest équivalente a la conditioR = 11 o B (c’est-a-dire que pour tout
x € ImB, celui-ci reste invariant pdi$), ou encore quier B = ker (C o B).

Dans le cas ou les applications linéaiféet C' du projecteud..30sont représentées par leur matrice,
il est également montré que si I'existence et 'unicité de la projection sont garanties, alors I'expression
(2.30 du projecteur devient :

E = (B#(CB))C =B((CBKO).

Notons que dans le cas d’applications résiduables, méme si I'existence et I'unicité ne sont pas véri-
fiées, il est possible de donner une interprétation au proje@e®()(En effet, ce projecteur se décom-
pose en deux applications. Tout d’abord, I'élémert C* o C(z) est le plus grand élément dajngc.

Ce qui entraine qué = B o Bf(z) est le plus grand élément dalsB qui soit plus petit que.. Par
conséquent, nous avong¢) < C(x); dans Cohen et al., 199fhe terme sous-équivalent est employé
pour qualifier cet élémergt

1.13.4 Equations implicites linéaires dans les dioides
Dans cette partie on s'intéresse a la résolution d’'inéquations implicites de la forme :

r = Il(z)®b (1.31)
x = II(z)Ab. (1.32)

Théoréme 1.117.Soient(D, @, ®) etIl : D — D une application semi-continue inférieurement (cf.
définition1.33. La plus petite solution de I'équatiod.@1) estx = I1*(b), ou

0 =Idp, I" =MTollo...oll et II*=@I"=Idp® @ "+
S——_——

n fois neN neN
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De plus,z = II*(b) réalise I'égalité dans: > II(x) & b.

Démonstration.On montre d’abord quE*(b) est un minorant des solutions de31). Par induction on
a

k—1
r=T(z)®b =TI (I(z) ®b) @b > ... = IIF(z) ® @ IH(b) = II*(b) Vk > 0.
t=0
D’autre part, puisquél est semi-continue inférieurement et d’aprés la propriété de distributivité infinie

(cf. Définition'1.85),

IH(IT*(b) &b=0ba 11 (@ H”(b)> =be PI (b) =1I°(b)

neN neN

doncII*(b) est bien solution de I'équation implicite= I1(z) @ b. O
Corollaire 1.118. SoitD un dioide complet; diI = L,, D — D, alors I'équation implicite

rT=aQ@xrdb (1.33)
admetr = a*b = GB,QO a*b comme plus petite solution.

Théoreme 1.119.SoientD un dioide complet df : D — D une application semi-continue supérieure-
ment. La plus grande solution 0&.82) estz = I1.(b) avec

Démonstration.Commell est s.c.s.,on a:
I (I (b)) A b =1II (/\ H”(b)) Ab= N TII"(®) Ab= A TI"(b) Ald(b) = TL.(D),
neN neN n>1

ce qui montre quél, (b) est solution deX.32). De plus quelle que sait solution dex = II(z) A b, On a
x=T(x)Ab=TI(I(x) Ab)Ab= ... = T"(x) AT HBYA. . . ATI(D) Ab < TT" 1 (D) A. .. ATI(D) AD.
On en déduit que toute solution de32) est inférieure ou égaleld. (). O

Corollaire 1.120. Soit I'applicationIl = LY x e ayx, D — D définie sur un dioide complet. Alors,
I'équation
xr = ayx Ab
admetr = I1.(b) = a™yb = {@ a”] §b comme plus grande solution.
neN

Les applicationdC et P (cf. notation1.99) vérifient les relations suivantes (voiGaubert, 199pet
[Cottenceau, 199%
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Théoreme 1.121.SoitD un dioide completva, b € D

at < af (1.34)
@) = a* (1.35)
(a™)* = a* (1.36)

a(ba)* = (ab)*a (1.37)
(a®b)* = (a*b)*a* =b"(ab*)* = (a D b)*a* =b*(a ®b)* (1.38)
a*a* = a* (1.39)
(@)t = a* (1.40)
(et = at (1.41)
(ab*)" = a(a®b)* (1.42)
(ab*)* = ed@ala®db)” (1.43)
En outre, lorsquéD est commutatif
(a®b)* =a*b". (1.44)

Démonstration.
(1.39 par définitiona* = ¢ © a* = a* = ceta* = a™.

(1.35 par définition de I'étoile de Kleenéq*)* = @ @ (a’“)l =P Pdt= P do=0a".
k>01>0 k>01>0 j=k+1>0

(1.36) par définition deP, a < a* = a* < (a™)*, (isotonie dek). D’aprés .39, a* < a* =
(a™)* < (a*)* = a* (par [1.35). On en déduit que* < (a™)* < (a*)* = a* d’ou I'égalité.
(1.37) (ab)*a = (e®ab®abab®...)a = (a®aba®ababa®...) = a(e®baBbabad®...) = a(ba)*.

(1.38 d'aprés le corollaird.11§ sont équivalents :

r = (adb)*

r = (a®b)rPe=ardbrde

xr = a*br®da*

x = (a*b)*a* = (a*b)*a*a* = (a ® b)*a*.

De méme pour l'autre égalité,= (a®b)* = axBbrde = b ar®b* = b*(ab*)* = b*b*(ab*)* =
b*(a @ b)*.
(1.39 d'aprés/L.3§ et en raison de I'idempotence dea* = (a®a)* = (a*a)*a* = (a™)*a* = a*a*
(par (1.36))).
(1.40 par définition deP, a™ = aa*, donc(a*)* = a*(a*)* = a*a* = a* (par(1.35) et (1.39)).
(1.42) par définitiona™ = aa*, alors(a™)* = a™(a™)* = ata* = aa*a* = aa* = a™ (par(1.39)).
(1.42) (ab*)" = ab*(ab*)* = a (b*(ab*)*) = a(a ® b)* (par(1.38)).
(L43 (ab*)* =e® (ab*)™ = e® ala ® b)* (parl.42).

(1.49 SiD est commutatif on a pour > 1, (a*b)* = (a*)F b¥ = a*b* (par(1.40)). D’ol (a ® b)* =
(a*b)*a* = (e ® @ a*b¥)a* = a* © @ a*b* = a*(e ® P V) = a*b*.
k>1 k>1 k>1
L]
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Les résultats énoncés par le théoréhE21 sont vérifiés pour tout dioide complet, y compris ma-
triciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat suivant permettant de calculer I'étoile d’'une
matrice décomposée en 4 blocs.

Théoréme 1.122.SoitA € D™ partitionnée en quatre blocs
A= <a11 a12>
a1 a2

aj; ® ajjaiz(aziafiars @ agr)*azial; ajjarz(agialarz & azg)*
(ag1a7;a12 ® aze)*aai, (a21a7,a12 ® a)*

La matrice A* s’écrit alors

Démonstration.on renvoie le lecteur eédJohen et al., 19§%u [Baccelli et al., 199Ppour ce résultat.
O
1.13.5 Reésiduation matricielle

Lemme 1.123 (Baccelli etal., 199]). SiA = (A;;) € D™*" ouD est un dioide dans lequel existe,
ety € D™, alors

3

(Axy)i = A (Ajky;)-

7j=1
QuandD = Z,,.x, alors on obtient

(Ary)i = Z\1<Amy]~> = min (—Aji+ ).

Ay

Théoreme 1.124.SoientA, D € D™*" B € D™*P etC € D"*P, alors d’apres le lemme précédent
on obtient poulC' = AyB etD = B¢C':

(Bir# Cjk.) - (1.45)

Cij = N (AeXBrj) , Dij =
k=1 1

?>~s

La remarqgue suivante est dueGohen, 199&a

Remarque 1.125.1l est important de noter que certaines expressions impliquant la résiduation peuvent
étre ambigués. Considérons € D™*" B € D™*P etx € DP, il faut étre prudent quand on utilise
des expressions comme& Bz. En effet, d’un c6té, remarquons qu&(Bx) peut étre interprétée comme
L% o Lp(z). Cette appIicationLEi4 o Lp n'est en général pas up—morphisme d®P — D", mais par
isotonie elle vérifie

LY oLp(z®y) = L¥ o Ly(x) & L o Lp(y).

Mais, d’un autre cotéz — (A}B)x peut étre interprétée comme un opérateur linéairedlde— D™,
car en fait cet opérateur correspond a la multiplication & gauche@a# A% B (voir (1.45).
Par contre, d’apregf.8), on a toujoursL?4 o Lp = A§B car Ay(Bx) = (A}B)zx.

Théoreme 1.126 (Cohen et al., 199]). SoientD un dioide complet el € DP*™ une matrice. Alors
AR A est une matrice dar®™*" vérifiant

ARA = (ARA)". (1.46)
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Démonstration.D’apres(f.2), AYA = E, ou E est la matrice identité d®"*". D’autre part, d'aprés
(f.3), A = A(AYA) doncARA = AR(A(ARA)). Or d’aprégf.8), A (A(ARA)) = ARA® ARA. On peut
donc établir 'encadrement suivant

E = (AR4)* =2 Ax4,

de méme pour tout > 1, F < (A}A)" < A§A. Par sommation on obtient dofdyA)* = AYA. En
posantAy A = B avecB € D™*™ une matrice, une autre facon d’interpréter ce résultat est de dire que
I'applicationz — Bax est une fermeture. O

1.14 Conclusion

Ce chapitre introductif a permis de dresser la liste des outils mathématiques qui seront utilisés par la
suite. Il s’agit d'un préalable a la commande des GET présentée dans les chapitres suivants. Nous avons
notamment tracé un panorama général sur la résiduation et ses applications aux dioides. Nous avons
également pu constater que certaines applications non résidagiiesi, pouvaient I'étre malgré tout,
en considérant des restrictions sur leur domaine de définition. Une classe importante d’applications non
résiduables est également étudiée : les fermetures. Sur les fermetures, le principal résultat est qu’il est
possible de munir leur image d’'une structure de treillis et qu'il est alors possible de considérer des res-
trictions résiduables pour certaines fermetures.

Le chapitre suivant est tout d’abord consacré a la modélisation de systémes a événements discrets
par des réseaux de Petri et plus particulierement par une sous-classe des réseaux de Petri : les graphes
d’événements temporisés. Ensuite, différentes représentations pour les graphes d’événements temporisés
rencontrées dans la littérature (représentation aux dateurs, aux compteurs, par des séries formelles) sont
étudiées.






CHAPITRE 2

Comportement linéaire
des GET dans les dioides

2.1 Introduction

L'étude des systemes a événements discrets (SED) constitue, depuis $leart8t un domaine de
recherche trés actif (de par son intérét théorique et économique) ayant donné lieu a de nombreuses publi-
cations. De cette littérature se dégagent de multiples classes de systémes mettant en jeu des phénoménes
de natures différentes : parallélisme, saturation, synchronisation, exclusion mutuelle, choix, séquence-
ment. . ., et autant de modéles mathématiques.

Dans ce mémoire nous considérons les systémes qui admettent un modéle linéaire dans les structures
algébriques introduites dans le chapitre précédent. Il s’agit des systémes mettant en jeu des phénoménes
de synchronisation et de retard que I'on retrouve abondamment dans les systémes de transport (syn-
chronisation de busHoussin, 2008, les systémes informatiquekd Boudec and Thiran, 20D&t les
systemes de production et plus particulierement d’assemtGaieeh et al., 19§ ohen et al., 19¢5

La modélisation de ces systémes dans l'algébre des dioides et I'élaboration d’'une théorie des sys-
téemes(max, +)-linéaires analogue a la théorie des systemes conventionnels a été I'oeuvre de I'équipe
(max, +) de I'INRIA au cours des années.

L'objectif de ce chapitre est de proposer un survol de cette théorie et notamment de rappeler la
modélisation des graphes d’événements temporisés dans les dioides de séries formelles. Ce chapitre est
composé comme suit.

Tout d'abord la modélisation de systémes a événements discrets par Réseaux de Petri (RdP)
[David and Alla, 1989Murata, 198D est présentée. Ce survol est I'occasion de rappeler la définition
d’une sous-classe des RdP, les Graphes d’Evénements Temporisés (GET).

La suite est dédiée a la modélisation sous forme d’état de GET dans les dioides. Les références qui
ont servi a sa rédaction soi@¢hen et al., 19§Baccelli et al., 199p

Puis la description entrée-sortie des GET est abordée, il est notamment rappelé que la trajectoire de
sortie d’'un systéemémax, +)-linéaire est le résultat de la sup-convolution de la réponse impulsionnelle
du systéme et la trajectoire d’entrée.

Ce chapitre se termine par I'introduction de transformées ehd qui jouent un réle analogue a
la transformée en des signaux discrets dans I'algebre conventionnelle. La transformée de la réponse
impulsionnelle d'un systéme linéaire conduit a établir sa matrice de transfert dans un dioide de sé-
ries formelles notéM?[v, J]. Les ouvrages de référence pour cette partie g0ohén et al., 1989
Cohen, 1998p

37
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2.2 Modélisation de systemes a événements discrets par réseaux de Petri

2.2.1 Lesréseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) ont été introduits par C.A. Petri en B8R ,[1962. lIs constituent des
modéles, a la fois graphiques et mathématiques, dédiés a la représentation du comportement des sys-
temes dynamiques a événements discrets. En raison de leur puissance de modélisation, ces modéles ont
fait I'objet de trés nombreux travaux de recherche4tederniéres années. Citons en particulier les réfé-
rences bibliographiques qui ont servi a la rédaction de cette pelievid and Alla, 1986Brams, 1983
Chretienne, 19§Murata, 1989Reutenauer, 1989

2.2.2 Définitions et notations
Définition 2.1 (Réseaux de Petri).Un réseau de Petri est un quadrugtet= (P, 7, Pré Pos), ou

e P est un ensemble non vide et fini dont les éléments sont appelés places;
e 7 estun ensemble non vide et fini dont les éléments sont appelés transitions;

e Pré:Px7T — Nune application d’'incidence avant : Ppé ¢) contient la valeur entiére associée
al'arc allant dep; at;

e Post:P x 7 — N une application d’'incidence arriére : Pgstt¢) contient la valeur entiére
associée a l'arc allant dea p;.

Le marquageM d’'un Réseau de Petri est une applicatioh: P — N. La quantitéM (p) détermine
le marquage de la plage Un réseau marqué est déterminé par le colple= (R, M,) formé d’un
réseau de PetR et d'un marquage initiaM,.

Une transition sans place amont est ditnsition sourceet une transition sans place aval est dite
transition puits

L'un des intéréts des réseaux de Petri est qu'il est extrémement aisé de les visualiser. En effet on
peut représenter un réseau de Petri comme un graphe dripaté!, dont les sommets sont les places
et les transitions du réseau. Un arc relie une pfaéeune transitiort si et seulement si Pgg, t) # 0.
Un arc relie une transitioha une place si et seulement si Pagt t) # 0. Les valeurs non nulles des
applications Pré et Post sont associées aux arcs comme valuations (par défaut on prendiax Greur
représente une place par un cercle et une transition par un rectangle. Un mavd@sgeeprésenté sur
le graphe parV(p) points ou jetons en chaque plaeeUn exemple de graphe associé a un réseau de
Petri est donné par la figugel.

Exemple 2.2. Le RdP de la figur@.1 représente un systéme, par exemple informatique tiiches
requierent une méme ressource renouvelable.

!Le graphe étanbiparti il n’y a pas d’arc joignant une place a une place, ni d’arc joignant une transition & une autre
transition.
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P, tache a en cours

R
rx/?\'e

O tache b en cours

Figure 2.1 —RdP modélisant le comportement d’'un systéme a ressource partagée.

Les places sont icP = {p1, p2, p3} et les transitions” = {t;,t2,t3,t4}. Ona

Pré(pi,t3) =1 Postpi,t1) =1
Prépg,tl) =1 POS’(pg,tQ) =1
Pré(ps,t2) =1 Postpy,t3) =1
Pré(pg,t4) =1 Posth,tzL) =1

Le marquageM représenté ici esM (pz) = 1, M(p1) = M(p3) = 0.

Un jeton dans la place, signifie que la ressource est disponible. Un jeton dans la plageesp.
p3) signifie que la tache: (resp.b) dispose de la ressource commune. Les événements associés aux
transitionst; etts signifient respectivement "réservation de la ressource par la tatbe "réservation
de la ressource par la tache, et ceux associés@ ett, concernent la restitution de la ressource.

2.2.3 Tir des transitions

L'évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fait selon le proces-
sus d’activation (ou de tirage) des transitions décrit ci-aprés. Etant donné un fésgawmn marquage
M, on dit que la transition € 7 est franchissable pou sil'on a

Vp € P, M(p) > Prép,t).

Lorsque cette condition est satisfaite, I'activation (le tirage) de la trangitio@ conduit & un nouveau
marquageM’ défini par :

M'(p) = M(p) —Pré(p,t) + Postp,t). (2.1)

Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de Petri de la faliren partant du marquaget, =
(0,1,0) (ouM(p1) =0, M(p2) =1, M(p3) = 0), on atteint par tirage de la transitionle marquage
M = (1,0,0); puis a partir deM, par tirage de la transitior on obtient le marquag#1, = (0, 1,0)
et ainsi de suite ; sur la figu2, on peut voir I'évolution du marquage du réseau de Petri.
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P, tache a en cours P, tache a en cours P, tache a en cours

O O
NG NG !

ho
“H/Q\H” b /@\ 6o, -/Q\-rz
N N

T d

tache b en cours tache b en cours tache b en cours

Figure 2.2 —Evolution du marquage d’un réseau de Petri.

Plus généralement, pour un Rdp, en pos#iit, = [Prép;,t;)] (la matrice d'incidence avant),
W+ = [Postp;, ;)] (la matrice d’incidence arriere)y’ = W+ — W~ (la matrice d'incidence) et en
considérant une séquence de franchissements réalisable & partir d’'un maradest alors possible
de donner I'équation fondamentale suivante :

My = M; +W.S,

ou S est le vecteur caractéristigue de la séquence de franchissémetast-a-dire un vecteur dont

la dimension est égale au nombre des transitions du réseau de Petri et dont la composantg numéro
correspond au nombre de franchissements de la transjtimla séquencg. Dans I'exemple précedent

ou la séquence des deux premiers tirs ét&it= t1,t3”, le vecteur caractéristique est égaba=
(1,0,1,0).

Remarque 2.3.L'équation fondamentale traduit la dynamique de fonctionnement du réseau de Petri.

2.2.4 Ensemble des marquages accessibles

Soit ' = (R, M) un réseau de Petri. Lensemble des marquages accesdifesM,) d'un
réseau de Petri marqué est I'ensemble des marquages que I'on peut atteindre a partir du marquage initial
My par une séquence de franchissement, c.-a-d.

AR ;Mo) = {M;, 3t Mo 4 M;}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’'un graphe. Les sommets de ce
graphe correspondent aux marquages accessibleg&e M,). Un arc orienté relie deux sommets

M; et M; s'il existe une transitiort franchissable permettant de passer d'un marquage a un autre :
M; 5 M;. La figure2.3 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri de la
figure2.1avec un marquage initias¥1o = (0,1,0).
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t ta

/\/\

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

\_/\/

ts to

Figure 2.3 —Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de |&fifyure

2.2.5 Modélisation des systemes a événements discrets

Le formalisme des réseaux de Petri est trés puissant, il permet de représenter une grande variété de
comportement des systeémes réels mettant en jeu des phénoménes de concurrence et de synchronisation.
Sur la figure2.4, nous avons représenté quatre structures de réseaux de Petri permettant de décrire ces
phénoménes.

e lafigure2.4.(a) représente une structure cleoix La placep; a deux transitions en aval, notées

etto. Le tir det; ou det, consommera le jeton de la plagget exclura donc le tir de I'autre. Une
telle configuration permet de modéliser un phénomeradeurrence a la consommaticomme
par exemple le partage d’'un processeur entre tdches concurrentes dans un systéme informatique ;

¢ la configuration de la figur@.4.(b) permet de représenter une concurrence a I'apport de jetons
dans une place, igi ;

e la configuration de la figur@.4.(c) permet de modéliser un phénoménesgachronisationLa
transition¢; n’est franchissable que lorsque les plapeset p, contiennent toutes les deux au
moins un jeton;

e dans la structure de la figu4.(d), I'apport de jetons dans les plaggsetps est synchronisé par
le tir de la transitiort; et permet, par exemple, de modéliser l'initiation simultanée de différentes
taches dans un systéme a événements discrets.

A \Q/ Q\/O Qp, 0,

1 1

(@) concurrence a la (b) concurrence a la (c) synchronisation (d) synchronlsatlon
consommation production dans la consommation dans la production

Figure 2.4 —Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.2.6 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fournit des indications essentielles sur le fonctionnement
du systéme qu'il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou infini, qu’il présente ou non
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des circuits, il refléte certaines des propriétés caractéristiques du systéme modélisé.

Définition 2.4 (Bornitude). Une placep € P d’'un réseau de Petri marqU®, M) estk-bornée €

N) si pour tout marquage accessibldé € A(R; M), le marquage de cette place vérifid(p) < k.

Dans le cas contraire, nous dirons guest non-bornée. Enfin giest1-bornée, on dit que est binaire
(safe). Si on considéere le Réseau de Petri de la figuren voit que pour le marquage initial, les
placespi, p2 etps sont binaires{-bornées) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’un RAP modélise un systéme manufacturier, certaines places représentent des convoyeurs ou
bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude du marquage du modeéle est alors synonyme de
limitation de la taille des stocks internes du systéme. La bornitude du RdP refléte alors en quelque sorte
une propriété de "stabilité" du systéme de production modélisé.

Définition 2.5 (Vivacité). Etant donné un réseau de P&&riet un marquage initiaM,, une transition
t estvivantepour le réseau marquéR, M) si pour tout marquag@1 accessible depuis, il existe
une suite de transitions comportant au moins une fois la transitigret telle ques soit franchissable
pour M.

Un réseau de Petri marq®&, M) est ditvivantsi toutes ses transitions sont vivantes.

La non-vivacité révéle souvent un probléme de conception du systéeme modélisé ; elle montre qu’une
partie du systéme n’est, a partir d’'un état donné, plus sensible aux événements externes.

2.3 Les graphes d’événements temporisés

Suite a cette présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérét va maintenant se porter sur une
sous-classe des réseaux de Petri : les graphes d’événements. On peut définir formellement les graphes
d’événements a partir des réseaux de Petri.

Définition 2.6 (Graphe d’événements).Un graphe d’événements est un réseau de Petri tel que toute
placep € P a exactement une transition amont et une transition aval (nous nous restreignons au cas ou
tous les arcs ont une valuation te

Notons que les graphes d’événements ne permettent pas de modéliser les situations de concurrence
telles que celles illustrées par les figuzd.(a) et2.4.(b). Néanmoins, cette sous-classe de réseaux
de Petri est intéressante pour de nombreuses applications ou I'on doit essentiellement modéliser des
contraintes dsynchronisatior{voir figure2.4.(c) et figure2.4.(d)) entre plusieurs processus.

Remarque 2.7.Plusieurs études ont mis en évidence que des classes de réseaux de Petri plus générales
gue celles des graphes d’événements temporisés peuvent étre munies d’'un modéle algébrique. Citons les
travaux de [Baccelli et al., 1995Baccelli et al., 199psur les réseaux de Petri & choix lilzte

De méme, dangJohen et al., 199¢ail est montré que les réseaux de Petri contihipsuvent sous
certaines hypotheses étre représentés par des récurrences polynomiales dans le demizahnegu (

2Cette classe de réseaux est trés importante, car elle recouvre de nombreux cas réels. Il s’agit en fait de tous les cas ol
le marquage d’une place autorise le franchissement de toutes ses transitions de sortie, et seule une intervention extérieure du
contexte permet de choisir I'action qui sera exécutée. Du point de vue du réseau, le choix reste libre.

3Version "continue" des réseaux de Petri pour lesquels les nombres des jetons sont des nombres réels au lieu de nombres
entiers.
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Pour les graphes d’événements pondérés plusieurs approches ont été envisagées. Les travaux de
Munier [Munier, 1993, consistent a modifier la structure du graphe d’événements pondéré afin de sup-
primer les pondérations des arcs pour, a la fin, aboutir a un simple graphe d’événements. Plus récem-
ment, [Trouillet et al., 200] propose une alternative aux travaux de Munier; I'idée est alors de mettre
en équation le comportement d’'un graphe d'événements pondéré par I'intermédiaire d’'une structure
"algébrique" (min, div) pour ensuite aboutir & une représentation linéaire au sens du digide, +).
L'avantage de ces travaux réside dans la fait que le graphe d'événements obtenu ne dépend pas du
marquage initial du graphe d’événements pondére, contrairemeldigier, 1993.

2.3.1 Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons brievement quelques caractéristiques des graphes d’événements au travers des pro-
positions suivantes.

Proposition 2.8. Dans un graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit élémentaire est constant.

Démonstration.Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemin qui commence et se termine au
méme sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant a un circuit élémentaire est franchie,
son franchissement prend un jeton dans une des places amont du circuit pour le remettre immédiatement
dans une autre place aval du circuit. L'opération de franchissement d’une transition d’un circuit laisse
donc invariant le nombre de jetons du circuit. O

Proposition 2.9. SoitR un graphe d’événements &1, son marquage initial, aloréR, M) est vivant
si et seulement si tout circuit élémentaire contient une place initialement marquée.

Démonstration.Supposons qu’un circuit élémentaire d’'un graphe d’événements ne soit pas initialement
marqué. En référence a la propositi®i& ce circuit ne contiendra jamais de jeton et donc toutes ses
transitions sont en permanence non franchissables : le graphe d’événements n’est donc pas vivant.
Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition morte (qui n’est jamais tirée) pos-
sede obligatoirement en amont une transition également morte. En remontant ainsi d’'une transition morte
a une autre située en amont, on aboutit inéluctablement a une transition appartenant a un circuit, circuit
qui est donc nécessairement sans jeton. O

Remarque 2.10.Les graphes d’événements considérés dorénavant seront systématiquement vivants.

2.3.2 Introduction du temps dans les graphes d’événements

Les modeles de systemes a événements discrets étudiés par la suite sont temporisés. Un graphe
d’événements est diémporis§GET) si a chaque plagec P est associé un tempgp), oud : P — N
est I'application qui a toute plagec P associe sa temporisation. Un tenfjgg) est interprété comme la
durée minimale de séjour d’un jeton dans la placpar exemple pour le graphe d’événements temporisé
de la figure2.5, le marquage initial de la place située entre les transitigret 5 étant nul, sila transition
x1 est franchie a la datg, la transitionz, n’est pas franchissable avant la date 3. De méme, a chaque
transitiont € 7 il est possible d’associer un tem@&) représentant la durée minimale d’activation de
la transitiont. Il a été montré qu'il est toujours possible de se ramener au cas ou seules les places sont
temporiséesdf. [Murata, 1989).
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Exemple 2.11.Le graphe d'événements temporisé de la fidufypeut représenter une cellule de pro-
duction fonctionnant comme suit : deux machines sont disponiblexsjéems dans la placés signifient

gue les2 machines sont libres) pour usiner des piéces. Les piéces sont amenées a l'une ou l'autre des
deux machines travaillant en paralléle (plagg), le traitement d’'une piéce prend au moihsnités de

temps. A l'issue du traitement, la piéce finie est déposée dans unigtéakpposé de capacité infinie) et

la machine ayant traité la piece redevient disponildlgeton revient dang>), en attendant une nouvelle
piéce.

X

OGO

Figure 2.5 —Modéle GET d’'une machine.

Remarque 2.12.Notons qu’'au plus deux pieces peuvent étre simultanément traitées, puisque d’'aprés la
propositiori2.&, le nombre de jetons dans un circuit est constant. Sur cet exemple, le régime permanent est
périodique : deux piéces sont traitées toutesilagités de temps, ce qui conduit & un taux de production
de2.

3

2.4 Représentation d’état des graphes d’événements temporisés

Le comportement dynamique d’'un systéme tel que celui de la f@d&rpeut se représenter algé-
briquement de différentes fagons. Classiquement, on considére la variation du marquage d’'un réseau
de Petri, noté&A M, définie comme I'expression du produit d’'une matri€e appelée matrice d'inci-
dence, par un vecteur de tirs de transitions, rfité’évolution du marquage est représentée par une
équation de la formé ; = Mg + AM (cf. §2.2.4). Il s’agit du modele mathématique le plus couram-
ment associé aux réseaux de Petri (le lecteur intéressé par ce modéle mathématique pourra se reporter a
[Murata, 1989.

SiI'on se référe a la figur.5, la seule caractéristique que traduit une telle représentation concerne
I'état de la machinéd/ (au sens logique) : machine libre ou occupée.

Pour pouvoir discuter des performances du systeme temporisé, c’est-a-dire déterminer son régime
transitoire et/ou son régime permanent, 'équipex, +) de 'INRIA a proposé dangJohen et al., 19¢5
une modélisation considérant non pas I'état du marquage mais les dates de franchissements des transi-
tions.

2.4.1 Dateurs, forme implicite

Une facon naturelle de procéder consiste a associer a chaque trafgitiodateurz;, qui est une
application croissante; : Z — Zpax OU, pour toutk € Z, x;(k) € Zmax désigne la date a laquelle
se produit lak'®™e activation de la transition. Par convention, les événements (les tirs des transitions)
seront numérotés a partir de le tir n°0 est le premier tir d’'une transition. De plug,(k) = +oo
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signifie, par convention, que I'événement numérgtainsi que les événements suivants n'ont jamais eu
lieu. D’autre part, les jetons présents dans le graphe d’événements temporisé seront supposés disponibles
depuis "l'origine des temps" c’est-a-dire depuis la date.

Pour introduire la mise en équation d’un graphe d’événements temporisé, on considére les exemples
€lémentaires de la figuZ€, constitués de trois transitioms ¢, etts et de deux places, et ps tempo-
risées aveé(p;) = 1 etf(p2) = 3.

(a) (b)
Figure 2.6 —Principe de la mise en équation du fonctionnement d’'un graphe d’événements temporisé

Sur la figure2.€.(a), aucun jeton n’est présent initialement dans les places. La date au plus t6t de la
k'®me activation de la transition; est donc conditionnée par la date de:®"® activation det; et de la
date de l&:*™e activation det,. De plus il faut tenir compte du temps de séjour minimal d’un jeton dans
p1 et dang,. Nous devons donc avoir

z3(k) = 1+ a1(k) et as(k) >3+ x2(k).

Finalement, on obtient donc pows (k) I'inéquation

1,‘3(]{3) > max(l + .’L‘l(k), 3+ xg(k)) .

La figure2.6.(b) représente une situation plus générale, des jetons sont présents dans certaines places
a l'instant initial. Dans cette situation, la date au plus t6t déf&® activation defs est conditionnée par
la date au plus tot de Ig — 1)'®™M® activation det; (car un jeton est présent initialement danset par
la date au plus tot de lg — 2)'®™M€ activation det, (car deux jetons sont présents initialement dafs
L'inéquation pours(k) peut alors s’écrire

x3(k) > max(l14+x1(k—1),3 +z2(k —2)).

En appliquant ce principe au graphe de la fig2u% on obtient le systéme

xz1(k) > max (za(k —2),u(k))
y(k) = za(k)

Dans le dioid&y,.x = (Z U {+00, —00}, max, +) olla & b = max(a,b) eta ® b = a + b, e =
—o0, e = 0, le systéeme précédent se met sous la forme
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z1(k) = xo(k —2) B u(k)
xo(k) = 3®xi(k)
y(k) = za(k)

ou encore, matriciellement, cela s’écrit

o) = GG n=Coese()w
k) = (e o) @;Ez)

Soit un systéme d'inégalités de la forme

z(k) = Ayzk)dAixk—-1)® A x(k—2)® B u(k) (2.2a)
y(k) = Coz(k) (2.2b)
Alors, en notant\(p;) le marquage initial pour toute plapg e P et en posantl = ma%((/\/lo(pi)),
pi€
on obtient d’'une maniére générale un systéme de la forme :
M M
v(k) = @D Aw(k—i)® €D Bulk - j), (2.3a)
i=0 =0
M
y(k) = P Ci(k—1). (2.3b)
1=0

2.4.2 Forme explicite "ARMA", forme d’état

Dans le systeme d’inéquatior®.§ apparait une inégalité sur I'étatk) et sur la sortie(k). Cette
représentation n'est pas pleinement satisfaisante ; cependant un cas "limite" de fonctionnement appelé
fonctionnement au plus t6t peut étre considéré. L'étude du fonctionnememius t6t* des graphes
d’événements temporisés est équivalent a I'’étude des solutions minimales du systeme d’inéquations aux
dateurs2.3).

Pour résoudre le systéme d’inéquations aux dat@ugs ©n utilise les résultats du corollaifell7
sur la résolution de systemes du type- ax @ b, la plus petite solution dé2.3a) étant donnée par

z(k) = @Zix(k—i)@ Bju(k — 7), (2.4)

oUA; = AjA1, Ay = A§As,..., By = A}By,.... D'apres le corollairél.117 la plus petite solu-

tion de Q.39 satisfait I'égalité, c’est-a-dire que I'équatioB.4) définit 'ensemble des dates au plus

tot pour le fonctionnement du systéme. Ainsi, a partir de la donnée de la suite des vecteurs de com-
mandeu(1),u(2) ... etde I'étatinitialz(0), (2.4) permet de déterminer successivement toutes les valeurs
x(1),2(2),... du vecteur d'état. L'équatiof®.4) est 'analogue d’un modele ARMA

4i.e. les transitions sont franchies dés qu’elles sont franchissables.
5 Auto-Régressif & Moyenne Ajustée (Auto Regressive-Moving Average en anglais).



CHAPITRE 2 — Comportement linéaire des GET dans les dioides 47

A partir de la forme ARMAR.4), il est toujours possible de passer a la forme suivant dite d'état :

x(k) = Az(k — 1) @ Bu(k) (2.5a)
y(k) = Cx(k) (2.5b)

Pour cela, il faut exprimer un graphe d'événements temporisé dont le comportement est équivalent a
celui représenté pal(4) et tel que les matriced; soient nulles poui # 1 et tel que les matriceB;, C;
soient nulles pout, j > 0. Pour le graphe d’événements temporisé cela signifie :

e toute place située entre deux transitions internes doit contenir exactement un jeton;

e toutes les places situées entre une transition source et une transition interne doivent étre sans jeton;;

e toutes les places situées entre une transition interne et une transition puits doivent étre sans jeton.
Ce qui revient a augmenter le vecteur d’état du systéme.

Par analogie avec la théorie des systémes dynamiques linéaires, I'édR&epagt I'équation d'état,
I'équation @.50) est I'équation d’observation (ou de sortie),) € Z..,.. est le vecteur d'état(.) €
7r .. est le vecteur d’entrée ou de commandg(el € Z. .. est le vecteur de sortie ou d’observation.
De méme on appelld € 7, la matrice d’état ou matrice dynamique,c Z.... la matrice d’entrée

—q X . . , .
ou de commande, € Z1"" la matrice de sortie ou d’observation.

max

Remarque 2.13.En théorie des systéemes dynamiques linéaires, les équations d’état sont considérées
dans le domaine temporel (i.e. les systémes sont décrits par des fonctions duttebi@salogue
consiste ici a associer a une transitian € 7, la fonctiont — x(t) qui indique le nombre de tirs

de la transitionz ayant eu lieu jusqu’a la date Cette variable est appelée un "compteur” associé a la
transitionz. Ainsi, pour I'exemple de la figu/25, en associant a chaque transitian(resp. :u, ) une
variable z(t) (resp. :u(t), y(t)) représentant le nombre de tirs de la transitior{resp. :u, y) jusqu’a
l'instant ¢, on obtient le systéme d’inéquations suivant en terme de compteurs :

z1(t) < min (2 + zo(t), u(t))
T2 (t) § Iﬂl(t — 3)
y(t) < x(t)

Avec les notations du dioid@&,;, = (Z U {+00, —oo}, min, +) (0Ua®b = min(a, b) eta®b = a+b
etaveca = b a®b=a < a <b), onpeut écrire

xl(t) > 2® %2(15) ® U(t)
xo(t) = x1(t—3)
y(t) = x(t)

En suivant la méme démarche que pour les dateurs, on obtient un systéme pouvant s'écrire comme
(2.5, mais cette fois dans le dioid&,;, et relativement aux fonctions compteurs. Les diolgs, et
Zmin fournissent donc deux systémes d’inégalités qui permettent de maniére équivalente d’étudier la
dynamique du systéme modélisé.

2.4.3 Quelques éléments de théorie spectrale des matrigesax, +)

Dans cette partie, on rappelle certaines propriétés des matrices carrées a coefficients dans un dioide.
Un des résultats essentiels est, pour une mattiaeéductible I'existence d’'une propriété dgyclicité



48 CHAPITRE 2 — Comportement linéaire des GET dans les dioides

de la formeA™™© = \¢ ® A", pourn assez grand, et ol est I'unique valeur propre de la matrice
Nous verrons que pour un GET en régime autonome, la cyclicité de la mdtpezmet d’établir que
celui-ci atteint un régime périodique aprés un régime transitoire.

L'analyse spectrale de la matrick vise donc a fournir un critére de performance sur le systeme
modélisé. Les résultats de la théorie spectrale des matftices +) permettent donc d’aborder I'éva-
luation de performance des GET d'un point de vue algébrique. Le lecteur trouvera une démonstration
de ces résultats dan&@ndran and Minoux, 200%6], [Baccelli et al., 1992§3.2.4],[Gaubert, 1992
Gaubert, 199pet [Terrason et al., 1998

Considérons le systéme autonome suivant :

(k) = Azx(k—1)= AFz(0), (2.6)

Le probléme de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres de la matricé saxpeme
comme la recherche de couples v) ou v (avecr # ¢) est appel&ecteur proprede A pour lavaleur
propre A, tels que

ARQrv = AQu.

Pour I'évolution de I'état du systéme autonome) sist valeur propre dd et siz(0) le vecteur d’état
initial est vecteur propre da alors

z(k) = Mx(k—1) = \z(0)
soit dans I'algébre usuelle, pour chacune des transitthnGET
zi(k) = A+xi(k—1) (2.7)

autrement dit, toutes les variables d’'état sont incrémentéadslalsquek est incrémenté dg, I'inter-
prétation physique d&.7) pour un GET représentant un systeme de production (cf. f@iGyeserait de
dire qu’une piéce est produite toutes beanités de temps) est donc I'inverse du taux de production,
c’est-a-dire le temps de cycle du GET. Pour ce cas particulier(6il est un vecteur propre dé, le
régime permanent est atteint, sans passer par une phase de régime transitoire.

Théoréme 2.14.Une matriceA € (Zmax irréductible® admet une unique valeur propieégale au

rayon spectral

)?’LXTL

A= p(4) = kET_Bltr (Ak)/E 2.8)

ou tr (A’“) désigne la trace de la matricd®, c’est-a-dire la somme (au sens dg de ses éléments
diagonaux.

Remarque 2.15 (Cas réductible) Le cas plus général ol est réductible a été également traité dans
[Gaubert, 199P Les résultats énoncés dans le cas réductible s’appuient sur une décomposition du
graphe de précédence deen composantes fortement connexes, et une étude séparée de chacune des
composantes. Ce qui se dégage de cette étude est qu'il n’y a plus nécessairement unicité de la valeur
propre lorsqueA est réductible.

6G(A), le graphe de précédence associé, &st fortement connexe.
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Remarque 2.16. Pour le calcul effectif du rayon spectral de la matrice € (Zax plusieurs
méthodes sont envisageables. Une méthode simple consiste a évaluer la f2rf)ulene autre mé-
thode permettant de calculer la valeur propre d’'une matrice consiste a appliquer un résultat di a R.M
Karp (voir [Baccelli et al., 1992§2.2.3],[[Gondran and Minoux, 197R En outre, une autre classe de
méthodes, dites d'itérations sur les politiques, sont plus rapides que l'algorithme de Karp; le lecteur
intéressé pourra se reporter ¢rrason et al., 19938

)an

Le théoréme qui suit montre qu’il est également possible de caractériser le taux de production direc-
tement a partir du graphe d’événements temporisé.

Théoreme 2.17.Le taux de production d'un graphe d’événements temporisé est caractérisé par

N(c;
A = min (ci)

circuits élémentaired”(c; )

: (2.9)

ou N (¢;) dénote le nombre total de jetons du circuiét 7'(c;) la somme des temporisations des places
du circuits.

Exemple 2.18.Pour le GET de la figur2.5, on a

Remarque 2.19.Cette méthode de calcul consistant & énumérer les circuits du graphe et a calculer leur
poids moyen n’est praticable que pour des petits graphes.

Théoréme 2.20 (Cohen et al., 198B[Chretienne, 1983). Pour une matrice irréductiblel € (Zyax)" ™"
de valeur propre), il existe deux entier& etc tels que

Vk > K, AFte =)@ A
I'entier c est appelé cyclicité dd.

Dans I'arithmétique traditionnelle, le théoréme précédent signifie que, aprés un régime transitoire de
longueurK, le régime devient périodique, c'est-a-dire que

Vi o, xzi(k+c) =xi(k) + e

2.5 Relation entrée-sortie d’'un GET

Les différentes méthodes de commande que nous développerons dans les chapitres suivants s’ap-
puient essentiellement sur une représentation entrée-sortie des systemes. Ce chapitre est donc consacreé é
I'étude des différentes représentations les plus communément rencontrées dans la littérature.
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2.5.1 Réponse impulsionnelle

Partant de la forme d’ét¢2.5), le développement de la récurrengec N donne

y(k) = Cu(k)
CAxz(k —1) @ CBu(k)
= COA%z(k —2) ® CABu(k — 1) ® CBu(k)

p-1 ,
= CAPzx(k—p)® @ CA'Bu(k —1).
=0

En adoptant la convention(k) = ¢ etu(k) = € pourk < 0, c’est-a-dire des conditions initiales
nulles, on peut réécrire le comportement entrée-sortie du GET

y(k) = éﬁzh(i)@@wk—i) (2.10)
avec
) € sit <0
h(i) = { CA‘B sinon (2.11)

Il est possible de donner une interprétation des termes de la MatEq&.,.x)? ", oug représente
le nombre de sorties gtle nombre d’entrées. L'élément; (k) est simplement la date der®™®tir de la
sortiey; (.) dépendant de I'entrée;(.) du type

e Sik<O0
wj(k) = {e sinon (2.12)

toutes les autres entrées étay(c) = ¢, Vi # j € Z.

Une telle entrée;(.) qui correspond au tir d’'une infinité de jetons a la datpeut étre interprétée
comme I'équivalent d’unémpulsionappliquée a I'entrée; du GET et I'élément;;(k) est alors la re-
ponse impulsionnelle correspondante.

En considérant un GET mono-entrée mono-sortie, on peut remarquer que lexsaf)iegrrespond
alors a une convolution, plus exactement une sup-convolution (dans I'algébre traditionnelle) de la réponse
impulsionnelle par I'entrée

y(k) = @h() @ ulk—i) = max (h()+ulk ) L (hxu) (k). (2.13)

On remarque la forte analogie avec la relation entrée-sortie d’'un systéme linéaire continu.

2.6 Latransformée eny

Les technigues de transformation jouent un role primordial dans I'étude des systémes linéaires in-
variants. C’est le cas des transformées de Fourier ou Laplace pour les systémes en temps continu. La
transformée en est une particularisation pour les systémes en temps discret. Elle est aux systémes en
temps discret ce que la transformée de Laplace est aux systémes en temps continu. La propriété la plus
remarquable est la mise en concordance de la convolution avec un produit dans le domaine transformé.
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La transformée en rappelée ici joue un role analogue a la transformée. &m effet, elle va permettre

de transformer les sup-convolutions (présentées précédemment) en des produits de séries formelles. La
structure algébrique qu’il convient d'utiliser pour une telle représentation est en conséquence celle d'un
dioide de séries formelles (cf. exemAl&1).

2.6.1 Definition
Pour un dateufd(k)} ., la transformée en, notéeD() est définie comme la série formelle
D(v) = @ d(k)y*.
kEZ

Supposons deux dateurs reliés par I'égatiték) = z2(k — ng), ce qui correspond a deux transitions
séparées par une place contenanjetons. La transformée ende chacun des dateurs est

Xi1(7) = Puk)*

keZ
= @ zo(k — nO)Wk
keZ
= " P wa(k — no)y )
keZ
= 7" X2(7).

Il apparait que multiplier une série grpar~y™° revient a décaler la séquencergeunités. Il est donc pos-
sible d'interpréter I'opérateuy comme opérateur de décalage "événementiel”, ce que I'on écrit parfois
~vx(k) = x(k — 1). Ceci est illustré par la figui2.7.

x(k) x(k—1)

~

Figure 2.7 —Opérateur de décalage "événementiel"

Remarque 2.21 (DioideZ .« [v]). Comme il a été rappelé dans 'exem@l&1, un ensemble de séries
formelles a coefficients sur un dioide complet peut également &tre muni d’une structure de dioide complet
dont la loi & est la somme de séries formelles et lagole produit de séries formelles. La transformée
en~ des dateurs peut donc étre considérée comme appartenant a un dioide de séries formelles en

Nous noteron<,,..[v] le dioide complet des séries formelles era coefficients dan&.,.x et
exposants dan&. L'élément neutre de I'addition d&,,..[] est la séries(y) = @, 7" (OUe =
—oo est I'élément neutre de I'addition daifs,.,) et I'élément neutre de la multiplication est la série
e(y) = e7° (olie = 0 est I'élément neutre de la multiplication @g,...).

2.6.2 Propriétés de la transformée ery

Linéarité : La linéarité de la transformation signifie que la transformée d’une séquence obtenue par
combinaison linéaire d'autres séquences n’est rien d’autre que la combinaison linéaire (au sens du dioide)
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des transformées correspondantes. Si

alors
X(y) = @ak)r*
kEZ
= a(@ xl(k)’yk> Db (@ xQ(k)’yk>
keZ kez

= aXl('y) > bXQ(’)’).

Convolution: Cette propriété est une des plus importantes et justifie a elle seule 'usage qui est fait de
la transformée en pour étudier les systemémax, +)-linéaires. Siy(k) est obtenu par convolution de
x(k) etg(k), ona
y(k) = Pa(i) @ gk —i).
i€Z
La transformée en dey(k), soitY (), est obtenue par

Y(y) = Puykn”

keZ

= PP=ti)egk—in*

kEZ i€Z

= [@x(i)vi ® @g(k—i)v(k‘i)]
1€EZ kEeZ

= X(7)®G().

2.6.3 Matrice de transfert

Nous avons vu au paragrap®d que, pour un GET, il était toujours possible d’obtenir une représen-
tation d’état canoniqué(5). Considérons la transformée gmles dateurs(.), z(.) ety(.) de 'équation
(2.59;0na

X(7) = 7AX(y) & BU(y).

Il s'agit d’'une équation implicite. Le résultat du corollaikel 17donne la plus petite solution
X(v) = (A)'BU(v).
En reportant cette solution dans I'équati@mbt), on obtient
Y(v) = CHyA)*'BU(y) = H()U(y) avec H(y) =C(yA)*B.
Cette equation exprime le comportement entrée-sortie du systéme. La série formelle
H(y) = COA)BE (Zumaxl])"™, (2.14)

est appeléasérie (ou matrice) de transfedu systéme. On peut noter qé&~y) correspond bien a la
transformée en de la réponse impulsionnell2.0.7). On observe aussi que la sup-convoluti@ril g

de la réponse impulsionnellg.) par le signal d’entrée(.) a été transformée en un produit des séries
formellesC(vA)*B etU(y).
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Exemple 2.22.Pour I'exemple de la figur@.5, on obtient la représentation par des séries formelles en

~ suivante
xo= = (5 T)xme(S)ve

Y(v) = (¢ ¢X(v)
Le calcul de la matrice de transfeH (y) = C(yA)* B donneH () = (37?)*3.

Pour le systeme décrit dans I'exemple précédent, nous considérons le signal d’gntrée ¢ =
er?, la sortie résultante vadt(y) = H(7)U(y) = (372)*3®e = (372)*3 = H(y). Autrement dit, pour
U(vy) = e (entrée impulsionnelle), la sort¥é(~) coincide avec la réponse impulsionnelle du systéme.
On peut alors penser qu&y) = e correspond a la transformée gmlu signak:(k) décrit dans la partie
précédente (e@.12, §2.5.1).

Mais, la transformée efy de ce signal correspondrait a la série formelle suivérte) = e © v @
Y2 ®... =~*(i.e. une infinité de jetons a la dai} Il apparaitimmédiatement que® # v*, cependant
il est possible de justifier le fait que~ ~* dans le contexte des GET, mais il faut pour cela introduire
un nouveau dioid®[~].

2.6.4 Filtrage des trajectoires monotones

Le dioideZ.x[y] permet de coder tous types de trajectoire. Or, par définition, I'évolution des da-
teursz; (k) associés aux transitions des GET sont monotones"€[é® tir d’une transition est toujours
postérieur ak — 1)"°™e, Par conséquent, le modéle mathématique utilisé pour représenter le compor-
tement d'un GET doit tenir compte de ce caractére monotone.

La propriété de monotonie d’une trajectoire de dat&i) se traduit par

VkeZ, {dk)=dk—1)} <= {dk) =dk) @dk—1)}

En passant a la transforméeeet en accord avec le corollailel17 on obtient donc, comme caracté-
risation de cette propriété,

{D(v)=D(v)®&vD(v)} <<= {D() =D}

Autrement dit, pour pouvoir prendre en compte les qualités de monotonie des séries formelles associées
aux transitions d’'un GET, il nous faut considérer, parmi les sériég,dg[~], celles qui restent inva-

riantes lorsqu’on les multiplie par la sérjé. Cette propriété laisse entrevoir un début d’explication au

fait que pour un GET, on a ~ ~*. Le théoréme suivant précise cette notion et montre que cet en-
semble de "séries croissantes" a également une structure de dioide qui est en outre isomorphe a un dioide
quotient.

Théoréme 2.23.

1. Le sous-ensembtg*Z,,..[y] des éléments de la forme D(~) est un dioide d’élément neutre
e(y) pour I'addition ety* pour la multiplication. Ce dioide sera nof2[+].

2. Soit la congruenc® .« suivante définie SUf..max[7v] par

{Di(MRyD2(v)} <= {v"Di(v) =7v"Da2(7)}

Chaque classe du dioide quoti@gax[h]]/nv* contient un plus grand élément qui appartient a
D[]
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3. Les dioideD[v] ethaX[M]/RW* sont isomorphes.

Démonstration.

1. il faut remarquer que I'ensembl2[+] est stable pour la somme et le produitZig..[] et admet
e(y) comme élément neutre pour I'addition€t comme élément neutre pour la multiplication
(v*v* = ~*). Cet ensemble a donc une structure de dioide complet. En revanche, on peut remar-
quer que I'élément neutre pour la multiplication ddmgy] (égal av*) est différent de celui de
Zmax[7] (égal &), doncD[y] n’est pas un sous-dioid&, .« [v] ;

2. Soit Dy un élément dé&..,..«[7], alors I'élémenty* D; est dans la méme classe d’équivalence que
D1 etil est aussi plus grand que, puisquey* > e. De plus, si on suppose qu'’il existe un autre
élémentD, € D[] dans la méme classe d’équivalence @yealors on peut écrir®, = v* D3 et
~v*Dy = ~v*Dy. Commey*y* = ~*, v*Dy = v* D3 = D, d’ou Dy = ~* Dy, ceci prouve l'unicité
de I'élémenty*D; € D[v] appartenant a la méme classe d’équivalence [QueFinalement,
supposons qu'il existé,, un autre élément dB[~], qui soit plus grand qu®; € Zpax[Y];
alorsDy, = v*Ds = Dy ety*Dy = v*D5 = Dy = ~* Dy, ce qui montre que*D; € D[] estle
plus grand élément de la classe d’équivalenc®de Z,.x [7].

3. SoitI'homomorphismél : x — ~*z. D'aprés le théoremnig. 96 I'application[z]; — II(x) définit
un isomorphisme du dio'fc%max[[fy]]mv* dansD[~].

O

Ce théoréme permet de conclure que le (véritable) dioide des "transforméedesrapplications
dateurs" est donc le dioid@[] et nonZ,.<[]. Ce théoréme permet aussi de justifier le fait gt
équivalent &*, c’est-a-dire que I'arrivée d’une infinité de jetons a la dapeut-étre codée alors que,
normalement cette situation devrait étre coglée

2.6.5 Simplifications

Puisque les trajectoires de tir des GET sont codées par des séfids et que ce dioide est iso-
morphe ax [7] /R.»» ON Manipulera indifféremment des sériegtje] ou des classes @nax M=,

D’apres le théorem&. 95 les opérations d’addition et de multiplication sur les cIass@g[h]]/Rw*
ne dépendent pas des sériegg,[7] choisies pour représenter ces classes. On peut donc ramener les
opérations SUZ.,.x [[7]]/727* a des opérations s, [Y] pour des représentants quelconques.

Par la suite, on adoptera la simplification d’écriture consistant a omettre les cr{n@:}a@@ pour

désigner un élément d&,,.. [[7]]/737*. Les éléments manipulés seront donc tacitement des classes, bien
que les écritures employées ne fassent figurer que des représentants particuliers de ces classes.
En remarquant que si,,.x[7], on a

*min(n,n’)
)

V(T eY) =
en appliquant I'allégement d’écriture proposé précédemment, on peut écrire la regle de simplification

suivante sumax[7] SR
A" B ,Yn/ _ ,Ymin(n,n’)_ (215)

Remarque 2.24.La manipulation des représentantsﬁﬁaxM/Rw* peut donc étre assimilée a la ma-

nipulation des éléments dB..«[7] & laguelle on ajoute la régle de simplificatiq@.15). De méme
cette régle admet une interprétation simple en terme graphique. Par exemple, les graphes d'événements
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temporisés de la figui2.8(a) sont équivalents du point de vue de la relation entrée-sortie, c’est-a-dire
gu'ils réalisent la méme application au plus tbt— y.

—
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l \
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—»@
3
?w @3y =3y 55 ®16% = 153

(@) (b)
Figure 2.8 —Interprétation graphique des régles de simplification
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2.6.6 Transformée eny

Dans le domaine temporel (voir remarcRéd3), la situation est complétement duale, puisque une
variable compteufc(t)}:cz est une application croissanté.: — Zui,. Si on notes I'opérateur de
décalage, on a

Ci6) = @ ct)d.

teZ

De méme que précédemment, la propriété de monotonie (on se souviendra que l'ordre dans le dioide
Zmin €St I'inverse de l'ordre naturel, i.e1,> b < a ® b = a < a < b) d'une trajectoire de compteur
c(t) se traduit par

VteZ, {c(t+1)=<c(t)} <= {ct)=clt)®c(t+1)}.
En passant a la transformée &ron obtient donc
{ce)=Cc@)as'C)} «— {C@©)=("hH*CE©)}.

Exemple 2.25.Pour I'exemple de la figur@.5, on obtient la représentation par des séries formelles en

J suivante
x0= = (5 Hxwe(S)ve)
Y (9) = (¢ €) X(5)

Le calcul de la matrice de transfef (§) = C(6A)* B donneH (§) = (263)*53.

Dans le paragraph§2.6.4, nous avons vu qu'il était possible de "filtrer" les élémentZdeg.[7]
pour ne garder que ceux qui présentent une propriété de monotonie de leur trajectoire, on est alors arrivé
a une structure algébriquB[~] possédant la régle de simplificatiod.15). De la méme maniére, en
considérant une représentation dans le domaine temporel et les transforndéesrerspondantes, et
en réalisant un filtrage analogue sur les éléments monotones, on aboutit & un dioid¥gajotéest
possible de montrer que toutes les manipulations précédentes en dateurs admettent des versions duales
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dans le dioid@[d]. De méme que pour le dioide]~] il est possible de munir le dioid2[d] de la regle
de simplification suivante (duale d& @ 4" = min(n.n)) -

Sttt = gmax(tt), (2.16)
On peut voir sur la figur@.8.(b), une interprétation graphique de cette regle.

Remarque 2.26.0n peut se demander si 'une des deux représentations est plus appropriée pour la
description des GET. L'approche dateur présente I'avantage de ne s’intéresser qu’'a I'occurrence des
tirs.

L'approche compteur, quant a elle, dépend d’'un pas d’observation temporel. Cette approche semble
donc plus naturelle par analogie avec la théorie des systemes a temps discrets conventionnels. De
plus, elle permet une meilleure cohabitation avec les modélisations de RdP a choix libre proposées
par [Baccelli et al., 1995Baccelli et al., 199h

A notre avis seule I'application permet de trancher pour I'une ou l'autre des représentations. Donc,
pour un GET, soit on applique les régles de simplification de la transformée(2115), soit les regles
de simplification de la transformée ér{2.16).

Une représentation dite bi-dimensionnelle a été introduite dBas¢elli et al., 1992Cohen, 1998p
Dans cette représentation, les opérateyrst 6 sont traités de facon symétrique. Elle permet alors de
repousser le choix de la représentation et se révéle étre fort élégante. Dans cette représentation, nous ma-
nipulerons des séries formelles en deux variables commutatige$a exposants daris et coefficients
dans le dioide de BoolB, cet ensemble de séries formelles est un dioide afiifel®].

2.7 Représentation bi-dimensionnelle : dioide\1¢* [, J]

m

Nous rappelons ici la démarche qui permet de coder les trajectoires de tir des GET par des séries
formelles en deux variables commutativeset 6, a exposants daris et a coefficients booléens. Les
aspects événementiel et temporel d’'un GET sont alors considérés de maniere symétrique.

Nous rappelons tout d’abord formellement comment certaines séries en ces deux variables commu-
tatives permettent la prise en compte de la monotonie des trajectoires de tir.

2.7.1 DioideB[~, ]

Définition 2.27 (Dioide B[, 6]). On appelleB[~, §] le dioide des séries formelles commutatives a
coefficients booléens en deux indéterminget § et & exposants dai#s Une série formelle dB[~, J]
s'écrira de maniére unique
s= @ s(n,t)y"o; (2.17)
n,tEZL

avecs(n,t) = eoue, B[y, 6] est un dioide complet.

Le support d’une sérig est la partie d&? suivante

Supp(s) = {(n,t) € Z?|s(n,t) #¢e}.
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2.7.2 Construction du dioideM&*[v, d]

Il reste maintenant a traduire les régles de simplificai®bs) - (2.1€) dans le dioidé[y, d]. Tout
d’abord, remarquons que si on associe au co(plé) I'information : "'événement: a eu lieuau plus
tot a I'instantt", alors(n, t) domine toutes les paires d'informatiofs, ') telles quen’ > n ett’ < t.
Par conséquent la série= 16! devrait étre équivalente a la sésiede support

Supp(s') = {(,t) €Z? |0/ > nt' <t} ={(n+a,t—y)|(r,y) € N2}.
Cela peut étre traduit par

z,Y

On considéere I'application

@ :B[v,0] = B[, 0] , @(s)=s(y)"(671)",

© est une fermeturego ¢ = ¢ ety = Id). En considérant I'applicatiow, on peut donner la relation
d’équivalence suivante :

Vs, s € B[y,8] , s=s <= p(s)=¢(¢).

Définition 2.28 (Dioide M7, d]). Nous appelons\g7[v,d] le dioide quotient3[y, ],z . Dans
[Baccelli et al., 199Pil est montré queM{r [, 5] estisomorphe @[] et aD[d].

Cela signifie que les classes dd{[v, d] sont également bien adaptées a la représentation des
trajectoires de tir d’un graphe d’événements temporisé.

Avant de présenteM{*[v, 6] comme outil de modélisation, nous rappelons quelques caractéristi-
gues de ce dioide.

2.7.3 Manipulation des elements de\1}7[~, §] et regles de simplification

m

La somme et le produit des classesMt?[v, §] étant indépendants des représentant8[de J]
choisis (th1.95), un élément de\$+[~, 6] sera désigné par un représentant quelconquekians].
La manipulation des éléments dd?*[v, §] se fait donc avec les regles de somme et de produit du

dioideB[~, §] auxquelles on ajoute les régles de simplifications issue2.d€) et (2.1€) suivantes
,Yn(st ® ,.Yn’(gt — ,_ymin(n,n’)(;t (2.18)
,Yn(st ® ,.Yn(st’ _ ,yn(smax(t,t’) (2.19)

Rappelons les principales caractéristiques de ce digit§g[v, §] est un dioide complet distributif d’élé-
ment neutre = (v, §) (la série nulle d&[, 5]) pour la loi® et d’élément maximunT = (y~1)*§*.

Remarque 2.29.0n utilisera parfois abusivement les notations suivantes pour le plus petit et le plus
grand élément dé192 [y, 8] : € = yT06 > et T =y~ °§+°°,

n

Du fait de la structure de quotient det?*[~, o], il est possible de donner plusieurs expressions de
I’élément neutre: pour la multiplication

e = 7*(571)* — 'Y* — (671)* — ,YO _ 50 — 7050.
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Ces élements sont effectivement "equivalents" mo@ulo(mais ne sont évidemment pas identiques en
tant qu'éléments dB[~, ¢]). Lordre naturel< défini surM?* [+, 6] & partir de la loib permet d’établir
I'équivalence suivante

ot < oY = n>nett <t.

Enfin, puisqueM{*[~, §] est complet, tout couple, b € M¢*[~, 6] admet un plus grand minorant noté

n

a A b. Dans le cas ou etb sont des mondémes, on obtient la relation
,)/n(st A ,yn’(st’ _ ,Ymax(n,n’)(smin(t,t’) (220)

qui permet d’établir la borne inf de deux mondmesMé? [, d].

2.7.4 Représentation graphique des éléments det[~, J]

Nous nous appuyons sur la représentation des élémeii§dé] pour définir une représentation
graphique des éléments dd?*[~, d].

Il parait naturel de représenter une sérieBde, §] par la collection des pointé, ) du planZ?
appartenant au support de cette série. Pratiquement, lay$étie> 1263 € B[y, 6] sera représentée par
les points de coordonné€s 4) et (2, 3) deZ>.

Pour un élément € B[y, §], on représente dans le pldA I'ensembleSupp(s).

Représentant maximal Comme I'applicationp est une fermeture, tout élément MZ2[~, 5] vérifie
I'égalité a = p(a) = v*(§~1)*a. En particulier,y*(§—1)*a est le plus grand élément de la classexde
dansB[v, §]. Graphiquement, le représentant dddsiey*(5~!)*a est en quelque sorte le représentant
qui "couvre" la plus grande surface @8, c’est-a-dire qui inclut effectivement tous les représentants
possibles de cette classe. Ce représentant maximal de la classe 87 [, 6] étant canonique, il sera
choisi pour représenter graphiquement I'élément

Prenons un mondme”™s' de M%%[v,d]. Le représentant maximal de ce mondme est I'élément
Aoty (571)*. Multiplier 6% par v*(6—1)* revient simplement a "attacher" au point de coordonnées
(n, t) tous les points contenus dans le cone sud-est de sont¢tu plan. Pour un élément quelconque
a =B, 1)ea y"igt de M¢x [, 8], le représentant graphique dest donc I'union des cones sud-est
de sommetn;,t;) € A.

On obtient la correspondance suivante entre les opérations sur les monamg [de 5] et sur les
cones de&Z?:

1. la somme de deux monémess et~™' 6" est représentée graphiquement par I'union des cones
sud-est de sommets respectifst) et (n',t').

2. le produit de deux mondmeg'st et~y™ 6t est représenté par le cone de sommmet- n/,t + t)
(ce qui correspond au cone dont le sommet est la somme vectorielle des s¢gmmets(n', t')).

3. I'inf de deux monémes "4t ety™ 6! est représentée par I'intersection des cénes sud-est de som-
mets respectifén, t) et (n', t').
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1) 1) 1)
(' 1) (1)
(n+tn t+t
("’7 t) (77,'7 t’) ("’v t)
(n,t) (max(n,n’), min(¢,t'))
Y Y Y
,Y‘YL(SL @ ,Yn/o‘[,/ ,Yn(st ® ,Yn’(st’ _ ,Yn+n’(st+t’ ,_yn(sf A ,‘/n’ét’ _ ,\/max(n,n’)émin(t,t’)
union de cones somme vectorielle intersection de cones

Figure 2.9 —Représentation graphique des opérations\gdf [, J].

Représentant minimal Tout élément deV¢?[~, 6] admet un représentant maximal d&{s, 6]. En
revanche, il est montré, notamment déBadcelli et al., 199 que seuls certains élémentse’ [, 0]
admettent un représentant minimal d&ifs, 6]. Graphiquement, on obtient ce représentant minimal en
ne codant que les sommets du représentanttdg]y, 5]. A titre d’exemple, pour I'élément!§* @ ~25°
de M [y, 8], I'élémenty*(61)*y15% est le représentant maximal (graphiquement, correspond a toute
la surface du cone de sommt 4)) et v'6* est son représentant minimal (seulement le sommet du
cbne).

Le représentant minimal est également le représentant obtenu apres avoir effectué toutes les simplifi-
cations d'écritures résultant des régl2slf) et (2.1€). On présentera par la suite, systématiquement, les
résultats sous leur forme minimale, lorsqu’elle existe.

2.7.5 Exemples de calculs sur des polynémes dd?*[~, 6]

in

On noteraM{¥[v, §] I'ensemble des polynémes de (v, §], c’est-a-dire 'ensemble des éléments
a support fini (cf exempld.82). On propose ici quelques calculs sur des polyn6mes de maniére a se
familiariser avec cette structure algébrique.

Soita, b € M%[v,5],a = y16* @ 36* etb = v252 @ 4163 @ v°6°. On peut vérifier graphiquement
(figurel2.10) que ces éléments sont sous leur forme minimale.

a®b=~ @262 @351 @ ~%5° (onremarque en effet qués> < 435%).

a®b= (7151 @7554) ® (7252 @7453 @7565) _ ,_)/553 @7554 @"}/6(56 @"}/5(56 @,Y757 @"}/869.

En remarquant que®s* @ 756 < 4565, on obtient le représentant minimal
a®b=~0 @5 6" @8

Enfin, on obtient la borne inf de ces éléments

a/\b:'yQ51@'y3526]9’y4536]97554.

Nous terminons cette présentation en évoquant le moyen pratique de calculer la régiduée
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Les mondmes"§t de M%*[y, 6] sont inversibles (y"6)~! = 4~"§~t. En s’appuyant sur la rela-

n

tion (£.8), la résiduée d’un élément quelcondugar un monéme"é§' est donc obtenue par
A %b =46t ® b

D’autre part, puisque un élémeatde M¢*[~,d] s'écrit comme une somme de mondmes (finie ou
infinie), soita = €p,.; 76", on peut écrire explicitement d’apressf

av) _ (@’yni5ti)§b _ /\ ,Y—Ni(s—tib _ ,y—m(s—hb A ,y—nz(s—tzb N
i€l icl

Lorsquea et b sont des polynémes, le calcu$b revient a calculer la borne inf d'un nombre fini de
polynémes.

Aveca = v16t @ 354 et = 7262 @ 4462 @ 25 on obtient
axb = A5 AAT3
— (7151 D 7352 D 7453) A (771572 @ ,}/1571 @ ,.)/2)
6l @42,

OA oA OA
ea_ub Y ca=

a®b a®b alNb

Figure 2.10 —Manipulation de polynémes d&1¢*[v, d].

m

2.7.6 Modélisation des graphes d'événements temporisés sMt{*[~, J]

La démarche, similaire a celle adoptée pour le codage Bé&mkou D[4], est la suivante :
1. les trajectoires de tir des transitions du GET sont codées par des élémgnty fie o]

2. d’'un point de vue dynamique, le GET peut alors étre vu comme un systeme induisant des déca-
lages (événementiels et temporels) sur ces trajectoires, les opérateurs permettant de caractériser
ces décalages étant I'opérateudans le domaine événementiel et I'opératédans le domaine
temporel.
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On rappelle tout d’abord comment coder les trajectoires de tir d’'un GET par des élémafs fie o].

Soitz (7, d) un élément deM?* [+, ] associé a une transitiand’'un GET. Le représentant maximal
dansB[v, §] de cet élément peut &tre écrity, §)y* (6 1)* = @,c; y™6%. Il faut interpréter chacun
des mondmes™i§ti dex (v, 5)y*(6~1)* comme une information élémentaire connue sur I'histoire de la

transitionz. L'information élémentaire associée au monémie’: est :
le tir numeéron; de la transitionz a lieu au plus tét a la date;

Enrésumé, un élément del?” [, 6] représente une infinité d’informations élémentaires concernant
les tirs d’'une transition, parmi lesquelles certaines peuvent sembler redondantes. Le représentant minimal
d’un élément deV¢7 [+, §] associé a une transitiantient lieu d'information "essentielle” concernant la
trajectoire de tir de cette transition. Autrement dit, connaissant le représentant minimal d’'un élément de
M*[~, 0] codant la trajectoire de tir d'une transition, on est capable de déduire a quelles dates ont eu
lieu effectivement les tirs, ou symétriquement, pour une date donnée, combien de tirs ont eu lieu a cette
date.

Exemple 2.30.Nous formulons ici la représentation d’état du GET de la fi¢i& On utilise la méme
notation pour désigner les transitions et les éléments\d& [, §] codant leurs tirs. Les trajectoires
sont reliées par les égalités suivantes :

ry = 72952 D u
Tro9 = (53.%1
y = 22

ou encore sous forme matricielle

c - (5 T)re()e
Y = (e X

Pour le calcul de la matrice de transfert, on peut procéder trés simplement ; en effet on peut reporter
dans I'équationz,, on obtient alorse, = 6% (y2z2 ® u) = 0°y*z2 ® §%u; en appliquant le corollaire
1.117 on peut résoudre cette équation implicite, on a alogs= (726%)*53u. Finalement en reportant
x5 dans I'équation de sortie, on obtient comme matrice de trangfest C A*B = §3(y253)*.

Remarque 2.31.0n souligne ici le lien qui apparait entre les résultats fournis par la théorie spectrale
et I'expression du transfert du GET de la figiz&.

Puisque les transitions internés, x») appartiennent & une méme composante fortement connexe,
il'y a un temps de cycle unique pour I'ensemble du graphe de la f&3Eiree rayon spectrgb( A) fournit
alors le temps de cycle de ce circuit critique (c’est ici le seul circuit), s@it) = % ce qui correspond
a un taux de production de 2 jetons toutesdasités de temps.
On peut noter que I'expression du transfert donnée dans I'exemple précédent met également en évidence
ce résultat. En effet, la forme du transfert du GET de laZi .fait apparaitre le caractére ultimement
périodique de la réponse impulsionnelle : cette période ultime est décrite par la présence d’'une seule
étoile de mondme, ichy253)*.

2.8 Reéalisabilité, rationalité et périodicité

L'objet de la derniére partie de ce chapitre est de rappeler que tout transfert de GET peut se repré-
senter par une matrice constituée de séries périodiquésjféy, J].
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Les définitions sont ici fournies dans le dioidi!~ [y, 6], mais s’étendent naturellement aux dioides
D[v] etD[o].

Définition 2.32 (Causalité). Une séries € M¢7[~, 6] est ditecausalesi s = ¢ (la série est nulle) ou si
son représentant minimal est a exposants ffarigne matrice est dite causale si toutes ses composantes
sont causales.

Remarque 2.33.Ainsiy26® @ y36~* est un élément causal det*[v, 6], son représentant minimal
(obtenu aprés simplification) étant le mondné3. De maniére générale, un élémenta® [+, 5] est
causal si les sommets de son représentant graphique appartiennent au cadran Nord-EstZfu plan

Notation 2.34 (M¢**[~,d]). L'ensemble des séries causales/a [y, J] est stable pour la somme
et le produit deMé% [+, §]. Cet ensemble forme un sous-dioide complevt€ [, 5] noté M [, 6]

par la suite. Notons que I'élément maximum/e>* [, §] ests*.

Définition 2.35 (Rationalité). Un élément € M{*[~, ¢] est ditrationnelsi I'un de ses représentants au
moins peut étre obtenu par un nombre fini d'opérations et a partir de 'ensembléc, e, v, d}. On
dira qu’une matrice a coefficients dang’*[v, §] est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.

Remarque 2.36.Par définition, un élément rationnel est également causal.

Définition 2.37 (Réalisabilité). Un éléments € M7 [, 0] estréalisables’il existe un GET mono-
entrée/mono-sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisément, s'’il existe trois
matricesC, A, B de tailles respectivementx n, n x n etp x n a coefficients dans I'ensembje, e}

telles que cet élément puisse s’éciird* B.

Définition 2.38 (Périodicité). Un éléments de M$*[, ] estpériodiques’il existe deux polynédmes
etq de Mg [y, ]

o B
p= @i eta = B
i=0 j=0

et un mondme causal= +”47 tels que
s=p®qr’.

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque 2.39.Cette notion est illustrée sur la figug11 De plus, notons que cette définition de la
périodicité n'impose pas la causalité de la série.

Théoréme 2.40 (Cohen et al., 198). SoitH € M&T[v,§]P>*™. Sont équivalents
() H estréalisable
(i) H estrationnelle
(i) H est périodique et causale

Démonstration.Nous renvoyons le lecteur €phen et al., 19g§%our une preuve exhaustive de ce ré-
sultat. O
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Figure 2.11 —Représentation graphique de la série e © vJ @ 7252 & v45% @ v°6° @ v765(126%)*.

Définition 2.41 (Pente ultime). La pente ultime d’'une série périodique= p & g(~"0")* est notée
0 (s) et est définie comme le ratio, (s) = v/7.

Théoréme 2.42.L’'ensemble des séries périodiques/t’[v, J] est stable pour la somme, le produit,
I'inf et la résiduation. En outre, pous; etss deux séries périodiques non dégénérées (tellesgue #
0 etr1, 72 # 0), on obtient les résultats suivants

Too(81® 83) = min(oeo(s1),000(s2));
Too(81 @ 89) = min(oeo(s1), 000 (s2));
Ooo(S51AS2) = max(0oo(51),000(52)).

Siow(s1) < 0o(s2) alors

Ooo(82881) = 00o(51),

sinon,ss%s; = €.

Démonstration.L'étude des séries périodiques est abordée par Gaubert @anbért, 1992Chap. 7,
Annexe A] etGruet, 199% Le lecteur y trouvera les preuves des résultats énoncés dans ce théoréme.

Une partie du probléme de synthése de correcteurs, proposée dans les chapitres suivants de ce mé-
moire, repose sur le résultat suivant.

Proposition 2.43. L'injection canoniquel; : M{** [y, 8] — M42[, 4] est résiduable. Sa résiduée
sera notéer .

Démonstration.M{* [y, 6] est un sous-dioide complet de(?*[v, J] ; par conséquent, il est possible
d’appliquer directement la propositidn4& O

Le calcul pratique d@r, est le suivant. Soi¢ € M{*[~, d] que I'on écrit

s = @ s(ng, t;)y"i6k,

el
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Pr(s) s’obtient simplement en "annulant" danges mondmes non causaux, c’est-a-dire a exposants
strictement négatifs, soit

Pri(s) = Pry (@D s(ni, ti)y"6") = €D s (ni, ti)y™ 8",

i€l i€l

s(ni,ti) Si (ni,ti) > (0, 0)

Ol s (1, 1) = { £ sinon

Exemple 2.44 (Calcul dePr, sur un élément périodique). Pry (v~ 2673(y0)*) = Pro(y 263 @
Y2 et eyeati@...) = y(y6)*. Graphiquement, le représentant Be, (s) ne conserve que
les sommets du représentantdeontenus dans le cadran Nord-Est du pl&h(voir figure3.1).

I

Pri(s) : plus grande série
causale inférieure ou égale a s

s : série non causale

Figure 2.12 —Représentation graphique de I'opération de projeddion

Remarque 2.45.1l faut garder a I'esprit quePr. étant un projecteur (i.ePr, o Pry = Pr.), si une
séries est causale elle est invariante pBr., c.-a-d.

s € MIF[y,8] <= s=Pry(s).

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté différents dioides permettant la représentation du comporte-
ment des GET. Une part importante des résultats présentés concerne la représentation d'état de systéme
(max, +)-linéaire ainsi que la présentation du dioit€* [, 6].

Nous avons également introduit les caractéristiques périodiques de la réponse impulsionnelle d'un
graphe d’événements temporisé. En particulier, le calcul du transfert des GET se raméne a la ma-
nipulation de séries rationnelles pour lesquelles il existe des logiciels permettant leur manipulation
[SW2001, 2001

Le prochain chapitre est consacré pour une partie au probléme de la synthése de correcteur pour les
GET et pour l'autre partie a I'étude de leur robustesse.



CHAPITRE 3

Commande et analyse
de la robustesse de
systemesmax, +)-linéaires

3.1 Introduction

De maniére analogue aux systémes continus, on entend par commande de systémes a événements dis-
crets le pilotage d'un systéme par le contréle de ses entrées afin d’atteindre des performances spécifiées
au préalable.

Historiqguement, les premiers travaux sur la commande de GET, obtenus par une approche),
apparaissent dar€phen et al., 19¢9L objectif de commande est alors un probléme de poursuite d’'une
trajectoire connuae priori. Autrement dit, il s’agit d’établir une trajectoire d’entrée pour le systeme telle
gue laréponse en sortie "suive au mieux" une trajectoire de consigne correspondant au comportement dé-
siré en sortie du systéme. L'approche proposée daokdn et al., 19¢Permet d’établir la plus grande
commande d’entrée telle que la réponse en sortie soit inférieure ou égale & un signal de consigne noté
Elle est donc optimale vis-a-vis du critére de juste-a-témps

Plus récemment, le probléeme de poursuite de modele a été considéré dans différents
travauxLibeaut, 19956Libeaut and Loiseau, 199€ottenceau, 1993 uders and Santos-Mendes, 2002
Maia et al., 200B L'objectif est la synthése d’un correcteur modifiant le comportement dynamique du
systéme en vue d'obtenir pour le systéme corrigé des performances spécifiées sous la forme d’un modéle
dit de référence. Le systéme, et le modele de référence, sont généralement représentés par leur fonction
de transfert. On peut distinguer trois approches.

La premiére consiste a synthétiser un précompensateur placé en amont du systéme nominal en vue
d’approcher au mieux le modeéle de référeridbg¢aut, 1995Libeaut and Loiseau, 199Gruet, 1995
Le correcteur recherché est le plus grand, ce qui lui confére un caractére optimal vis-a-vis du critére de
juste-a-temps.

La deuxiéme approche consiste en un probléeme de commande en boucle fermée. Il s’agit cette
fois de synthétiser un contréleur de type retour de sortie ou retour d'état permettant au systéme en
boucle fermée d’atteindre au mieux le modéle de référeGoténceau, 199%ottenceau et al., 20P1

! Juste-a-temps est une traduction littérale du terme anglais "Just-in-time". On ne doit pas interpréter ce terme comme
"au dernier moment", mais comme la "quantité juste" (égale au besoin) au "temps voulu" (date du besoin). Dans les milieux
industriels, on parle de méthode de production en juste-a-temps (ou encore en flux tendus), cela consiste a acheter ou a produire
la quantité juste nécessaire (de fagon a minimiser les stocks internes) au moment ot on en a besoin (satisfaction de la demande
client).

65
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Liders and Santos-Mendes, 2D02a encore, les correcteurs recherchés sont les plus grands. lls sont
donc également optimaux par rapport au critere de juste-a-temps.

Enfin, dernierement, une nouvelle structure de commande généralisant ces approches a été considé-
rée. Cette nouvelle structure améliore les performances des commandes précédentes. Elle est basée sur
I'utilisation simultanée d’'un précompensateur et d’un retour de sivigd et al., 200B

Les commandes décrites précédemment sont déterminées a partir d'un modele du systéeme réel
souvent appelé modéle nominal. Ce modéle correspond dans la plupart des cas a une approximation de
la réalité. Ses carences peuvent étre multiples, citons par exemple les incertitudes sur certains parameétres
du modele, les variations paramétriques du systéme au cours du temps ou suivant les conditions de
fonctionnement. Enfin, des facteurs externes imprévisibles peuvent venir perturber le fonctionnement du
systeme en boucle fermée. Il est donc souvent nécessaire d’'étudier la robustesse des lois de commande
mises en oeuvre, afin d’évaluer leur sensibilité a ces aléas.

L'objectif de ce chapitre est donc d'étudier la robustesse des lois de commandes décrites pré-
cédemment. Dans un premier temps, nous étudions la robustesse de la commande introduite dans
[Cohen et al., 19¢9c’est-a-dire une commande de type poursuite de trajectoire. |l s’agit de caractériser
'ensemble des systemes préservant I'objectif de commande, c’est-a-dire 'ensemble des systemes qui
respectent le critére de juste-a-temps. Nous montrons notamment que la commande optimale vis-a-vis
du systéme nominal I'est également pour tous les systemes de cet ensemble.

Ensuite, nous abordons la robustesse des lois de commande en boucle fermée. Dans cette partie,
nous dégageons des marges "admissibles" pour le systéme en boucle fermée, c’est-a-dire que pour toutes
variations du systeme comprises dans ces marges l'objectif de commande est toujours réalisé. Nous
montrons plus particulierement que le correcteur calculé pour le modéle nominal reste optimal pour tous
les systemes compris dans ces marges.

Ce chapitre rassemble les contributionsldedmmeau et al., 2001&hommeau et al., 2001b

3.2 Préliminaires algébriques

L'étude de la robustesse de la commande en boucle ouverte requiert 'examen de deux applications,
A, et définies sur des dioides complets.

Notation 3.1. On noteraA, et ¥, les applications définies par

Ay : D — C

. oha (3.1)

et
v, : C —- D

T —  agx,

(3.2)

ouD etC sont des dioides complets.

Proposition 3.2. Le couple d’applications antitoneg\,, ¥,) établit une correspondance de Galois
entre les dioide® etC.

Démonstration.Montrons d’abord I'antitonie. Comm® etC sont des dioides complets, on a I'’équiva-
lence suivanter ~y < rx =@y < y=1x Ay, alors

Ag(z) = Aoz @ y) & aka = (z D y)ka = aja Ayka = Aa(x) A Aa(y) (d'apres (£.5),
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doncz > y = Ag(z) = Au(z) AN Au(y) <= Au(z) = Ay(y). Lantitonie de¥, se démontre en
suivant la méme démarche. Il reste a montrer jye ¥, > Idc et qued, o A, = Idp. On a

Ay o VUu(z) = (agx)ka = z(aka) = = <= A oV, = Idec (daprés (f.7) et par (f.2) on @ya) = e),
U, oA (2) = af(aka) = (afa)r > x <= VY,0A, > Idp (dapres (f.7) et par (f.2) on @ga) = e).
En accord avec la définitioh.63le couple d’application$A,, ¥, ) établit bien une correspondance de
Galois entreD etC. O
On rappelle que s{D, <) est un ensemble ordonné, on note (PP, <pw) I'ensemble ordonné
oppose, c’est-a-dire I'ensemble pour lequetpor b < a =p b.

Corollaire 3.3. Soient les applicationd, : D — C°? et ¥, : C°? — D, alors A, est une application
résiduable et sa résiduée s’exprime pﬁ{: ¥,,. Dualement, soif\, : D°° — Cet¥, : C — D°Palors
¥, est résiduable et sa résiduée v&& = A,.

Démonstration.Dans la propositio8.2, nous avons montré que le couple d’applicatiohg, ¥, ) établit
une correspondance de Galois efiretC. Alors, la propositiorl.70conduit immédiatement au résultat.
]

Remarque 3.4.Ce résultat montre que la plus grande solution d@nhde l'inéquationzya > b estag¢b,
de mémexa est la plus grande solution de l'inéquatiadz > b. On trouve également ce résultat dans
[Menguy, 1997Cohen, 1998p

L'analyse de robustesse de la commande en boucle fermée repose pour une grande partie sur les
résultats qui suivent.

Notation 3.5. On noteraQ, I'application définie par

T o @3

ouD est un dioide complet.

Remarque 3.6.L'application @, n’est pas résiduable. En effet,
Qa(z@y) = ((zdy)a) (z®y) = (za S ya) (xS y) # (va)"z ® (ya)*y = Qa(z) & Qa(y),

c’est-a-dire que 'applicatior), n'est pas semi-continue inférieurement. Elle ne satisfait donc pas les
conditions du théoremnie. 97

La proposition suivante montre qug, restreinte a son image est résiduable.
Proposition 3.7. Soit@Q, : D — D,z — (za)*z une application isotone définie sur des dioides com-
plets. L'application g, Q. est résiduable et sa residuee vaut
(|mQa|Qa)Ii = LimQa>
ou Iimg, : ImQ, — D estl'injection canonique.

Démonstration.Notons tout d’abord que I'applicatio, est une fermeture. En effet, d’aprds3e) et
(1.39,0na

Qu© Qu(z) = ((za)*za)*(za)*z = ((xa)T)*(za)*z = (va)*(za)*r = (za)*z = Qu(z).

De plusQ, = ldp, puisqueQ,(z) = (za)*x = x @ zax @ ... = x. Alors, d’'aprés la définitiol.52
I'application@, est une fermeture et grace a la proposilodd, on sait quey,, Q. est une application
résiduable. O
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3.3 Commande en boucle ouverte

3.3.1 Formulation du probléme

Ce paragraphe présente la commande en boucle ouverte pour les GET. Un lecteur familier avec ce
type de commande pourra aisément s’affranchir de sa lecture.

Précisément, le probléeme de commande en boucle ouverte résolu est le suivant. On dispose d’'un
systeme (un GET avecentrées ef sorties) dont on connait la matrice de transfére DI*P. On désire,
a l'aide des entrées € DP, faire en sorte que les sorties du systéme suivent au mieux des trajectoires
déterminées dites de consignes D?. Dans [Cohen et al., 19§9il est montré que ce probleme a une
solution optimale, c'est-a-dire qu'il existe une plus grande commande d'emfyee DP telle que la
sortie résultant de cette entrégf = Hu,,:) Soit inférieure ou égale a la sortie désigeea commande
uop: €St alors optimale vis-a-vis du critere de juste-a-temps (la spyfiest en juste-a-temps).

entrée réponse imposée
(commande) fonction de transfert| (consigne de sortie)
Uopt =7 H Yopt j z

Figure 3.1 —Problématique générale de la commande en boucle ouverte.

Formellement, soil.y : DP — D?,u — H ® u, une application définie sur des dioides complets.
Déterminer la plus grande commande revient a s'intéresser a I'ensemble

{u € DP| Ly(u) = z},

et plus précisement a sa borne supérieure (najgg qui nous donnera la plus grande commande véri-
fiant la conditionL i (uep¢) < 2. On peut déja remarquer que cet ensemble n’est pas vide puisgue
est solution, c.-a-dLy () = ¢ < z.

En fait, le calcul de cette commande est un probléme d’inversion d’application définie sur des dioides.
La théorie de la résiduatiofi.5) permet de résoudre ce probléme directement.

Proposition 3.8. La commande optimale,,; existe et est donnée par :

Uopt = sup{u € DP|Ly(u) X 2} = L} (2) = Hyz. (3.4)
Démonstration.Résulte immédiatement du fait qiig; est une application résiduabki (11). O
Remarque 3.9.La commande optimale pour un GET correspond a la commande faisant entrer les jetons
le plus tardivement possible dans le systeme.

3.3.2 Analyse de la robustesse

La synthése de commande se fait sur la base d’'un modéle dont la validité s’avére souvent limitée.
Il est donc naturel de se préoccuper de la robustesse de la loi de commande. Ceci revient & établir les
variations admissibles du systéme vis-a-vis du modéle nominal qui ne remettent pas en cause les perfor-
mances de la loi de commande.
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En théorie des systémes linéairésdzard et al., 19SP une commande est dite robuste si elle garan-
tit un certainniveau de performancemalgre les variations (ou les incertitudes) du modele nominal.

Dans notre contexte, le probléme peut s’énoncer comme suit. Etant donné un modéle #betinal
une loi de commande optimale associgg, garantissant quélu,,; < z (la performance désirée), il
s’agit de caractériser la borne supérieure (néfég,) de 'ensemble

Hi = {X eD"?| Xupy =< 2},
ou H,,, représente le plus grand systeme assurant I'objectif de commande : £;g;do,; < 2.

Proposition 3.10. Soitu,,; une commande optimale pour un objectilonné. Le plus grand transfert
Hg,,;, garantissantt ,,,uqp,; =< 2 existe et est donne par

Hsup = supH1 = Rﬁom (z) = Zy{uopt-

Démonstration.Découle directement du fait que,_, est une application résiduabi (11). O

opt

Remarque 3.11.PuisqueH uy = z, alors H < zf¢u,e = Hgyp. |l résulte de la propositiof.10que
pour tout system& < H,,,, le niveau de performance est garanti, c’est-a-dire que pourdout H,,,
onaXuep = 2.

Remarque 3.12.De méme, puisqull < H,,,, par isotonie on a uyy; = Hguplopt = 2.

Nous venons de déterminer le plus grand trangfer}, préservant le critere de juste-a-temps. La pro-
position suivante montre que la commande optimale obtenue pour le modele namyipja$t optimale
vis-a-vis deH .

Proposition 3.13. Le transfertH,,, admet la méme commande optimale que le systénwest-a-dire
Houpz = HYz = Ugpt.

Démonstration.D’apres la propositio®.10 on aH,,, = zfu.y. On peut donc écrirél,, %z comme
Hgopkz = (2fuop)yz. D'autre part la propositioi8.8 donnew,, = H¥z, on a alorsHg,%z =
(z¢(HYz))xz. En considérant les applications : = — z%z et¥, : = — z¢x (cf. proposition3.2),
I'expression(z¢( Hyz))kz peut s’écrire sous la forme :

Hoghe = (#(HY2)hz = A, oW, oA, (H). (3.5)

Il résulte de la propositiol3.2 que le couple(A., ¥, ) d’applications établit une correspondance de
Galois. Or, d'apres le corollai®3 ¥, = A%, donc I'égalité[8.5) peut aussi s’écrird, oV, oA, (H) =
AZoAioAZ(H). Les applications résiduables admettent la propriété suivanteA® oA, (H)=A,(H)
(voir (1.7)), ce qui conduit immédiatement au résullt, %z = Hyz = uopt. O

Corollaire 3.14. La commande,,; est optimale pour tous les transfers. tels qued < H, =< Hgy,).

Démonstration.Soit H,. un transfert tel queéd < H, < H,,,. On rappelle que I'application, est
antitone (c’'est-a-dire < y = A,(x) = A.(y)). Alors la commande optimale donnée pa# conduit
Auopt = N (H) = A (H,) = A;(Hgyp). De plus, d’aprés la propositi@13 A, (Hgy) = Hsupkz =
Hyz = A,(H), on adonc I'égalitéi,,; = Hyz = H,{z = Hgypk%. O

Ce corollaire signifie que pour tous les systemigstels queHd < H, =< H,,y, le niveau de per-
formance est garanti,u.,; =< z) et 'optimalité de la commande est préservee, c'est-a-dire que la
commande,,; est également la commande optimale pour le trangfert
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3.3.3 lllustration

Considérons le modeéle d’un atelier d’assemblage représenté sur leJigutet atelier est constitué
de trois machined/y, M- et Ms. Les piéces sont traitées en paralléle &ljret M- puis assemblées par
la machineMs. Notons que les machindd;, M, et M3 ont clairement des temps de cycle différents : la
premiére peut traiter une piéce toutes les deux unités de temps tandis que la seconde, quant a elle, peut
traiter une piéce toutes les 5 unités de temps. La madiinehargée de I'assemblage des piéces, peut
traiter trois pieces toutes les deux unités de temps.

e N

L S H)

Figure 3.2 —Exemple d’atelier d’'assemblage.

En suivant la démarche proposée au paragr2pfide fonctionnement de ce graphe d'événements
temporisé peut étre décrit par les équations suivantes dans le difiiey, 0]

z = Ax® Bu

y = Czx
ou
€ v € € € € 0 €
2 ¢ e & e ¢ € €
€ ¢ vy e € e 62
A pr— 5 5 B pr—
€ € 0° € € ¢ € €
e 0 e 8 ¢ A3 g €
e e € ¢ 6% ¢ € €
c = (e € € € ¢ e)

On obtient alors comme expression pour la matrice de transfert (on trouvera en annexe A, le script Scilab
permettant de calculer la matrice de transfert & partir de la représentation d’état) :

H = CA*B=(65y0%)* 6%(v6°)%) . (3.6)
La consigne (la demande d'un client) est supposée donnée par
P 512 e ,}/527 @ 74532(,}/55)* ey 7125—}—00'

Par convention, le premier tir étant le tir numérocette trajectoire doit étre interprétée comme suit :
on souhaite que la piedesoit disponible au plus tard a l'instah®, les piéced, 2 et 3 au plus tard &
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............

............

(b)
Figure 3.3 —Représentation graphique dgy, z €tyop:.

linstant 27. Puis a partir de la piécé et de l'instant32 on désire en "moyennd’ piece toutes le§
unités de temps. Le dernier term&§+°°, signifie que la piécél est la derniére piéce pour cet ordre de
production, puisque la date de production de la pigcest+oc.

Le calcul de la commande optimale donne :
Uopt = HAYz

56 ey 7617 %) 72519 ey 73621 D ’Y4§26 @75531 @76536 @77541 @78646 ey ’}’9551 ey 710556 @’}/11661 o) 7126+OQ
( 6@’}/55 @72510 @73515 @74520 @’}/5(525 @76630 @77635 @78540 @79545 @710(550 @’\/11655 @’712(5+OO )

Et la sortie correspondante vaut
Yopt = Huopt _ 512@’)/(523 @72525@73527@’74632 @’Y5537@76542 @’77647@78552@’)/9557@’710562 @711667@7126+O®~

On donne sur la figur8.3.(a) une représentation de la trajectoitg; = (unopt uglom)T (voir
proposition3.8). On peut vérifier (figuré.3.(b)) que cette commande optimdlg,; respecte bien la
spécification, c’est-a-dire que la sortig; = H ® u,,: €st bien inférieure ou égale a la consigne

Nous allons maintenant analyser la robustesse de cette commande optimale. D’aprés la proposition
3.1Q il existe un plus grand transfefi,,,;,, pour lequel la commande,,; reste optimale. Ce transfert est
donné par

Hsup = (hllsup thSup) = Z}z{uopt

avec
hllsup — (66 @758 @72510 @73515 @"}/4620 D ’)/5(525 D ’)/6(530 D 77535 EB’Y8540 @79545 @710(550 D 711561 @7125-!—00) ,
h12sup — (612 D 7517 @ 72622 D 73627 D ,Y4532 &) 75537 &) ’76642 &) 77547 &) ’)/8652 @ ’)/9557 D 710562 &) 711567 &) 7126-&-00) .
Soit H,, le transfert réel du systenté. On sait (corollaire8.14) que, pourH, tel queH < H, =< Hgyp,
le caractére optimal de la commande est conservé.

On donne sur la figurg.4 une représentation graphique du transfert nomihak du transferfZ,,,.
Sur cette figure, la zone grisée correspond aux variations admissibles pour le ttHnsfert
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Figure 3.4 — Marge de robustesse, les zones grisées représentent les plages de varifjodashes
lesquelles I'optimalité de la commande est toujours vérifiée.

D’un point de vue pratique, toute variation des machina8 préservant une réponse impulsionnelle
a l'intérieur de cette zone grisée ne modifie en rien I'optimalité de la commande, c'est-a-dire que les en-
cours sont minimisés et la spécificatign: = H,u,, =< z est toujours vérifiée. Par exemple, supposons
gue pour une opération de maintenance, le temps de traitement de la maGhirpsse d& a4 unités
de temps a partir de la piédeet a I'instantl3. La fonction de transfert du systéme régl devient :

Hr — (56 D 758 o 72510 @ 73512(754)* 512(,}/55)*)

La figure3.E représente les réeponses impulsionnelles des trangfarts et ki1 ainsi que le transfert

réel hi1,. On peut remarquer que;; < hi1, = hiy,,,, donc la modification de la composarite
(c.-a-d. entre:; ety;) ne remet en cause ni I'optimalité de la commande ni le respect de la spécification.
Cela veut dire que la sortie du systemg; = H,u.,: €st inchangée, elle est identique a celle de la
figure3.32.(b). On peut vérifier que la commandsg,; calculée pour le transfert nominal est toujours
optimale pour le transfeif,.. On a

U = HpQ§z
ort gﬁ&@ 71T @ 42819 @ 43521 @ 41520 @ 45§31 @ 40536 @ 47841 @ 8516 @ 49551 @ 10656 @y 411661 g y125+00
( e ® 705 @ 2510 @ 43815 B 421620 © 75825 @ 40530 @ 47535 @ 43540 @ 49845 @ 410550 @ 411555 @y y125+00 )

On remarque que les trajectoires dg; = H,%z sont les mémes que celles décrites sur la figure
3.2.(a). La commandae,,; correspond donc toujours a la plus grande commande garantissant I'objectif
Hruopt =y =2z

Remarque 3.15.En analysant le GET de la figu®2, on s’apercoit que la machink/s (qui est la plus
lente) est une machine goulot, c’est-a-dire que cette machine impose son taux de production (d'apreés le
théoremé.17, A = min(1/2,1/5,3/2) = 1/5) au reste du systeme.

Supposons que cet atelier fonctionne en flux tendu, c’est-a-dire que les mathietsd/> sont ap-
provisionnées en pieces brutes dés qu’'elles sont disponibles. Des piéces vont s'accumuler (inutilement)
en sortie deM;. Ce stock interne non borné peut étre considéré comme une instabilité du systeme.

Dans ce cas précis, cette instabilité provient de la désadaptation des cadences maximales des ma-
chinesM; et M. Cette désadaptation est mise en évidence dans I'expret&i€)nde la matrice de
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Figure 3.5 —Représentation graphique fe,, , 11 et du transfert réet ;.

sup?

transfert du GET, puisque les deux composante& ddonnées sous forme de séries périodiques, pré-
sentent des pentes asymptotiques différentes.

En fait, la marge disponible sur la composarite; vient de cette désadaptation. En effet, si on
regarde la représentation d#,, (figure3.4), on voit quehi1,,, a une pente asymptotique différente
de celle dehq;. Cela signifie qu’il est possible de ralentir la machihesans changer le comportement
entrée/sortie du GET (le taux de production du systeme étant imposé-ppour laquellehis,,, ethio
sont confondues).

La commande optimale prend en compte cette désadaptation (la commande étant aussi optimale
pour Hy,,;,), c'est-a-dire qu’elle fournit les dates de tirs pouy et us les plus tardives permettant de
respecter l'objectif .,y = H ® uqe = 2). Elle évite, par conséquent, une accumulation inutile de
jetons en sortie déd/;, en ralentissant I'alimentation de la machidé; en piéces brutes.

3.4 Commande en boucle fermée : synthese d’un retour de sortie

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la synthese de correcteurs linéaires en boucle fermée pour
les graphes d’événements temporisés. Notre contribution repose sur I'analyse de la robustesse de ces
correcteurs vis-a-vis des variations (du nombre de jetons et/ou des temporisations) de modéle. Dans la
premiére partie de ce paragraphe nous faisons un tour d’horizon des principaux résultats concernant la
synthése de correcteurs linéaires en boucle fermée dans les dioides, le lecteur intéressé pourra consulter
[Cottenceau, 199Zottenceau et al., 19¢Biders and Santos-Mendes, 20Maia et al., 200Bpour une
étude plus exhaustive.

Avant d’aller plus loin, il peut sembler nécessaire de justifier I'approche de commande en boucle
fermée pour la commande de GET. Précédemment (remar&ijenous avons mis en évidence que pour
certains GET, il pouvait exister une désadaptation des taux de production dans les différents circuits de
celui-ci. Cette désadaptation peut entrainer une instabilité du GET (une accumulation infinie de jetons).

Le calcul de la commande optimailg,; pour une consigne donnéemontre que cette commande
optimale prend en compte cette désadaptation, puisque, d’'une part elle fournit la commande la plus
tardive possible permettant d’atteindre I'objecfif4,,; < z) et d’autre part, la commande étant la plus



74 CHAPITRE 3 — Commande et analyse de la robustesse de systémest)-linéaires

tardive possible, elle permet de diminuer le temps de séjour des jetons dans le GET ou, de maniéere
équivalente, permet une diminution du marquage instadtané

Mais, pour une entrée gquelconque, cette accumulation de jetons persiste. Un des objectifs de la
commande en boucle fermée va étre d'uniformiser les vitesses des différents chemins dans le GET, en
vue d'atténuer (voire de supprimer) cette instabilité.

Par exemple, pour le transfert de I'exemple précédent3d))(

H o= (8°8) 6265))
on imagine facilement que le réle du correcteur va étre de ralentir I'alimentation de la madhjne
pour aligner le fonctionnement de la branehe— y (composanté;;) sur celui de la branche, — y
(composanté,»).
Outre le contrdle de performances entrée-sortie du systéme, le contrbleur va permettre de diminuer
le temps de séjour des jetons dans le GET, comme pour la commande optimale en boucle ouverte.

3.4.1 Formulation du probléme

Il s’agit ici de modifier la dynamique d’'un systenié € D?*P par I'ajout d’un retour de sortie
F € DP*4 (situé entre la sortig € DY et I'entréeu € DP). La dynamique du systeme en boucle fermée
est alors maodifiée par la dynamique du retour de sortie.

L'objectif de commande peut se présenter de la maniére suivante : considérons un gysterme
D?*P (appelé modeéle de référence), un systéine D?*P (matrice de transfert du systéme a comman-
der) et un ensemble de retours de saflie DP*4. |l faut alors choisir un élémert € F et I'appliquer
a H de fagcon a ce que, pour les mémes entrees, les deux systgmest H muni de son correc-
teur de type retour de sortie aient les mémes sorties. En théorie des systémes linéaires, ce probléme
de commande est similaire au probleme classique de poursuite de modéle (model matching problem
[Wang and Desoer, 192 La figurel3.6 présente le schéma bloc du systéme nominal, du systéme en
boucle fermée et du modéle de référence.

ref

Figure 3.6 — Commande avec modéle de référence : correction d’'un systémpar un correcteur de
type retour de sortié’.

D’apres la figured.6, le systéeme en boucle fermée vérifie

u = vdFy
y = Hu

En accord avec le corollaite 118 I'équation entrée-sortie s'écrit

y=H(FH)"v = Gpv. (3.7)

2Dans un contexte de production, ce marquage instantané correspond aux en-cours de production.
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D’un point de vue algébrique, ce probléeme nécessite I'étude de I'applicifion D — D,z —
a(xza)* définie sur le dioide compléa?.

Par conséquent, I'applicatiaW i (F') : DP*1 — D?*P F +— H(F H)* caractérise l'influence d’'un
retour de sortig” sur le systéme en boucle fermée.

Formellement, ce probléme de commande en boucle fermée consiste a chercher la borne supérieure
de 'ensemble des correcteurs

F = {FeDr"| My(F) < Gres}. (3-8)

La borne supérieure de cet ensembBleorrespond au plus grand correctéuiqui fournit la plus
grande trajectoire de commande de type- F'y & v telle que le comportement entrée/sortie soit in-
férieur a un modele de reférencg. ;. Pour un graphe d'événements temporise, les trajectoires de la
commande:, = F'y & v correspondent aux entrées effectives des jetons. En conséquence, obtenir le plus
grand retour de sorti€ permet de retarder le plus possible I'entrée des jetons, tout en garantissant qu'ils
sortiront du GET avang = G, v.

La recherche de la borne supérieurefdeepose sur la résiduation de I'applicatibfy;. En fait cette
application n’est pas résiduable, car elle n’est pas semi-continue inférieurement (& 8dd y) #
My (z) ® Mg (y)) et ne satisfait donc pas les conditions du théorér@é

Néanmoins, dangJottenceau, 199%ottenceau et al., 201l est montré qu'il existe des restric-
tions de 'ensemble d’arrivée de I'applicatiddy; résiduables, ce qui revient a dire qu’il existe un plus
grand compensateur, dans I'ensemble des compensatefitsuniquement pour certains modeles de
référence’, .. La proposition suivante montre qu’il existe des restrictiond/fje résiduables.

Remarque 3.16.En raison de I'égalit€1.37), My (F) s'écrit indifféremment
My(F) = H(FH)* = (HF)*H.

Proposition 3.17 (Cottenceau et al., 200). SoitMy : DP*9 — D*P x — H(xH)* définie sur des
dioides complets. Soient les ensembles

G = {GeD?™P|3AeD™ G=A*H},
Gy = {GeD¥?|3IB e DP*P,G = HB*}.

SiGrer € G1 U Go, il existe un plus grand retour de sortie nakg,,; tel queM g (Frp) = Grey, donné
par :
Fopu = sup{F € DP*1| H(FH)* < Gyep} = HNGefpH.

Démonstration.Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce résultat Gattehceau et al., 201
O

Corollaire 3.18. SiG,er € ImMp, alors Fy,,; = HYG,.r¢ H est la plus grande solution de I'équation
Mp(Fopt) = Greg.

Démonstration.Observons d'abord quen My C (G1 NGz) et queF,,: correspond au plus grand retour
de sortieF' tel que My (F') = Gyes. PuisqueG,.; € ImMp, il est possible de considérer I'application
My restreinte a son image s, | My : DP*? — My (DP*9),z — H(zH)*. Cette application
est surjective (c.-a-dfy € ImMpy,3x € DP*9, My(x) = y, voir (1.10). Par conséquent, pour tout
Gyref € ImMp, il existe un retour de sorti&' tel queMy (F) = Gpey. O
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3.4.2 Retour de sortie - analyse de la robustesse

Dans ce paragraphe, nous allons analyser la robustesse de la structure de contréle précédente. C'est-
a-dire que nous allons chercher I'ensemble des systémes qui préservent les performances attendues pour
le systéme nominal.

3.4.3 Formulation du probléme

Nous supposons disposer d’'un systéme corrigé par un correcteur de type retour de sortie. Nous note-
ronsF’ ce correcteur synthétisé pour un modéle nomiial
De méme, on noterX le transfert réel du systéme, on cherche alors a préciser I'ensemble défini
ci-dessous
Hy = {X €DV | (XF)*X < (HF)*H}. (3.9)

C’est-a-dire que nous cherchons a caractériser I'ensemble des sysfaquesorrigés par un retour
de sortieF’ ont un comportement aussi rapide que le systéeme nominal corrigé. Autrement dit tout systeme
appartenant a cet ensembtg garantira le respect des performances voulues lors de la synthése.

Nous cherchons donc la borne supérieure (néigg € D?*P) de cet ensemble. Cette borne supé-
rieure H,,,,, correspond au plus grand transfert garantissant I'objectif, c’est-a-dire

MHsup(F) = (HF)*H = Gref'

Proposition 3.19. SoientH € D?*P un transfert nominal ef’ € DP*7 |e correcteur de type retour de
sortie tel que(HF)*H € D?*P, le transfert en boucle fermée, soit inférieur ou égal & un modéle de
référenceG,.; € D1*P. Alors, H,,,, = (HF')*H est la borne supérieure de I'ensembte, c.-a-d. ,

Hop = (HF)'H = sup{X € DT"?|Qp(X) = (XF)"X X (HF)"H}.

Démonstration.D’apres la propositio8.7, |mq, @ est une application résiduable avRgq,. I'in-
jection canonique dém@r dansD, comme application résiduée. ComE F)*H € ImQp, on a
directement le résultdi,,, = (HF)*H. O

Propriétés 3.20. D’'une part, d’apres la propositioi8.19 le transfertH,,, € ImQr. D’autre part,
Qr étant une fermeture, le transfeH,,,, appartient a 'ensemble des fermés @¢ (voir §1.7). Par
conséquent le transfefi,, = (HF)*H conduit a l'égalité,Q r(Hsup) = (HoupF) Hsup = Hsup =
(HF)*H.

Apres avoir déterminé le plus grand transféfg,,, conservant les performances entrée-sortie du
systeme en boucle fermée, nous donnons un ensemble de transferts satisfaisant ce méme objectif.

Corollaire 3.21. Soit le comportement réel du systéme décrit par le trangfgrtalors pour toutH.. tel
queH < H, < Hg,y,0na

(HFY'H = (H.F)'H, = (HqpF)*Hgyp.

Autrement dit, il est suffisant que le comportement du sysiénseit dans l'intervalle[H, Hy,,;)], pour
gue le comportement entrée-sortie du systéme en boucle fermée reste inchangé. Il est naturellement
nécessaire quél, < Hy,p.
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Démonstration.Soit H, le transfert tel qué? < H, < H,,,. Par isotonie du produit et de I'opérateur
étoile, on a
(HF)*H = (H,F)*H, = (HsupF)*Hgyp.

Dautre part, la propriét8.20conduit a l'égalit§ HF)*H = (H, F)*H, = (HgupF)" Hsyp. O
Proposition 3.22. Le contréleurF' est optimal pour tous les transfets. tels queHd < H, < Hg,p.

Démonstration.Soit H, le transfert tel quél < H, < H,,,. Parisotonie,on e F)*H < (H,F)*H, =
(HsupF)* Hgyp. D'autre part, le corollaire8.21 donne (HF)*H = (H,F)*H, = (HgupF)" Hsyp.
Par conséquent’ correspond au contrdleur optimal pour tous les transféytdels queH =< H, =
Hgup. O

3.4.4 lllustration

On peut reprendre ici 'exemple de I'atelier traité précédemment §8dit3). On rappelle le transfert
du systéme en boucle ouverte (&.6)) :

H = (56(752)* 512(755)*)‘

D’aprés la propositior8.17, en choisissant un modéle de référeidge; = A*H, on est assuré de
I'existence d’un retour de sortie optimal,, tel que

MH(Fopt) j Gref-
Nous choisissons ie¥,.s = (v4°)*H, soit
Grep = (0°(70°)" 0%2(78°)").

On trouvera dangJottenceau, 199%une discussion sur le choix du modéle de référence. On peut tou-
tefois noter que dans le modéle de référence choisi ici, les vitesses de fonctionnement des branches du
GET (u; — y etus — y) ont le méme taux de production; il s’agit donc ici d’homogénéiser les flux des
deux éléments de la matrice de transfert nom#fal

Le correcteur de type retour de sortie optimal tel diig (Fo,:) < G,.r est donné par le calcul de
Fopr = HYGreppH
B 5—6(755)*
- 5712(765)*
Pour ce retour de sortie on obtient les commandes suivantesHy & v) :

up = 5 5(®) 'y o n
uy = 0712(78%)*y @ ve.

Les formes implicites de ces commandes sont les suivantes :

up = Y8u B Sy D
uy = Y6ous &2y @ vy
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ce qui conduit en représentation dateur sur le di@iglg, aux récurrences suivantes :

ui(k) = bdui(k—1)® —6y(k) ® v (k)
ug(k) = bug(k—1)® —12y(k) ® va(k).

Il est clair que sous cette forme, I'élaboration de la commar(d@e (par le correcteurs = Fy @ v)
nécessite de connaitre le futur de la sogti€€ette nécessité de prédire le futur pour pouvoir élaborer
la loi de commande est due au fait que le correcféurest pas causal et est donc non réalisable (voir
théoreme2.40).

On doit alors considérer I'opérateur de projectPn. : My, 5] — M+ [v,§] (proposition
2.49. En appliquant 'opérateur de projection duy,,, on obtient

254 5%
_ _ (7765 (70°)
Foptv = Pry(Fop) = <7353(755)* )

ou F,,.+ est le plus grand retour de sortie causal (et realisable). On peut voir une realisation de ce
correcteur sur la figurd.7

Figure 3.7 —Reéalisation du correcteur retour de soig, ;.

Il reste maintenant a analyser la robustesse de ce correcteur, vis-a-vis des variations du systeme. Il
a eté montré (propositicd.19 qu'il existe un plus grand transfert noté,,,,, vérifiant la speécification,
c’est-a-dire
(HsupFopt—‘r)*Hsup = (HFopt-i—)*H = Gref'

Toujours d’apres la propositidh 19 le plus grand transfeft,,,, est égal a
Hsup = (HFothr)*H
254 5\ * *
. o (705 (v0 " .
= (e 82000 (L)) (06 568))
— (56 @ 758 o) 72516(755)* 512(755)*)
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La figure3.8 représente le modele de référer@g ¢, le plus grand transfert/,,, et le transfert
nominal Z. On peut noter que I'on a bien le systéme en boucle ferfigg = (H Fype+)*H qui est
toujours inférieur ou égal au modéle de réféere@icey.

Si on suppose maintenant que le transfert réel du systéemefhast soumis a des variations (du
nombre de jetons dans les places et/ou des temporisations), alors d'aprés le c&@ldaezone gri-
sée sur la figur®.8 correspond aux variations admissibles pour le trandfertC’est-a-dire que pour
tout comportement rédll,. tel queH < H, < H,,,, le comportement entrée-sortie du systeme reste
inchangeé. Par exemple potf. = Hy,,, le transfert entrée-sortie vaut

(HsupFopt+)*Hsup — ((66 e 758 o) 72516(755)* 512(,755)*) F0pt+)* (56 D 758 e 72616(755)* (512(’}/(55)*)
— (56 D ,758 @ 72516(,),55)* 512(,}/55)*)

Donc, pourH, = Hyg,y, on verifie bien queé g, Fopi+ ) Hsyp = Hsup = Grep, C'eSt-a-dire que

I'objectif de commande est toujours vérifié. De méme, on peut vérifier quefposr Hy,,,, le correcteur
F,pi+ calculé pour le modéle nominal est toujours optimal ; on a

Pry (Hsup k{Grﬁf?q_fsup)
Pry ((8° @ 78° ®426'°(78%)"  6'2(76°)%) X (6°(70°)"  §'2(78°)") # (8° @76 ® 250 (78%)"  6'2(76°)"))

(viéi(véf)*) |

7°6°(v6%)"

Par conséquent, on remarque que le corredigyr. calculé pourHy,, est eégal a celui calculé pour le
modeéle nominaH .

Fopt+

En réesuméH,,, = (HF,,)"H estle plus grand transfert (c.-a-d. le systéme le plus lent) pour
lequel I'optimalité du correcteur est toujours vérifiée.
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Figure 3.8 —Réponses impulsionnelles @& ¢, H,, et H.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des travaux portant sur la commande de graphes d’événements
temporisés dans l'algébre des dioides. Les deux structures considérées sont la commande optimale en
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boucle ouverte ou I'objectif est de poursuivre une trajectoire, puis la commande en boucle fermée par
retour de sortie dans un objectif de poursuite de modéle.

Ce chapitre a proposé l'analyse de la robustesse de ces deux structures. Nous avons caractérisé
'ensemble des systémes préservant les performances de la commande optimale. Dans le cas de la
commande optimale, il a été montré que le systéme (AHYEpeut évoluer entre deux trajectoires
(H = H, = Hgyp = zfuep), SANs remettre en cause I'optimalité de la commande.

Dans le cas de la commande en boucle fermée par retour de sortie, nous avons montré que tout
systeme dont le transfert est compris eriret (H F')* H préserve I'optimalité du correcteur.

Ces résultats permettent d'établir une garaatigosteriorisur les performances de la commande
vis-a-vis des variations du systeme. Cela veut dire que lors de la mise en oeuvre du correcteur on peut
établir les marges de variation admissiblesHle

Dans le prochain chapitre, nous supposerons corapésri les incertitudes du systéeme et cherche-
rons a synthétiser des correcteurs robustes garantissant les performances voulues.



CHAPITRE4

Synthese de contrbleurs
robustes pour les GET

4.1 Introduction

En1979, R. Moore développe I'analyse par intervall®fore, 1979). Son but est alors de pouvoir
contrdler les erreurs numeériques des calculateurs utilisant une représentation a virgule flottante.

Depuis I'analyse par intervalles a connu de hombreux développements, hotamment en automatique
[Jaulin et al., 20C[Lou elle trouve de multiples applications. Un des intéréts de cette approche est de
pouvoir prendre en compte, par exemple, des incertitudes de mesure dans le cas ou les données sont
issues de valeurs expérimentales.

On peut aussi considérer dans une certaine mesure que l'analyse par intervalle se présente comme
une alternative a I'approche probabiliste pour la représentation des incertitudes sur une variable aléa-
toire. En effet, dans I'analyse par intervalle, une quantité incertaine est représentée par un ensemble qui
la contient et non plus par une loi de probabilité.

Nous commencons ce chapitre par des préliminaires algébriques dans lesquels nous introduisons
deux dioides, le premief (D) est construit a partir d’'un produit direct de dioides, le second dioide
Co(D) est constitué des couples ordonnés®). Ensuite, nous présentons un dioide d’intervalles
notél(D). Parmi les résultats énoncés dans cette partie, nous montrons notamment qu'’il est possible de
construire un isomorphisme entre les dioidg$D) etI(D). Les résultats établis dans le dioidg(D)
s’étendent alors naturellement au dioide des intervalles. En particulier, il sera montré que I'application
produit définie suCq(D) est résiduable.

Latroisieme section s’intéresse a la modélisation de graphes d’événements temporisés dans un dioide
d’intervalles. L'objectif est de pouvoir prendre en compte des incertitudes (erreurs de modélisation et/ou
variations paramétriques) en les représentant par des intervalles. Autrement dit, le nombre de jetons et
les temporisations associées aux places sont supposés évoluer dans un intervalle défini au moment de la
modélisation, le systéme est alors qualifié d’'incertain.

La quatrieme section présente la synthése de correcteurs robustes pour des systémes incertains dont
les parameétres appartiennent a des intervalles. Il s’agit de caractériser 'ensemble des contréleurs véri-
fiant un objectif de commande spécifié sous la forme d’un intervalle. Autrement dit, supposant donné,
sous la forme d'un intervalle, un ensemble de modéles de référence spécifiant des comportements ad-
missibles du systéme corrigé, et supposant connus les intervalles auxquels appartiennent les paramétres
du modéle incertain, nous chercherons I'ensemble des correcteurs permettant d’'imposer de maniére ga-
rantie, au systéme corrigé, le respect de la spécification.

81
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Enfin, la cinquiéme partie propose un exemple d’application des résultats de ce chapitre. Dans cette
illustration I'objectif est de caractériser I'ensemble des correcteurs stabilisant un graphe d'événements
temporisé dans lequel le nombre des jetons et la durée des temporisations sont incertains.

Notre contribution est une extension des résultatCadtenceau et al., 20Dgur la synthese de cor-
recteurs en boucle fermée au cas des systémes incertains. Cette étude a fait I'objet de deux publications
[Lhommeau et al., 2003hhommeau et al., 2003c

4.2 Resultats préliminaires

4.2.1 DioideC(D)

Définition 4.1 (Dioide produit). SoitD un dioide ; sur I'ensemble produit
C(D) = DxD,

considérons les lois de composition données par les formules

(Iﬂ/, 33'”) @ (yl7 y//) — (.’L'/ EB y/, IL'// @ y//)’ (41)
(.I/,CL'N) ® (y/’yl/) — (xl ® y/,fE” ® y//) ’
I'ensembleC(D) muni de ces deux lois de composition est un dioide.
Pour établir I'associativité de la multiplication, considérons trois éléments
(x/7 I”), (y/7 y/l)7 (Z/, Z//)
deC(D) ; on a par définition
(.’17’,33”) ® (yl’yl/) — (ﬂfl ® y/’l,l/ ® y//)’ (y/’ y/l) ® (Z/, Z//) — (yl ® Z’,y” ® Zl/) (42)
et par suite
(@2 (¢, y") © (,2") = (@ ey)es @ oy)o:"), (4.3)
(@ 2") @ ((y,y") @ (z,2") = (@@l )"y @), '

de sorte que I'associativité de la multiplication d&ah@) résulte de I'associativité des lois de composi-
tion données sub. De méme, pour montrer I'associativité de I'addition, il suffit de remplacer dagk (
et 4.3) la multiplication® par I'addition®, pour remarquer la encore que I'associativité de I'addition
découle de 'associtivité des lois de compositionBur

On remarque immédiatement que la commutativité et 'idempotence de I'additionCd@nssont
également liées a la commutativité et a I'idempotence des lois de compositith B&n est de méme
pour la distributivité de la multiplication sur I'addition, puisque

(@) (W) @ (") = (@0 &) ey,

et idem pour la multiplication a droite.

Le dioideC(D) posséde I'élément neutfe, ) (resp.(e, e)) pour I'addition (resp. la multiplica-
tion), oue (resp.e) désigne I'élément neutre pour I'addition (resp. la multiplicationd€n remarque
également qué:, ) est absorbant pour la multiplication SU(D).
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On obtient donc bien un dioide en munissant 'ensemble prédd® = D x D des lois de compo-
sition définies plus haut(l).
Notons également que la l@i définit une relation d’ordre canoniqué:p) sur le dioideC(D) :
(ﬂfl,.’E”) @ (yl,yl/) — (y/7y1/> — ($/,$//) jC(D) (y/7y1/) = 113, jD y/ etI” j'D y//.
ou =<p est la relation d’ordre darB.

Exemple 4.2. L'ensemble produiC (Zmax) = Zmax X Zmax (vOir définition'4.1) muni des lois de
compositiony et @ définies par

(1’/,1'//) @ (yl7y//) — (x/ @ y/7x// EB y//) — (max(:c/,y/),max(a:", y//)) ,

(.’L’/,Z'//) ® (yl7y//) — (x/ ® yl,w// ® y//) — (IL'/ + y/,fll',/ + y//) .
est un dioide. On vérifie que I'élément neufrec) = (—oo0, —o0) de @ est absorbant pour. Par
ailleurs, (e, e) = (0,0), est I'élément neutre de.
4.2.2 Propriétés du dioideC(D)
Propriétés 4.3. Si le dioide(D, @, ®) est complet, alors le dioide> (D), @, ®) est complet.
Démonstration.Pour tout sous-ensemb{éx’,, =), } de C(D), la somme

Bt — (@x;,@xg)

07

est définie su€ (D) puisque par hypothége est un dioide complet, on a do@®,, =, € D et , =, €
D, ce qui entrainé®d, =, P, =.,) € C(D). Par ailleurs, pour toyd’,b”) € C(D), on a

(@ s, ) - (D W o) D o)) - @ W ot 0at) - D () (s, ).
De méme, on &P, (2}, 21)a) @ (V',0") = B, (z, @V, 2l @ V") = @B, ((x,, z2), @ (b, b)), pour
tout (v, v") € C(D). O

Propriétés 4.4. SoitII : D — D une application isotone définie sur des dioides complets, alors
I'application II s’étend naturellement au dioidg(D), c'est-a-dire que poufz’,z”) € C(D) on a
I1:DxD—DxD,I((,2")) = (II(z), I(z"))

Exemple 4.5.L’application étoile de Kleene (voir notatidn99 est définie dan€(D) par K (z/, 2") =
(K(2"), K(z")) = (2", 2"). En effet((2/,2")) = (e,e) ® (2/,2") & (2/,2") @ (o', 2") ... = (e ®
e e..edr @) = (K@), K(")).

4.2.3 Résiduation dansC(D)

Considérons maintenant les applications suivantes définies sur le @idje

L(a/7a//) : (.%'/, ZL'//)

(a/’a//) ® (x/"r//)
R(a’,a”) : (.Z'/, .’I,'//) ! !

(x ,J]”) ® (a ’a//)

11
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Proposition 4.6. Les applicationsL, .+ et R, .+ définies sur le dioide compl€t(D) sont rési-
duables.

Démonstration.Observons d’abord quB, . (€, €) = (d’s,a"e) = (e, ¢); de plus, comme le dioide
C(D) est complet, on a

L(a’,a”) <@ (.’L‘;,.’Eg)a> = @L(a’,a”) (($;,l’g)0),

(e

[e2Rade’

donc résiduable (cf. theorerded7). On vérifie avec la méme démarche que I'applicatiyp ) est résiduable.
O

pour tout{(z;,, z,) } de C(D). Par conséquent, I'applicatialy . .y est semi-continue inférieurement; elle est

Notation 4.7. On noteraL%a, a,,)(x’, ") = (a,a")x(2', 2") (resp.R%a/ a,,)(:v’, ") = (', 2")¢(d,a"))
I'application residuée de., . (resp.Ry o))

Corollaire 4.8. SOitL(y 4y : (2',2") = (a’,a") ® (2',2") I'application définie sur le dioide complet
C(D). L'équation

Ligran (@', a") = (d,a") @ (2',2") Zc(p) (V,0"), (4.4)

admetL% ', ") = (d/,a”)](V,0") = (a'}0, a”’§b") comme plus grande solution.

0/70//)

Démonstration.D’apres la propositiod.€, I'application L, . est résiduable, I'équatiod4) admet
donc une plus grande solution. En considérant la relation d’ordre du digidg résoudre4.4) revient
a chercher la plus grande solution de chacune des inéquations suivantes :

ad @2 2pb et a"wz" <pt.

Les applicationd., et L, définies suD étant résiduables (voii.11), on a directementz’ < o'}V’ et
2 < a8, d’ou le résultat? ', ") = ('}, a"}"). O

(a’,a’)

4.2.4 DioideCy(D)

Définition 4.9 (DioideCy(D)). Nous noterons paty(D) I'ensemble des couplés’, ") tels quer’ <
7". Cet ensemble est naturellement inclus d@(®). En outre, il est fermé pour la somme et le produit
deC(D). En effet, pour tous couplés’, ") et (v, y") deCq(D) on a

@,z e . y") = @eoy.2"ey")eC(D)
de plus par isotonie de,
P et PP >Toy ey
autrement difz’ ® ¢, 2" ® 3") € Co(D). De méme, par isotonie de, on a
@2 e W.y) = @e7,2"0y") € Co(D).

De plus,Cq(D) contient I'élément neutre de la somrfie <) et du produit(e, e) de C(D). Il s’agit donc
d’un sous-dioide complet d&(D) (voir définition1.78). L'élément maximum est donné p@ar, T).
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Proposition 4.10. L'injection canoniqué ¢, p) : Co(D) — C(D) est résiduable. Sa résiduée sera notée

(ICD(D))u : C(D) — CD(D) = Png(D)'

Démonstration.Directe, puisqu&y (D) est un sous-dioide complet A¢D). La propositioriL.50donne
le résultat. O

Remarque 4.11.Le calcul de cette projection est obtenu de la fagon suivante. Soit un catiplé)
C(D), la projection est égale a

PrCQ(D) ((ZC/,CL‘H)) — (CL‘I A SL‘”,{E”) — (gl’%//)‘
ou(x’' Az, 2" estle plus grand couple déy (D) tel quez’ < 2/, 7" < 2 etz’ < 7”. Par exemple, soit

le couple(12,7) de C(Znax), la projection de ce couple daii (D) est donnée palPrc, p) ((12,7)) =
(12A7,7) = (7,7). De méme, notons quR ¢, (p) étant un projecteur on a

(#7") € CoD) = (#7") = Proym) (@),

Proposition 4.12. L'application ¢, (p) L : Co(D) — Cp(D) est résiduable. Sa résiduée est

donnée par

") co(D)

! ¢ t
(comi@anicym) = com)* o (Lran) o Iy,

Démonstration.D’apres la propositiod.€, I'application Lz 5y définie sulC(D) est résiduable, de plus
d’'aprés la définitioil.45 on a

' t
(cow)\L(aca")lco(p)) = (e Liaan) © Ioo))
= (ICO(D))ﬁ ) (CO(D)|L(5’,5”))ﬁ (par {18))
= (ICO(D))ti o (L(a,ﬁ,,))jj o Icypy (parla propositioif.5]).

Alors, en considérantt/,b”) € Co(D) C C(D), la plus grande solution danSe(D) de
L an((#,7") = (@,@") ® (@,7") < (¥, V") estLi, ., (¥,0") = (&, ") = @, a" W\ ¥,b") =
(a/%{b/ A ’d//kib//7 fd//k{b//) .

[

4.3 Dioide et analyse par intervalles

L'analyse par intervalles dans un demi-anneau idempotent a été proposeée initialement par
[Litvinov and Sobolevskj 200]]. Les auteurs montrent que I'équatich = AX @& B, oUA, B et X
sont des intervalles définis sur un demi-anneau idempotent, admet une solution calculable en un temps
polynomial, contrairement a la résolution de cette méme équation définie sur des intervalles classiques,
reconnue comme un probleméP-difficile.

Dans cette partie nous présentons la construction d’un dioide d'intervalles et montrons notamment
gue la théorie de la résiduation s'applique aux applications définies sur cet ensemble ordonné.
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Définition 4.13 (Intervalle). Un intervalle fermé dans un dioide, notéx = [z, 7], est 'ensemble
satisfaisant
x = {reD|x2z27}, (4.5)

ouz, T € D (x =< T) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de l'inter-
valle x.

Remarque 4.14.Un intervalle pour lequel = = est appelé un intervalle dégénéré. Les intervalles
dégénérés permettent de représenter des éléments sans incertitudes. Dans ce cas orideatifies
éléments, c.-a-dc = .

Remarque 4.15.Soientz ety deux intervalles, on dira que C y sietseulementgi <z <7 <X 7.
En particulier,xz = y si et seulement si = y etz = 7.

Définition 4.16 (Ensemble des intervalles fermés d’un dioide)On noteral(D) I'ensemble des inter-
valles fermés du dioid®.

Proposition 4.17. SoitD un dioide. L'ensembl§D) des intervalles fermés d@ muni des opérations
@ et® définies par

xOYy =20y, T0Y e zRY=[2Ry,TQY
est un dioide.

Démonstration.Notons tout d’abord que I'ensemblgD) est fermé pour I'opératiom. En effet comme
z 2Tety =y, ona toujours
zBYy = TDY.

L'ensemblel(D) est également fermé pour I'opératiagn: par isotonie de la multiplication, il suffit de
remarquer, toujours pour < 7 ety =< 7, que

TRy = TAY,

ce qui prouve que I'ensembl¢D) est fermé pour les opératiorset ®. De plus, on vérifie aisément
que

- (I(D), @) est un monoide commutatif. En effet, est associative et commutative, puisqdest

associatif et commutatif.

- (I(D), &) admet pour élément neutfe <|.

- (I(D), ®) est un monoide, puisque est associative.

- (I(D), ®) admet pour élément neutfe ¢].

- La multiplication® est distributive & droite et a gauche sur I'addition

- [e, €] est absorbant pour la multiplication
Par conséquent(D) est un dioide (voir définitiod.76).

Remarque 4.18.L'opération® engendre une relation d’ordre canoniquedansi(D) :
r3y <= z=y et Ty dans D.

Proposition 4.19 (Litvinov and Sobolevskil, 2007]). Pour toutz, y € 1(D) l'intervalle @y (respec-
tivementr®y) est le plus petit intervalle dED) contenant I'ensemblgxr © y | z € x,y € y} (respec-
tivement{z @y |z € x,y € y}).
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Démonstration.On considére lintervalle deI(D) tel que{z @y |z € =,y € y} C z. On a alors
zdyef{zdy|lrcx,ycytCzetzoyc{zdy|recx,ycy}C =z

Ainsi,z <z DyetT®7y <z cest-a-direz <z Dy <zHy < z.

Ce qui signifie que l'intervalléz @ 4,7 © 7] = 2@y C 2.

Autrement dit, I'intervalle[z © y,% @ gy est contenu dans tout intervalle contenant I'ensemble
{zdy|zex,ycy}

Soitt € {zdy|rzecx,ycy}etr € x,y € ytelsquet = = @ y. D'aprés la définition d'un
intervalle,x < x <Tety Jy 7.

De plus, comme dans un dioide la tpiest compatible avec I'ordre, on peut éctire> y=zdy=
TDY.

Ce qui signifie que € [z ® y, T ® 7], cest-a-dire{z Dy |z €z, y €y} C [z Dy, T B Y|

On peut donc conclure au{gc @ y,T @ y| est le plus petit intervalle contenant I'ensemble
{zdy|xexyecy}

Pour la loi® la démonstration est analogue.

O

Remarque 4.20.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

xdy = {rdy|lrcxz,ycy},
xRy = {rey|lrczycy}

peuvent étre représentées en utilisant seulement les bornes des intervellgsOn peut alors donner
du sens a une expression comme

Va €a,VbebVeee , a®bPc®a

puisque I'on sait que le résultat de cette expression appartient a linterafiddc®a. Autre-
ment dit, 'ensemblefla ® b & ¢ ® a | a € a,b € b,c € c} estinclus dans lintervalle
[(a®b) @ (c®a),(@®b) ® (C®a)].

Comme pour le dioid€ (D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioide des
intervallesI(D). En considérant I'applicatioH isotone, I'image pafl d’un intervallex est donnée par

IH(x) = {l(z)]|xec€x}.

Comme la fonctioril est isotone, on peut calculer les valeurdiier) directement a partir des bornes
de lintervallex, c’est-a-direlI(x) = [II(z),II(Z)], et en particulierr* = [z*,T*].

Propriétés 4.21. Les applications isotones conservent l'inclusion d’intervalles. Par conséquent, soit
I'application IT définie surd(D), on a

xCy = I(x)cCI(y). (4.6)

Démonstration.Soientx = [z, 7] ety = [y,y] deux intervalles dé(D). On suppose que C y, alors
onay = z <7 < 7. Puisque I'applicationl est isotone, on obtient](y) < II(z) < II(z) = II(7). On
vérifie donc bien quéI(x) C II(y). O

Définition 4.22. SoientD un dioide complet efx,} un sous-ensemble infini d¢D). On définit la
somme (infinie) des éléments de ce sous-ensemble par

Pe. = [@ xa,@xa] (4.7)

[e%
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Proposition 4.23. SiD est un dioide complet, alof$D) est un dioide complet en considérant la somme
infinie définie par(4.7).

Démonstration.Si D est complet, alors l'intervall@zx,, défini par @.7) appartient (D). Par ailleurs,
siD est complet, soiX C I(D) un ensemble vide, alo X = [¢, <] ety® (@X) = (@X) Ry =

[e, €] pour touty € I(D). Considérons maintenant le sous-ensemble nonXide {x,} deI(D), on
vérifie aisément la propriété de distributivité infinie :

y® (@ma> = [EB (yoz,) P EHoT)

« o

= @(y@wa)

«

de méme pou(@ama> Ry = D, (x.By) pour touty € I(D). Ainsi, le dioidel(D) est complet si le
dioideD est complet. O
Proposition 4.24 (Litvinov and Sobolevski, 2007). L'intervalle @, z. contient I'ensemble

{B,, o | To € x, pour touta } et c’est le plus petit intervalle d§D) avec cette propriété. En par-
ticulier, les bornes de l'intervallép ,x, appartiennent a 'ensemblegp , z, | zo € x, pour touta}.

Démonstration.La preuve est similaire a la preuve de la propositddttl O

4.3.1 Résiduation d’'inéquations linéaires dans le dioidED)

Proposition 4.25. SoitD un dioide complet. L’'applicatioli,, : I(D) — I(D), x — a®x estrésiduable.
L'application résiduéel?, est donnée par

Li(b) = akb = [akb A axb,arb).

Démonstration.Soit ¥ : Co(D) — I(D), (z1,22) — [z1,x2] I'application qui & un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir défih®gnde

dioides puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la propositiord.12donne directement le résultat. O

Remarque 4.26.0n peut montrer de la méme maniére que I'applicatitg: I(D) — I(D), xz — x®a
est résiduable.

Proposition 4.27. Soit KC : « — x* I'application définie sur un dioide compl&tD). L'application
imxc|IC est résiduable et sa résiduée est

(lmicﬂc)ti = Ik
ou I)mxc est I'injection canonique den/C dansi(D).

Démonstration.Immédiate en remarquant que I'applicatifihest isotone, autrement dikC(x) peut
aussi s’écrirdC(x) = [KC(z), K£(Z)]. On remarque donc que I'on se raméne au probléme de la résidua-
tion de I'applicationC sur un dioideD complet. On peut donc appliquer directement le résultat de la
proposition1.102sur la résiduation de I'applicatigp X définie sur un dioide. O

Remarque 4.28.D’aprés la proposition précédente, on peut déduire que- a* est la plus grande
solution de l'inéquationc® = [z*,7*] < a* = [a*,a"].
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4.3.2 Matrices d'intervalles

Dans ce paragraphe on généralise les définitions et les regles précédentes sur les dioides d'intervalles
au cas matriciel. Une matriee x n d'intervalles est définie par

ail a2 - Qlp

any as e aon
A= Qa;; =

Am1 ap2 ... Qmqmnp

ol a;; sont des éléments déD). L'ensemble des matrices d'intervalles sera n@t))™ ", si (D)
est un dioide alorél (D))™*" peut étre muni d’une structure de dioide (voir exeriip8£). Une matrice
n x 1 d'intervalles est un vecteur noté (D))". Les matricesd = a,; et A = a;; sont appelées,
respectivement, la matrice inférieure et supérieure de la matrice d’'intervhllEa considérant I'ordre
canonique partiel, il est possible de donner une autre description des matrices d’intervalles. En effet,
La matriceA € (I(D))™*" correspond aussi a l'intervallel, A] = {B € D"™*" | A <X B < A} si
A=g;; etA=a; € D"*" etsiA = a;; = B = b;; ce qui signifiea;; < b;; pour touts, j.

Les additionsp et les multiplicationsz de matrices d’intervalles s’étendent naturellement au dioide
des matrices d'intervalles.

Remarque 4.29.Notons que les deux descriptions de matrices peuvent sembler différentes. En effet, pour
la premiére description on & € (I(D))™*", alors que dans la deuxiéme descriptioh,= [A, A] €
I(D™*™). Il est possible de montrer que I'applicatioh € (I(D))™*" — [A, A] € I(D™*") est un
isomorphisme entre les dioiddg D))" " etl (D™*™). Cet isomorphisme est évident en considérant la
proposition4.19 En effet cette proposition implique que les additions et les multiplications de matrices
d’intervalles sont réduites a I'addition et la multiplication de leurs matrices inférieures et supérieures.

4.4 Graphes d’événements temporisés et analyse par intervalles

4.4.1 Incertitudes de modélisation

On rappelle gu'il est toujours possible d’obtenir la représentation d’état d’'un GET sous la forme

suivante :

r = Ax® Bu

y = Cxzx
ouz € (M%[~,d])" représente le vecteur d'étate (MI*[~,d])? représente le vecteur de commande
ety € (M%[y,48])? est le vecteur de sortie. Par ailleurs, la matrce (M32[v,5])"*" représente la

n
matrice d’évolution B € (M%2[v,5])"*? représente la matrice de command€'et (M4 [y, 5])?"
représente la matrice de sortie.

Cette représentation déterministe suppose que le modeéle est parfaitement connu et ne fait pas I'objet
de variations paramétriques au cours du temps. Cette hypothése peut parfois étre trop restrictive, il semble
alors souhaitable de prendre en compte, dans le modéle, les informations relatives aux incertitudes ; soit
en considérant des hypothéses sur la nature statistique de ces incertitudeBgwodllf et al., 199p
pour I'étude des GET stochastiques), soit en émettant des hypothéses sur les amplitudes de variations
des parametres. Nous considérons ici ce second point de vue.

La classe des systemes incertains que nous allons donc considérer est celle des graphes d’événements
temporisés dans lesquels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places

sont incertains, mais supposés appartenir a un intervalle.
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4.4.2 Représentation d’état incertaine

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous allons considérer que les ma-
trices A, B et C du systeme peuvent prendre n’'importe quelle valeur dans des intervalles. La connais-
sance de I'amplitude maximale des variations de chacun des paramétres du systéme permettra d’établir
ce modéle incertain sous la forme d'un systéme décrit dans un dioide d’intervalles.

Le systeme pourra donc s'écrire :

r = Ax®Bu (4.8)
y = Czx (4.9)

OUA €A € (I(MEy,0])" ™, B € B € ((M&]y,6])"? etC € C € (I(M&]y,d])""".
Autrement dit, les éléments des matridesB et C appartiennent au dioide des intervalles1$+ [, d]),
et les bornes de chaque élément appartiennent au didftfé~, J].

A partir de cette représentation d’état, nous pouvons donner I'expression de lintervalle conte-
nant I'ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Dans un premier temps,
le corollairel1.118donnex = A*Bwu comme plus petite solution d4.€) (on rappelle qued* =
[A*, A7) € T(M%[y,d]""™)). De plus, d’aprés la propositith19 la matrice d’intervallesA*B ¢
(L(ME2[~,8]))" P est la plus petite contenant I'ensemble

{A*B|Aec A, Be B}.

Ensuite, en reportant I'état dans I'équation de sorti@(S), on a
y = CA*Bu=Hu, (4.10)

OUH = CA*B € (I(M{Z[v,4]))T? représente l'intervalle contenant 'ensemble des relations entrée-
sortie du GET incertain. En outre, soit 'ensemble

H={CA*B|CecC,Ac A,Bec B}, (4.11)

des relations entrée-sortie possibles pour le GET, d'aprés la propasitidron aH C H.

Pour illustrer cette représentation, considérons le graphe d’événements temporisé de4alfi§ure
ce schémau, us ety désignent les entrées et la sortie du systéme, les jetons en pointillés représentent
le fait qu'une ressource peut ou ne peut pas étre présente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d’'un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machin&/, a la possibilité de traitet ou 2 pieces en méme temps et chaque
traitement dure} unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste ergté unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitigrDonc la machiné/, peut traiter au mieug pieces
toutes les3 unités de temps et au pitepiéce toutes led unités de temps. La composante correspondante
dans la matriced est par conséquent, = [y252,v6°] ol la borne inférieure de l'intervalle,, = 25>
représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioidg) €t v63 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioide). De méme, l'intativalle [2, 6]
représente le temps de séjour dans la place en aval de la transitimant de pouvoir contribuer au tir
de la transitiones.
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Figure 4.1 —Modélisation incertaine d’'un graphe d’événements temporisé.

En appliquant la méme démarche a I'ensemble du GET, nous obtenons le modele suivant :

[v?6%,70°]  [e, €] [, €] ~ [lee] [ee]

T = €, €] [v203,763] €, €] xD | [g,e] [e,e] | u
(6%, 64] 02,0 [y%0%,70°] [e,e] €€l

y = ([6,5} €, €] [e,e])w.

De cette représentation d'état, il est possible de donner I'intervalle contenant I'ensemble des trans-
ferts entrée-sortie du systéme. Tout d’abord, I'état s’exprime par :

[(20%)7, (76°)] e, ]
r = A*Bu= €, €] [(72(53)* ) (753)*} u. (4.12)
[6° (v20%)", 6 (v0°)"] [0% (726°)",8° (76°)]
En reportant, I'expression de I'ét&.(12) dans I'équation de sortid(9), on obtient I'intervalle conte-
nant I'ensemble des relations entrée-sortie du GET incertain :

y=CA*Bu = Hu = ([8* (v%0?)",6" (v6°)"] [0 (+26%)",8 (v6°)"]) w.

La figure4.2 montre I'ensemble des relations entrée/sortie possibles du graphe d’événements temporisé
de la figure4.1. En d'autres termes, les zones grisées de la figuiecaractérisent complétement le
comportement du GET (figui4.1) dans le cas ou s’exercent des variations paramétrigues comprises
dans les intervalles (prédéfinis au moment de la modélisation du systéme) associés au nombre de jetons
et/ou aux temporisations de chacune des places du GET.

4.5 Synthése de contrdleurs robustes

Les variations du comportement d’'un systéme au cours du ferepgent souvent insuffisante la
synthése de correcteurs ne considérant que le modéle déterministe du systéme. Nous allons considérer

'Elles peuvent étre dues aux variations physiques du systéme. Elles se traduisent généralement par des variations paramé-
triqgues du modéele.
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0 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

Figure 4.2 —Regrésentation dBf ; les zones grisées correspondent a I'ensemble des comportements du
GET:'H C [ﬁ, H] = [(ﬁll EIQ) , (h11 h12)]-

dans ce paragraphe la synthése de correcteurs lorsque le modele est supposé appartenir a un ensemble de
type 4.11). Lapproche proposée ici prend pour point de départ la synthése de correcteurs de type retour
de sortie présentée dans le paragréhHe

4.5.1 Présentation du probléme standard

Le schéma traditionnellement associé a un probléme de synthése de correcteur est dor& figure
ou H est la matrice de transfert £tla matrice du correcteur de type retour de sortie.

G

14
consigne

U
SNV A H

i sortie mesurée

F

Figure 4.3 —Représentation traditionnelle d’un asservissement.

Le systeme en boucle fermée vérifie :

u = vdFy
y = Hu

En considérant le corollair®. 118 on obtient la relation entrée-sortie du systeme en boucle fermée :

y = (HF)*Hwv. (4.13)
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On rappelle alors que le probléme de commande avec modéle de référence se formule de la fagon
suivante : étant donné un systeme de trandiegt un modele de référence, ., existe-t-il un plus
grand retour de sorti€' tel que le systéme en boucle ferm@éF')* H soit inférieur ou égal au modéle
de référence. Formellement, cela revient a chercher la borne supérieure de I'ensemble suivant :

{F e My, ol | (HF)"H = Gyer} -

4.5.2 Formulation du probléeme de commande robuste

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le probléeme précédent dans le contexte des systémes
incertains. Nous allons chercher a synthétiser des commandes robustes, c'est-a-dire des commandes
permettant au systéme en boucle fermée de respecter les spécifications quelles que soient les valeurs des
paramétres du modeéle incluses dans des intervalles établis a priori.

Nous supposons donc connu un modéle incertain sous la f@h8eef (4.9), et nous cherchons a
synthétiser un correcteur garantissant le respect des performances pour tous les comportements découlant
de ce modele.

D’apres la propositiod.19 la relation de transfert d'un GET appartient a I'ensemble

H = {CA*B|CeC,A€c A\ BeE B}C H=CA*B € (I1(M%]y,d]))""".

Nous supposons donr@,.; € (1(M&[v,d]))?*? un intervalle spécifiant I'ensemble des com-
portements admissibles du systeme corrigé, et nous allons chercher le plus grand infenalle
(L(M%2]~,4]))P*? au sens de I’ordrg(I(quﬂwﬂ))m et noté F' garantissant que le comportement
du systéme corrigé soit représenté par un'intervalle inférieur ou égal a la spécif@atiorguel que
soit le comportement du systemiee 'H C H.

Formellement ce probléme de commande consiste a déterminer la borne supérieure de I'ensemble
suivant :

{F € MM, o))" | (HF)'H 2 Greg} - (4.14)

Si I'on considére des restrictions sur le choix des modéles de référence, le résultat suivant peut étre
énoncé :

Proposition 4.30. Soit Mgy : (I(M%2[v,4]))P*? — I(M%[v,8])TP, F — (HF)*H une applica-
tion définie sur des dioides complets. On considére les ensembles suivants :

G1 = {Ge (Mg, a)"" |3D € UMy, d]))™ " .G = D"H ,
G> = {Ge (M, a)"" |3D € (MY, o]))"" .G = HD"}.

Pour toutGey € G1 U G, il existe un plus grand’ tel queM g (F) = Grep, donné par

F = D F = HGesfH.
{Fe(1(MEzD.01))"" | (HF)* H<Gey}

Démonstration.ConsidéronsG,.r € Gi, alors il existe D tel que Gy = D*H, par
conséquent on cherche la plus grande solution(HeF')*H < D*H qui est encore égale a
(eHFSHFHF®...)H < DH*. On voit donc que résoudrdd F)*H < D*H revient a sa-
tisfaire un ensemble d’inéquations :
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H < D'H (4.15)

HFH < D'H (4.16)
HFHFH < D'H (4.17)
vn (HF)'"H < D*H (4.18)

D’apres la définition de I'applicatiofC, on aD* > e (voir §/1.11.2), donc @.15) est satisfaite. De plus,
Ly o Ry (F') est une application résiduable (théorétn(), donc la plus grande solution dé.16) est
donnée par R ~ B

F=RY ol (D*H)= HY(D*H){H.
En putre,ﬁ‘ — HY (D*H) ¢H est solution d€4.17) ; en effet on rappelle quB* D* = D* et comme
HFH < D*H,ona

HFHFH <D*HFH < D*D*H = D*H.

On vérifie les autres égalités de la méme facon, afoest la plus grande solution. La démonstration
pourGrer € Go s'effectue par la méme démarche. O

Remarque 4.31. La preuve donnée ci-dessus est une alternative a celle proposée dans
[Cottenceau et al., 201

Corollaire 4.32. SiG ey € ImMy, alors F = HYG,..¢¢ H est la plus grande solution de
My (F) = (HF) H = Gey-.

Démonstration.Notons tout d’abord quen Mg C (G1NG2) donc|mMH|MH estrésiduable. De plus, si
Gres € ImMp, alors il existe unF” € I(M$x[y, 0]P*7) tel queM g (F) = Grep. En d'autres termes,
I'application|y s, | Mu est surjective. Par consequent d'ape40, on a1z, Mp © (|mMH|MH)ti =
Idimazy, » autrement dit SG,..; € ImMpgr alorsM g (HYGrepf H) = Grey- O

Ci-dessous, nous considérons I'ensemble des contrbleurs robusted;,rtetéque le transfert du
systeéme en boucle fermée soit inclus dans l'intenv@ljes pour toutd € H C H, c’est-a-dire

F = {FeM=[y,dP<| (HF)*H C Gpeys} . (4.19)

Corollaire 4.33. SiG ey € ImMpy, alors F C F.

Démonstration.Si Gres € ImMp, alors d’aprés le corollairé.32, on aM g (F') = Grey, C'est-a-dire
(HF)*H C G.ey (voir remarquét.15. Par conséquentF' € F,(HF)*H C G, ce qui conduit
au résultat. n

Ce dernier corollaire montre que si 'ensemble des modeles de refé@gngeappartient a 'image
de I'application My, alors tout controleu € F' est aussi dans I'ensemhi€. D'un point de vue
pratique cela signifie que pour toutes variations de jetons et/ou de temporisations dans les intervalles
spécifiés lors de la modélisation, le systeme en boucle fermée est inclus dans I'ensemble des modéles de
référenceG ..y caractérisé sous forme d'intervalles.
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Corollaire 4.34. SiGrey € ImMpy, alors la borne supérieure de lintervallE, notéeF, correspond a
la borne supérieure de I'ensembfe

Démonstration.D’aprés le corollaired.32, si Gy € ImMp alors (HF)*H = Grey, Cest-a-dire
d’'aprés la relation d’ordre qu(e’?ﬁ)*ﬁ = G,.s. De plus, la borne supérieure @& soit F', s’exprime

parF =H § G, # H qui est bien le plus grand retour de sortie tel i&F")*H = G,., et donc le
plus grand retour de sortie dans I'ensempble O

Corollaire 4.35. SiG,.y = H, alors 'ensemble des contréleurs robustEgpeut étre confondu avec
lintervalle [e, F], c’est-a-dire

Démonstration.Si G,.; = H, alorsG,.; € ImMp puisqueG,.; = (He)*H F est donc la borne
supérieure de I'ensemblg (corollaire4.34). Par ailleurs assure qué He)*H = H, c'est-a-dire que
la spécification est respectée mémé'sk . Il s’agit donc du plus petit correcteur. O

Remarque 4.36.D’un point de vue pratiqué’ est donné par

F = H{Gp/H - _
[H, F]&[Qreff?éief]%[ﬂ> 7}7: Lﬂk{gﬁfﬁ E&éreﬁ F§6T6f]7{[ﬂ7 F]
= [(ﬂ&gref/\H§Gref)7{ﬂ/\H§Gref%H7H§Gref% ]

= [ﬂ&gref%ﬂ A F§éref7{ﬂ A FKKGTEJC%H’ H§Gref7fﬁ]

La derniére expression est simplifiable. En effétyG,.;)¢H = (HYG,.r)¢H par antitonie de I'appli-
cationagx (c.-a-d.z1 = x9 = afz1 = agxs), par conséquentiyG e H AHXG ¢ H = HYGeff H.
Finalement,

F = HgGTef;H = [E&Qref%ﬂ A F§éref}z{ﬁ7 H§éref7{ﬁ} : (4.20)

4.6 Exemple d’application

Nous proposons maintenant une illustration de la méthode de synthese de contrdleurs robustes pre-
sentée dans les paragraphes précédents, ceci dans un objectif de stabilisation. On rappelle que I'accu-
mulation "possible" de jetons dans le GET (ou non bornitude) peut étre vue comme un phénoméne
d’instabilité du modéle (voir le chapit@®. Dans le cas d'un systéme manufacturier, I'instabilité du mo-
dele est synonyme d’'une possible "explosion” de la taille des stocks internes du systéeme modélisé. Par
conséquent, la stabilisation d’'un GET constitue un enjeu important.

Pour les GET, la stabilité est une propriété liée aux caractéristiques structurelles du modéle. En
effet, on sait que le nombre de jetons d'un circuit d’'un GET est invariant. Aussi, il est suffisant que le
GET soit fortement connexe pour qu'il soit stable. En d’autres termes, le GET est stable si toutes ses
transitions "fonctionnent en moyenne a la méme vitesse", ce qui évite I'accumulation de jetons dans
les places du GET. Il a été montré qu'un GET structurellement contrélable et observable pouvait étre
stabilisé par un retour de sortie tout en préservant le taux de production du sy€eimea et al., 1984
Cohenetal., 1991
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Théoréme 4.37 (Baccelli et al., 199266.6.2]). Tout graphe d’événements structurellement controlable
et observable peut étre stabilisé par un retour de sortie.

Le probléme de stabilisation de GET est par conséquent souvent relié au probléme de synthése de
contrdleur de type retour de sortie dans la littérature.

L'objectif visé dans cet exemple va étre de caractériser des contrdleurs de type retour de sortie assu-
rant la stabilité d'un graphe d’événements temporisé a paramétres incertains, tout en conservant son taux
de production compris a l'intérieur d’'un intervalle. Nous considérons le GET incertain de ladidure
qui a pour relation entrée-sortie

y = CA"Bu=Hu = ([5*(1262)",6* (76°)"] [62 (126%)", % (v6%)"]) w.

La méthode de stabilisation que nous allons mettre en oeuvre est trés proche de celle présentée
dans [Cottenceau et al., 20D3ll s’agit de stabiliser un GET par la synthése d’'un controleur de type
retour de sortie avec un objectif de poursuite de modeéle. Pour utiliser cette approche, il nous faut tout
d’abord déterminer le modele de référer@g.¢. Le choix du modele de référence pour le probleme
de stabilisation est lié aux différents taux de production du GET a stabiliser. Dans notre exemple, il est
possible de déterminer les différents taux de production directement a partir du graphe d'événements
temporisé. Pour un GET incertain, le taux de production appartiendra & un intervalle, ou les bornes de
l'intervalle seront respectivement, le taux minimum et le taux maximum de production. Le taux minimum
correspond au fonctionnement le plus lent du systeme (représenté sur |@fy(@p, une énumeération
de tous les circuits du GET nous donne :

A = min (%, %, %) = % (4.22)
De méme, le taux de production maximum correspondant au fonctionnement le plus rapide (représenté
sur la figure4.4.(b)) est donné par

3= min (3.3.9) -

Wi

, (4.22)

on obtient finalement comme taux de production, l'intervalle= [%, %] La figure4.4 donne une

représentation (traits gras) des deux circuits critiqgues correspondant aux bornes de l'intervalle. D’'un
point de vue pratique, cet intervalle contient 'ensemble des taux de productions que peut prendre le
GET quand il est soumis a des variations de jetons et/ou de temporisations dans les intervalles spécifiés
lors de la modélisation.

Remarque 4.38.L'énumération naive de tous les circuits n’est possible que pour des graphes de pe-
tites tailles puisque pour un graphe ra sommets, cela conduit a une complexité(@f{n — 1)!).

Dans le cas de graphes de grandes tailles, il est plus judicieux d’utiliser I'algorithme de Karp (voir
[Baccelli et al., 1992§62.2.3],[[Gondran and Minoux, 197Pdont la complexité est e@(mn) oum dé-

signe le nombre d’'arcs du graphe:eson nombre de sommets.

Dans cet exemple l'instabilité du GET vient de la désadaptation des taux de production des chemins
allant deu; — y etus — y. Dans le cas du fonctionnement le plus lent (figdi(a)) on voit que la
machine)M; est la machine goulot (elle ralentit 'ensemble du systéme). Par conséquent, dans le cas d'un
fonctionnement au plus t6t du systéme il va y avoir une accumulation de jetons en aval de la machine
M. De méme, pour le fonctionnement le plus rapide (figidgb)), la machine goulot se trouve étre la
machinel,, donc il va y avoir une accumulation de jetons en aval de la madifine
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Figure 4.4 —Taux de production minimum et maximum du GET

Nous nous proposons dans ce contexte incertain de stabiliser ce GET tout en conservant son taux de
production, et en minimisant le nombre de jetons dans les arcs du retour de sortie.
La procédure de stabilisation sera réalisée en deux étapes.

- la premiére consiste a établir un intervalle de modeles de référence stabilisant le GET (voir
[Gaubert, 1991 ;

- la seconde consiste a établir le plus grand intervalle de contréleurs stabilisant en appliquant les
résultats de la propositich3Q

4.6.1 Choix du modele de référence

En accord avec le théorérde37, le GET peut étre stabilisé (en le rendant fortement connexe) tout
en conservant son taux de production. Pour cela il est nécessaire d’'ajouter des arcs entre les sorties et
les entrées. Les arcs via des places devront contenir un nombre de jetons garantissant la conservation
du taux de production. Ces jetons pouvant représenter des ressources il est intéressant d’en limiter le
nombré. Il s’agit donc de minimiser le marquage initial de ces places tout en stabilisant le GET et en
préservant le taux de production. Ce probleme d’optimisation de ressources a été initialement formalisé
dans|Cohen et al., 1943

Dans le cas d’'un GET déterministepaentrées ey sorties, il suffit d'ajouter des arcs entre les
transitions de sortie et les transitions d’entrée via des places contenant au moins un jeton (pour assurer la
vivacité du systéme en boucle fermée) pour obtenir la forte connexité du graphe. Le probléme consiste
alors a calculer le nombre minimum de jetons a placer dans chacune de ces places de maniére a conserver
le taux de production du systéme en boucle ouverte. Cet ensemble d'arcs et de places peut étre vu
comme un correcteur de type retour de sortie, représenté par une ndatecer;;) € M§r[y, §]P*4
ou F;; = v%i avecg;; le nombre de jetons mis dans la place entre la sgréiel’entréei ; en I'absence
darc, Fj; = e.

Il s’agit donc de minimiseg = {¢;;} avec comme contrainte de préserver le taux de production du
systéme en boucle ouverte. Cette minimisation se traduit en un probléme de programmation linéaire en

2Dans un contexte manufacturier, ces jetons peuvent représenter des moyens de transport dans une cellule automatisée.
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nombre entier ou la fonction co(t est donnée par

1=p,j=q
Jq) = X g,
i=1,7=1

aveca;; une pondération associée a chaque ressource. Les contraintes sont données par
Agq) = Abo

avecApo le taux de production du systéme en boucle ouverfe @tle taux de production avec les arcs
stabilisants.
En notantwy, (¢) la somme des jetons d’un circuietwr, la somme des temporisations de ce méme

circuit alors

AMg) = minLNC(q),
C wT

(&

c’est-a-dire que pour chaque circuit élémentaire, les contraintes peuvent s’écrire

wn.(q) > Apo X wr,.

La solution de ce probleme fournit lgs; jetons a mettre initialement dans les places. Nous noterons
Fro ce correcteur de type retour de sortie qui stabilise, minimise le nombre de ressources et préserve le
taux de production.

Remarque 4.39.Le probleme d’optimisation de ressources a également été abordé par Gaubert dans
[Gaubert, 1992Gaubert, 199k Il propose une alternative a I'énumération des circuits d'un GET (opé-
ration de complexité((n — 1)!), envisageable seulement pour des graphes de petites dimensions. Il
montre en effet que le probléme d’optimisation peut se ramener a un probléme de programmation li-
néaire an? inégalités (otn correspond au nombre de sommets du graphe).

L'application de ce correcteurz» conduit au comportement en boucle fermée égala( Fro).
Il est ensuite aisé d'améliorer les performances de ce correcteur vis-a-vis du critere de juste-a-temps
en considérant le plus grand correctéw@+ préservant ce comportement, c'est-a- dh{g(FR@+)
Mp(Fro).

En considérant le corollail® 1§ ce plus grand correcteur est donné par

Froy = Pry(HYMy(Fro)fH).

L'extension au GET incertain est assez naturelle puisqu’il suffit de considérer I'intervalle de variation
du taux de productiorﬁg, )\] et l'intervalle de variation de la somme (au sens classique) des temporisa-
tions de chaque circuftw;. , wr, |. Les contraintes s'écrivent dans I'algébre usuelle :

[MNC (q) ) ENC (Q)] t [Aa X] X [MTC ) ETJ = [min(Ainc ) AETC ) XMTC 9 X@Tc )7 Ina“x()‘inC ’ AETC ) XQTC ) XETC )] )

Autrement dit,Ywy, (¢) € [wy.(q),Wn,(q)] etViwr, € [AA] x [wy,,wr,], on doit avoirwy, =
Awr,. Puisque\, ), wr, etwr, € RT, cela revient a satisfaire la contrainte :

MNC (Q) t maX()\inC ) AWTC 9 XMTC ) X@TC) = X@Tc .

La solution de ce nouveau probléme de programmation linéaire en nombre entier fournit le correcteur
Fro qui stabilise le systéme incertain et préserve son taux de production tout en minimisant le nombre
de ressources.
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Dans I'exemple de la figuré.], la forte connexité du graphe est assurée en ajoutant deux arcs (via
deux places), I'un entrg etu; et l'autre entrey etuy. C'est-a-dire que le correcteur s’écrira

_ »yfhl
FRO - <7<121 :
Nous considérons donc la fonction codt

J(@) = qu+qa (SOitaj; =ag =1),

et les contraintes obtenues par énumération des cir&ﬂsg voir (4.22)) :

wy, (@) = Axwr, =7 x4

Wi Wl

MN%((]) = AXwr, =5 %6
ou wy,, (resp.wr, ) représente la somme des jetons (resp. la somme des temporisations) du circuit
élémentaire créé par I'arc de retaur— u; etwy,, (resp.wr,,) représente la somme des jetons (resp.
la somme des temporisations) du circuit élémentaire créé par I'arc de etoeur,.

La résolution du probléme donge, = 3 etqs; = 4, soit un contrdleur de type retour de sortie de la
forme :

3
Fro = @4> (4.23)

Passons maintenant au calcul du modéle de référence proprement dit. Notons que le cofr2éreur (
est considéré dans la suite comme un intervalle dégénéré. L'expression du modéle de référence est donnée
par

3 *k
- - v
Gt = ([gpten] [20900]) =it = ( (1)) o
Apres calcul, nous obtenons comme valeur pGyy; = [Qref,éref] :

G

Grep = {g+11’g+12] = [63@"1255 63’7356 @’74(57@’7558 @7659 @,77510 @,78511 @79512@710514(7253)*,64("155)*}

[52(72(53)*,66 @"/(59 @ ,72512 @ 73515 @ 74618 o) 75521 o) ’76525(’755)*] .

ér@f = [§+11 7§+12}

Notons que ce modéle de référence appartient a 'image de I'applicefipn « — (Hx)*H.

La figure4.5 donne une représentation du systéme en boucle oukEdmsi qu’une représentation
du modele de référend@,..y. Maintenant que I'on dispose du modele de référence, il est alors pos-
sible de déterminer le plus grand intervalle de contréleurs robutes. = [Fro.. Fro+] tel que
(HFRro4+)*H =< Greg. D'apres la propositiod.3( cet intervalle de contréleurs robustes est donné par

Fro. — ROy, fROGT _ (Fro..Froi] = Pry (HgGref;H>
[iRO-i—m’ fRO+21]

= Pr+ ([ﬂ&me%ﬂ A H\?éreffgﬁv F}?érefygi]) :
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50 60

)7(§ref11 gTef12)i| etH =

Figure 4.5 — Représentation d€,.; = [G,.;, Gres] = [(gmfn Drefrs
H, F] = [(ﬁll hya), (ﬁll 512)}-
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35 4 35 A

20 1 20 A
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 1 2 3 4 5

Figure 4.6 — Représentation de l'intervalle de contréleurs robudiesry = [Fro,, Fro+] =
(Uror Trowa) Trown Trosn)']:

Apres calcul, nous obtenons les valeurs suivantes :

iRO-}-ll’?ROJFll — [73 ey 745 ) 7552 ) 7653 ) 7754 ) 7855 ) 7956 @ ’}/10(58<72(53)* , 73<755)*]
frow TRO| = V(P8 7?2 ®9°8 @400 ©+°6° ©156'3(70%)"] .

La figure4.€donne une représentation de I'intervalte o contenant I'ensemble des contrdleurs ro-
bustes. On peut faire plusieurs remarques concernant cet intervalle de contréleurs robustes. Tout d’abord,
commeG..r € ImMp, d'apres le corollaird.3zZ, l'intervalle Fro 4 est le plus grand tel que

(HFRro )*H = Ghey.

D’autre part, il faut rappeler que I'objectif de commande robuste est de caractériser I'ensemble sui-
vant :

F = {FeMZy,0"*"| (HF)"H C Grey},

c’est-a-dire de chercher I'ensemble des contréleurs de type retour de sortie tel que I'ensemble des sys-
temes en boucle fermée soit inclus dans I'ensemble des modeéles de référence. Or, d'aprées le corollaire
4.33 commeG ey € ImMprona

Fror C F.

Par conséquent, I'objectif de commande robuste est atteint, puisque
VE € Fro+ (HF)*H C Gre‘f‘

Donc, tous les correcteufs € Fro réalisent'objectif de commande. C’est-a-dire que tous les contro-
leursF' € Fro stabilisent le GET incertain malgré les possibles variations (du nombre de jetons et/ou
de la durée des temporisations) du GET dans les intervalles définis lors de la modélisation, tout en gardant
le taux de production dans l'intervalfe, 2].
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué la synthése de correcteurs robustes aux incertitudes parameé-
triques. Ce probléeme de commande peut étre vu comme une extension des résultats présentés dans la
troisieme partie de ce mémoire.

Le probléme de commande robuste pour les systémes, +)-linéaires est appréhendé avec le
formalisme de I'analyse par intervalles dans les dioides. La formulation par intervalles permet de carac-
tériser de fagon rigoureuse les incertitudes de ces systemes. Pour un graphe d’événements temporisé, les
incertitudes concernent le nombre de jetons et/ou la durée des temporisations. La caractérisation de ces
incertitudes au moyen d'intervalles sur un dioide conduit également & borner les comportements entrée-
sortie possibles d’'un GET incertain. A la différence des approches ponctuelles, 'ensemble de correcteurs
solution tient compte de toute I'information qui était contenue dans le probléme de départ et qui était sus-
ceptible de nous intéresser.

Le chapitre suivant s'intéresse a la commande de systémes +)-linéaires en présence de per-
turbations sur les états. Ce probléme de commande comporte certaines analogies avec le trés classique
probléme du rejet de perturbations de la théorie des systemes continus, ou I'objectif est la synthése d’'une
loi de commande telle que la perturbation n’affecte pas la sortie du systéme.



CHAPITRE 5

Commande de systemes
(max, +)-lINéaires en
presence de
perturbations

5.1 Introduction

Enthéorie des systemes linéaires, le probléme du rejet de perturbations consiste a trouver (si possible)
une commande telle que la sortie du systéme soit indépendante de la perturbation. Ce probléme a pu étre
mieux appréhendé grace au développement de la théorie géométrique des systémes multivariables. Dans
ce contexte, le probléme consiste a rechercher une commande capable de maintenir I'état du systéme dans
le noyau de la matrice de sortie. En théorie des systémes, ce probléme a été résolu par Wonham et Morse
[Wonham and Morse, 1970Vonham, 198ben utilisant les notions de sous-espdee B)-invariant et
de sous-espace de commandabilité, dans le cas de la synthése de commande par retour d’'état.

Ce chapitre s’intéresse au probléeme analogue dans le contexte des systeéreag{linéaires. Nous
allons proposer la synthése de lois de commande lorsque des entrées non maitrisables (des perturbations)
agissent sur le systeme. L'objectif de la synthése sera de maintenir I'état du systéme dans le noyau de la
matrice de sortie. Bien que I'’énoncé du probléme soit analogue a celui des systémes linéaires classiques,
la solution ne conduit pas a annuler I'influence de la perturbation sur la sortie. En effet, le noyau d’'une
application définie sur des ensembles ordonnés ne correspond pas a un sous-espace ayant une image
nulle mais a un ensemble de classes d’équivalences. Chacune de ces classes d’équivalences regroupe
I'ensemble des éléments ayant la méme image.

Par conséquent, la commande recherchée sera une commande visant a maintenir I'état dans la classe
d’équivalence générée par la trajectoire de la perturbation. Plus précisément nous chercherons la plus
grande des commandes respectant ce critére, il s'agira donc de la commande optimale (dans le sens du
juste-a-temps) telle que la sortie soit inchangée au regard de celle générée par la perturbation.

Pour un graphe d’événements temporisé, le probléme de commande en présence de perturbations
consiste a retarder au plus le tir des transitions d’entrée controlables, tout en poursuivant la trajectoire
de sortie due aux transitions non contrdlables. En effet, il est possible de retarder I'entrée des jetons
qui se retrouveraient inutilement bloqués a I'intérieur du graphe du fait des perturbations, sans retarder
davantage le tir des transitions de sortie.

Rappelons que depuis 1996 I'équipeax, +) de I'INRIA forge les outils nécessaires a I'élabora-
tion d'une théorie géométrique des systemesx(, +)-linéaires (voir§ [1.121.13 [Cohen et al., 1996

103
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Cohen et al., 1997Ces outils ont largement contribué a la présentation et a la résolution des problémes
de commande présentés ici.

Ce chapitre est composé comme suit.

Dans un premier temps nous proposons les définitions d’enseritegriants e{ A, B)-invariants
dans les dioides. Nous montrons notamment qu’il est possible de caractériser le plus grand idéal principal
A-invariant, noté/*, inclus dans un idéal princip&l. Ce résultat est assez proche de celui proposé par
Ines Klimann Klimann, 2003 dans le contexte de la théorie des langages.

Nous montrons également qu'il existe un plus grand correcteur de type retour d'état tel que le plus
grand idéal principal A & BF)-invariant inclus dan, noté), soit égal &*.

Dans le paragraph&3, nous appliquons ces résultats au probléeme de synthése de commande en
présence de perturbations. Nous considérons successivement le probléme de la synthése de correcteurs
de type retour d’état puis de type retour de sortie.

Dans le cas des correcteurs de type retour d'état, nous verrons que deux correcteurs peuvent étre
considérés. Le premier est le plus grand qui astire- 1. Nous montrons naturellement que ce cor-
recteur satisfait I'objectif qui est de maintenir I'état dans le noyau de la matrice de sortie. Le second
correcteur est le plus grand laissant les trajectoires du vecteur d’'état inchangées (par conséquent il main-
tient le vecteur d’état dans la méme classe d'équivalence que celle générée par la trajectoire des entrées
non maitrisables), ce correcteur se révéle réellement neutre vis-a-vis du comportement interne du sys-
teme.

Dans le cas du correcteur de type retour de sortie, nous verrons également la synthése de deux cor-
recteurs. Le premier est le plus grand préservant |'état dans le noyau de la matrice de sortie. Le second,
plus petit, permet de maintenir I'état inchangé.

Finalement nous traiterons un exemple illustrant I'intérét de notre approche.

Les premiers éléments de cette étude ont été publiés dahsmmeau et al., 2002b
Lhommeau et al., 200Pgpour la commande en boucle fermée et dahbBojnmeau et al., 200Ba
pour la commande en boucle ouverte.

5.2 Notations et préliminaires algébriques
Soit un systemémax, +)-linéaire
r = Ax® Bu (5.1)
oux € M{¥[v,6]" estle vecteur d'état et € M7 [v, §]? le vecteur des entrées. Les applications
A ME, 0" — ME[, 6] et B: My, P — M& [y, o]
sont représentées par leurs matrices (avec M2 [, 6]"*" et B € M [y, ]™*P).

Nous allons nous intéresser aux possibilités qu’offre la commanubeir que la trajectoire résultant
du systeme#.]) reste a l'intérieur d’'un sous-ensemble donné de I'ensemhblet@g]~, 5]".
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5.2.1 Les sous-ensemble&-invariants

Définition 5.1. Soit A/ un sous-ensemble d&19%[~, §]". L'ensemble image d&/ par I'application

n

A My, 6] — ME],0]™, noté AN, est donné par
AN = {z e MP[v,0]" | Ine N, An =z}

m

= {An|neN}.

En considérant une commande= ¢ dans le systemeb(l), il est possible de définir la notion
d’ensembleA-invariant.

Définition 5.2 (A-invariant). SoitA : M [, d]™ — M&*[~, §]™ une application définie sur un dioide.

n n

LensembleN € M%[~, §]™ est ditA-invariant SiAN C N.

En d’autres termes)/ est un ensemblé-invariant du systéemeb(1) si toute trajectoire issue d§
reste dang\/, c’est-a-dire pour tout € N, Az € N et par extensionl*z € N.

Définition 5.3. Soitk € M [, §]", nous définissons par
K = {:L‘ € My, 6]" |z = I;:},

I'idéal principal deM{[v, §]™ (voir définition1.24) généré par I'élémerit; clairementup K = k.
Notation 5.4. L'ensemble des idéaux principaux 4é¢*[~, 6] sera not&S (M%*[v, s]").

n

Notation 5.5. Nous noterons paf (A, K), 'ensemble des idéaux principaukinvariants inclus dans
un idéal principallC, c’est-a-dire

T(AK) = {VeSM=[,") |AVCVCK}.

Remarque 5.6.L’ensemble des idéaux principadxinvariants,Z (A, K), n’est jamais vide. En effet, le
plus petit élément du dioideengendre I'idéal principals}, de plus I'élément estA-invariant, puisque
Ae = e.

Proposition 5.7. Les ensembles ordonnés1$= [, 6]", <) et (S (M%*[v,d]™), C) sont isomorphes
(voir remarquel.€).

Démonstration.La définition d’'un idéal (définitioll.24) donne

Va,b € My, 0]" a =b=V, ={x € M{Z[,0]" |z 2 a} CVy = {x € MiZ[v,0]" |z < b},
YWa, Vo € S (MEZ[7,6]™) , Vo C Vy = supV, =a < sup V), = b.

O

Nous nous intéressons a présent a la caractérisation du plus grand idéal pAncipatiant inclus
dans un idéal principal donné. Pour cela considérons le lemme et la proposition qui suivent.

Lemme 5.8. Le systeme d’équations suivant

Ax
x

admeti = A*}k comme plus grande solution.

(5.2)

A TA
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Démonstration.D’une part, I'applicationL 4 : z — Az est résiduable§{.11), par conséquent le sys-
teme 6.2) s’écrit aussi
r = Az
- 5.3

D’autre part, par définition de la borne inférieure (définilloB7), résoudre le system®.@) est équi-
valent a chercher la plus grande solution de 'inéquation

r < ARz Ak
Finalement, le corollairé.12Q donnei = A*\k. O]

Proposition 5.9. SoitKC un idéal principal deM&* [, 6]™ généré par I'élémentk. Alors, lesup Z(A, K),
notéV* (le plus grand idéal principal-invariant inclus dansC) est donné par

supZ(A,K) = V*= {3: € My, 8" | o = A*v%} .

Démonstration.D’une part, d'aprés la définitich.3, K est défini paiC = {:v € M, 0]" |z = k}
D’autre part, compte tenu de I'isomorphisme er(i M¢*[~,0]"), C) et (M [~,0]™, <) (lemme
5.7), chercher la borne supérieure de I enserﬂmlﬂ K), revient achercher le plus grandel queAwv <
v < k. Le lemmeé5.8 donne directemerit = A*&k comme plus grande solution. Par conséquent l'idéal

principal généré par I'élémerit c’est-a-dire)* = {x e M, 0" |z =0 = A*&k’}, correspond au
plus grand idéal principali-invariant inclus dansC. O

5.2.2 Les sous-ensemblésl, B)-invariants

Définition 5.10. Un sous-ensemble non vidé est dit(A, B)-invariant par rapport au systénte ) si
vz € N il existe une commandetelle quedAxr & Bu =z € N.

Autrement dit, siV est (A, B)-invariant, il est possible de maintenir I'état du systéme dans I'en-
semble\ a l'aide d’'une commande adéquate.

Exemple 5.11.Le sous-ensemblg} € M9 [~,0]" est(A, B)-invariant puisqu’il suffit de prendre
rz=cetu=c.

Proposition 5.12. Tout sous-ensemblé-invariant est( A, B)-invariant.

Démonstration.D’apres la définitiorb.2 d’un A-invariant, il suffit de prendre = ¢. O

Nous allons maintenant préciser le lien entre la notid®dB)-invariance et les bouclages (retour
de sortie/retour d’état).

Définition 5.13. Un sous-ensemble non vidé de M{*[~, 6]™ est dit(A & BF)-invariant par rapport
au systemeq.J) s'il existe une applicatiod” : M%* [y, §]" — M5y, 6] telle que(A® BF)N C N.

En d’autres termes, dire que I'ensemileest(A & BF)-invariant pour le systemé(1) revient a
dire que pour tout état € N il existe une commande en boucle fermée de type retour diétatF'x
telle que I'état résultantA ¢ BF)x appartient toujours &/,

Nous cherchons a présent a caractériser le plus grand idéal prifdipalB F')-invariant qui soit
inclus dans un idéal principal.
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Proposition 5.14.L’ensemble des idéaux principa(d & B F')-invariants inclus dans un idéal principal
K posséde un plus grand élément pour la relation d’'inclusion, défini par

V = supZ((A® BF),K)= {x € My, 6]" |z < (A® BF)*&I%} .

Démonstration.En posantd = (A & BF), chercher le plus grand ideal princigal & BF)-invariant
inclus dans un idéal principdl est équivalent a déterminer le plus grafidnvariant inclus dans’, soit

AK ¢ K. La propositior.S donne) = {x € M%[,0]" |z < ANk = (Aa BF)*V:}. O

Propriétés 5.15. Soientk un idéal principal deS (M&Z[~,0]™), V* le plus grand idéal principald-
invariant inclus dand€C etV le plus grand idéal principal A @ BF)-invariant inclus dangC. lls vérifient

Y cVcKk.

Démonstration.Rappelons que par définitiod* = e (puisqueA* = e ® A1) et (A @ BF)* = A*.
L'antitonie de I'applicationz +— z%a implique

(A® BF)*k < ANk < k.
FinalementS (M%v,d]"), C) et(M&r[~,]™, <) étant isomorphes, on a

(A® BF)*k = ANk <k < VCcV*CK.

En regroupant les résultats précédents, nous pouvons énoncer :

Proposition 5.16. SoitC un idéal principal deM¢*[~, ]", les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) K estA-invariant.
(7i) Il existe un correcteur de type retour d’'état= F'x, tel quek soit (A & BF')-invariant.

Démonstration.
(i) = (i1) Supposons qué& soit A-invariant, c’est-a-direAXC C K, alors, il existe toujours un
correcteur retour d’'étaf tel que(A @ BF)K C K, en effet il suffit de prendré’ = ¢.
(ii) = (¢) Soit F un correcteur de type retour d'état tel qué® BF)K C K, alors on aAK C K
et BFK C K. Par conséquent & est(A @ BF)-invariant, il est égalemem-invariant.
O

Proposition 5.17. SoitXC un idéal principal deM % [, 5]™ généré par un élément, c'est-a-direk =
{x € M, 0" | z < k} Le plus grand correcteuF' de type retour d’état tel que = V* est donné
par

F = By(ARk)F(ARE).

Démonstration.

e Montrons queF’ = BY(A*yk)¢(A*sk) est le plus grand correcteur tel qué c V. Tout d’abord,
d’'aprés|l.39 et (f.6),

V*C Vs (ANE) = (A® BF)'Nk = (A*(A® BF)" )Yk = (A @ BF)"Y(A™k).
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En considérant les résultats sur les correspondances de Galois de laZ&¢tiom aussi remarque
3.4), nous avons

(A*3k) = (A ® BF)*{y(A"%k) <= (A ® BF)* < (A"\k)$(A™RE).

Notons que( A*yk)d(A*xk) = ((A*kgl%);z?(A*&l%))* (voir théorémel1.12¢ et rappelons que (cf.
chapitre 1, remarque. 109 z* < a* admetr = a* comme plus grande solution. Par conséquent

(A® BF)* < (A"k)$(A'Rk) <= A@® BF < (A*%k)4(AXk).

De plus, commeﬁl*%{]% est la borne supérieure du plus grand idéal principaivariant inclus dans
K,onaAV* < V* «— A(A"Rk) = (ARk) <= A < (A"}k)#(A*}k). Par conséquent

A® BF X (ARk)J(ARE) <= BF < (A%k)§(A™%k),

finalement
F = BY(A™Rk)§(A™E) = F.

e Montrons qué) C V*. La propriétés.15a montré que pour todt, V C V*.
Par conséquert est le plus grand correcteur tel glie= V*. O

Remarque 5.18.La proposition précédente montre que le correctéuest le plus grand correcteur tel
queV = supZ ((A® BF),K), le plus grand idéal principalA & BF')-invariant, soit égal aV* =
supZ (A, K), plus grand idéal principal-invariant inclus dans 'idéal principak.

5.3 Commande en présence de perturbations

5.3.1 Commande en boucle ouverte

Considérons la représentatignax, +)-linéaire suivante :
r = Axr@® Bu® Sq
{ y = Cz (5.4)

ouz € M [v,d]" est le vecteur d'état, € M?*[v,d]P le vecteur des entréeg,c MJ[v,0]" le
vecteur des sorties gte M%7 [, 6]™ le vecteur des perturbations. Les applications

A My, 0" = My, 61", B MiTly, 6] — My, 01",

C: MGy, 01" = Mgy, 0] et S My, 6™ — Mgy, 61"

sont représentées par leurs matrices fo@ Mg2[v,d]"*", B € M§[y,0]"*P, C € My, 6]
etsS € M [y, 5]™™).

Le vecteurg € M%*[vy,0]™ regroupe des entrées exogénes non maitrisables. Les trajectoires que
décrivent les composantes de ce vecteur ont pour effet de ralentir le franchissement des transitions sur
lesquelles elles agissent.
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Figure 5.1 —Représentation du systéme en boucle ouvérd).(

En théorie des systemes le probléme du rejet de perturbations s’énonce comme suit. Existe-t-il une
commande: pour le systéemeS4) telle que la perturbation n’affecte par la sortig. Autrement dit, le
rejet de perturbations est effectifigi= 0 pour toute perturbation € Q, c’est-a-dire que la commande
maintient I'état du systéme dans le noyau de I'applicatiafl (notéker C).

Dans le contexte des systém@sax, +)-linéaires, I'annulation de la sortie ne peut étre considérée
comme objectif puisque les trajectoirese, y etg sont par hature non décroissantes.

Néanmoins la définition du noyau dans un dioide (définfidi®4) préserve un sens a l'objectif de
maintien de I'état dans le noyau de I'applicatioh En effet, la définitionl.104 précise que le noyau
d’une application définie sur des dioides ne correspond pas a un sous-espace du domaine de I'application
conduisant & une image nulle, mais correspond a une décomposition du domaine de I'application en
classes d'équivalences conduisant a une méme image.

Par conséquent, dans le cas de systémes, +)-lin€aires, il s'agit de déterminer une commande
u qui maintient I'étatz dans la classe d’équivalence engendréegp@utrement dit, il s’agit d’établir
une commande qui ne modifie pas la sortie due a la perturbatDans I'ensemble des commandes qui
permettent d’atteindre cet objectif, nous allons chercher la plus grande, c’est-a-dire celle qui satisfait le
critere de juste-a-temps.

Formellement le probléeme énoncé précédemment peut s’établir de la maniére suivante. Soit la plus
petite solution de I'équation d’'état du systérbe] :

xr = A*Bu@ A*Sq (5.5
conduisant a la sortie
y = CA*Bu® CA*Sq.
Nous cherchons donc la plus grande commandai maintient I'étatr dans la classe d'équivalence

de A*Sq moduloker C' (notée aussiA*Sq|c, voir notation1.10€¢). C’est-a-dire, qu'il faut déterminer

une commande telle que

ker C
A*Sq = .

Soit I'expression de: donnée par4.5), on a
ker C
A*Sq = A*Bu @ A*Sq.
En considérant la définition du noyau d’'une application (voir définifickD4 définie sur des dioides,
nous avons les équivalences suivantes

A*Sq 'L — A*Sq LY A Bue A*Sq <= CA*Sq=CA*"Bu® CA*Sq. (5.6)
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La derniere équivalence montre que I'objectif est assuré si et seulenteAt sig = C A* Bu. Dans
I'ensemble des commandes vérifiant I'équivalere€)( nous cherchons la plus grande (notgg;),
c’est-a-dire

Uopt = Sup {u € M, 0]P | A*Bu® A*Sq ke A*Sq} . (5.7)

En considérant le lemnike 112 le plus grand élément de la classe d’équivaldacesq|- est donné
par
°(A*Sq) = C%oC(A*Sq).

Cependant, ce plus grand élément de la clad3&q] n'est pas toujours commandable, c’est-a-dire
gu'il n'existe pas toujours de commandgermettant de I'atteindre. |l faut pas conséquent considérer la
projection ddlI®(A*Sq) dansimA* B (voir propositioril.115, définie par

¢ = Mppoll9(A*Sq) = A*Bo (A*B)f o Cf o C(A*Sq).

L'élément¢ correspond au plus grand état damsA* B qui soit sous-équivalent au plus grand élément
de la class@A* Sq|c. Autrement dit, I'élémeng est tel queC'(§) < C(A*Sq).
La commande optimale,,; permettant d’atteindre ce plus grand état commandable, connajssant
est
Uppt = (A*B)FoC* o C(A*Sq) = (CA*B)}(CA*Sq). (5.8)

Remarque 5.19.Remarquons que si I'égalité
Collggoll® =C (5.9)

est vérifiée, alors en accord avec le paragradh&3.3 le projecteurﬂg* p=1Hapo I existe. Cela
signifie que¢ = T19. z(x) est dans la méme classe d'équivalence guaoduloker C' ou autrement
dit quelm A* B rencontre toutes les classes d’équivalencéee”. En d’autres termes, on dira que le
systéeme est commandable puisque toutes les sorties peuvent étre atteintes par une commande ad-hoc,
c’est-a-dire que I'applicationd : © — y = C' A* Bu est surjective. Par ailleurs, si ce projecteur existe
et si I'égalité

5.0 A*B = A*B (5.10)

est vérifiée, alors tous les € ImA* B restent invariants pailS. 5, en d'autres termes, cela traduit le
fait quelm A* B intersecte les classes d’équivalencekdeC' au plus en un point; le systéeme est donc
observable puisquenB N [z]c est un singleton. En outre, si les égali(&sd) et (5.10) sont toutes les
deux vérifiées (existence et unicité du projectéfjr 5), alors114. 5 (z) correspond a la projection de
dans I'image ded* B parallélement au noyau dg.

Remarque 5.20.Notons que le systén(@.4) peut représenter un graphe d'événements temporisé, ol
représente les transitions d’entréeles états internes du GEJ représente les transitions de sortieget
représente des transitions incontrélables/ant pour effet de ralentir le franchissement des transitions

sur lesquelles elles agissent. Dans ce contexte, il y a une accumulation inutile de jetons dans les places
se trouvant en amont des transitions perturbées. L'objectif est donc de retarder le plus possible le tir
des transitions d’entrée en prenant en compte I'évolution de la perturbation. La commgnd®.&)
correspond a cette plus grande commande lorsque des perturbations agissent sur le systéeme.

'dans un contexte manufacturier ces entrées peuvent représenter des arréts machines dus a des pannes ou des ruptures
d’approvisionnement
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5.3.2 Commande en boucle fermée
5.3.2.1 Correcteur de type retour d’'état

Dans cette partie nous allons étudier une loi de commande en boucle fermée de type retour d'état.
C’est-a-dire une loi de commande de la forme

u = Fx (ou F' € M%[y, o]P*™).
Sous I'action de cette loi de commande, I'équation d’état
xr = Ax® Bu® Sq (5.11)

devient
r = (A®BF)x® Sq. (5.12)
En considérant le corollaife 118 nous avons
x = (A®BF)*Sq
= (A*BF)*A*Sq (par (1.39)

ou (A @ BF)*S représente la matrice de transfert liant la perturbagiar’étatz. L'équation de sortie
est alors donnée par
y = C(A® BF)*Sq.

Le systeme5.4) muni du correcteuF’ est représenté sur la figubel.

lq

S
“ B ® —| ¢ |
o Y R
F

Figure 5.2 —Schéma de la commande en boucle fermée (retour d’état).

L'objectif du correcteutF” est de prélever des informations sur I'action de la perturbation au niveau
du vecteur d’'état afin d’en tenir compte au moment de I'élaboration de la commandéx.

Le correcteur recherché ne devra pas modifier le comportement de la sortie. Dans le contexte des
GET, il s’agit d'un correcteur qui génére une commande qui retarde I'entrée des jetons sans madifier la
trajectoire de sortie, ou, autrement dit, qui retarde sans altérer les performances du systéme. Il ne fait
gu’éviter I'entrée prématurée de jetons.

Formellement il s’agit donc de maintenir le vecteur d'état dans la classe d’'équivalence générée par
la perturbation modulger C'.

Deux correcteurs atteignant cet objectif sont présentés :
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e Le premier génére un vecteur d'état supérieur a celui obtenu en I'absence de correcteurs bien que
n'altérant pas la sortie. Dans le contexte des graphes d’événements temporisés, cela signifie que le
tir des transitions internes sera plus tardif sous I'action du correcteur bien que le tir des transitions
de sortie soit identique a celui obtenu en I'absence de correcteur.

e Le second vise a maintenir I'état du systéme inchangé. Ce correcteur est neutre vis-a-vis du com-
portement interne du graphe d’événements temporisé mais le tir des transitions d’entrée est plus
tardif.

Notons tout d’abord qu’en considérant une commamde ¢ dans I'équation§.11) nous obtenons

'étatz = A*Sq. L'objectif est donc d’obtenir un correctedrtel que le vecteur d’état résultant soit dans
la classe d’équivalence d&*Sq moduloker C'.

5.3.2.2 Correcteur de type retour d'état accroissant les trajectoires du vecteur d’état et laissant
les sorties inchangées

Formellement, nous cherchons un correctéuel que

(A® BF)*Sq %% A*Sq.

pour toute perturbatiop € M% [y, 5]™.

m

Dans ce premier cas nous allons considérer le plus grand élément de I dlgsge., c’est-a-dire
ker C . [14
le plus grandr = A*Sq. Le lemmeL.112) nous donne directement ce plus grand élément

°(A*Sq) = C%oC(A*Sq). (5.13)
Il génére I'idéal principal suivant

Ki = {zeM&,6]" |z <TI%A*Sq)}. (5.14)

n

Naturellement nous avons
[A*Sq]~ C K. (5.15)

Autrement dit la classe d’équivalence modiste C' générée pan*Sq est incluse dans I'idéal principal
K.

Proposition 5.21. SoitV; le plus grand idéal principald-invariant inclus dans I'idéal principalk’;.
SoitV; le plus grand idéal principal A @ BF)-invariant inclus dans 'idéal principak’;. Le correcteur

F = (BY (A"RIIC(A*Sq))) # (A*RIIC(A*Sq)) = (CA*BYCA*Sq) § (CA*RCA*Sq)
est le plus grand correcteur de type retour d'état tel qije= V, c’est-a-dire tel quéA BFI)V{‘ C
Vf C K.
Démonstration.|l s'agit d'une application directe de la propositinl7 en prenant = supk; =
¢ (A*Sq). O

Remarque 5.22.Cette proposition montre qu’une trajectoitec Vi en absence de controle reste dans

V; lorsqu’on applique la commande = Fix. En outre, F; est le plus grand correcteur satisfaisant
cette propriété. La proposition suivante montre que I'état obtenu en présence du correcteur appartient a
[A*Sq]c-



CHAPITRE 5 — Commande de systénmesax, +)-linéaires en présence de perturbations 113

Proposition 5.23. Le correcteurf; = (BY (A*RIIC(A*Sq))) # (A"RIIC(A*Sq)) garantit que I'état
z = (A® BF))*Sq € [A*Sq].

Démonstration.D’aprés (f.2) on aSq <= CA*§(C A*Sq), c’est-a-direSq € V; (d’'aprés la proposition
5.21). En accord avec la définitidh 2, on a dond A & BF)*Sq € Vj, c’est-a-dire que

(A® BF))*Sq =< CA™Y(CA*Sq) < CY(CA*Sq) = I1%(A*Sq).
Par ailleurd A ® BFy)*Sq = A*Sq, nous avons donc
A*Sq =< (A® BF)*Sq < TI°(A*Sq),

c'est-a-dire(A @ BF1)*Sq € [A*Sq]c.
O

Remarque 5.24.Notons que I'état obten(A & BF})*Sq est supérieur ou égal & celui obtenu en I'ab-
sence de contrdleud*Sgq.

Remarque 5.25.Pratiquement, I'objectif est d'obtenir un contrdlesy tel que

(A® BF1)*Sq ke© A*Sq

pour toutg € M%*[~, §]™. C'est-a-dire queF; doit étre tel que

(A® BF)*S 27 a*s.

Ceci conduit & considérer la classe d’équivalefdés]: et son plus grand élément qui @8t'(A*S);
on obtient alors le plus grand correcteur suivant

Fy = (BY(ANIIC(A%S))) # (ANIIC(A*S)) = (CA*BYCA*S) § (CARCA*S).  (5.16)

5.3.2.3 Correcteur de type retour d’'état laissant le vecteur d’état inchangé

Cette partie concerne I'étude d’'un contrbleur de type retour d’état qui laisse le vecteur d’état inchangé
par rapport a I'état généré par la perturbatigret qui par conséquent maintient I'étatlans la classe
d’équivalence engendrée par la perturbatjonoduloker C. Nous cherchons donc un contrdlertel
que

(A® BF)*Sq = A*Sq

pour toute perturbatiop € M% [y, §]™.

Considérons cette fois I'idéal principal (voir définitiér) généré par la perturbatignsuivant :
Ky = {zeME[,0" |z < A*Sq}. (5.17)
Proposition 5.26. SoitV; le plus grand idéal principal-invariant inclus dansCs, alors

Vi = K.
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Démonstration.D’aprés la propositiors.17 V5 = {x € M [v,d]" | < A*§A*Sq}; considérons
l'applicationL 4+ : x — A*z, cette application est une fermeture, puisiueoL 4« = L g €tL 4« = Id.
En considérant cette application nous avensV; = L%* o L4+(Sq) etsup Ko = L4-(Sq). D’'aprés la
propositionl.62, L%* o Lax = L4~ d’ou le résultat

AR(A*Sq) = A*Sq = Vi =Ka.

Proposition 5.27. Le correcteur
Fy = (BY(A™}(A"Sq)))f (A"}(A"Sq)) = BY(A*Sq)f(A*Sq),
est le plus grand correcteur de type retour d’'état tel que
(A ) BFQ) Ko C Ks.

Démonstration.Tout d’abord la propositio®.26 donneV; = K,. Ensuite, la propositio.17 établit
que Fy, = BY (A*}(A*Sq)) ¢ (A*}(A*Sq)) est le plus grand correcteur tel qlie = V3 (en prenant
k = sup Ky = A*Sq). De plus, commed*}y(A*Sq) = A*Sq (cf. preuve de la propositich.2€), nous
obtenons finalemeri®y (A*Sq)¢(A*Sq).

O

Proposition 5.28. Le correcteurE, = BY(A*Sq)¢(A*Sq) est le plus grand correcteur qui garantit que
I'état » = A*Sq reste inchangé, c’est-a-dire

A*Sq = (A® BFy)*Sq.

Démonstration.D’'une part, notons quég € K, et d’aprés la propositiob.27, F, estle plus grand
correcteur tel quéA @ BF»)Ks C Ky, par conséquent

(A® BFy)*Sqge Ky = (A@ BEy)*Sq=< A*Sq.
D’autre part, comme¢A & BFQ)* = A*, ona
A*Sq < (A® BF,)*Sq = A*Sq,
Soit A*Sq = (A @ BF,)*Sq. O
Remarque 5.29.Ce correcteur est celui qui fournit la plus grande commande de type Fz telle
gue I'état reste identique a celui généré par la perturbation en I'absence de contréleur. C'est-a-dire qu'il

retarde autant que possible I'entrée des jetons sans modifier le tir des transitions internes. Naturellement,
la sortie est inchangée, c’est-a-di€@A*Sq = C(A & BF,)*Sq.

Remarque 5.30.Rappelons que I'objectif initial était d’obtenir le plus grand correcteur de type retour
d’état (conservant |'état) tel que
(A® BF)*Sq= A*Sq

pour toute perturbatioy € M%*[v, §]™. Autrement dit, le plus grand correctedit doit vérifier
(A@ BF)*S = A*S.

Cela revient a considérer le controleur suivant

Fy = BY(A"S)§(A*S). (5.18)
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Figure 5.3 —Schéma de la commande en boucle fermée (retour de sortie).

5.3.2.4 Correcteur de type retour de sortie

Nous avons étudié dans la premiere partie deux correcteurs de type retour d’état. Le probléme posé
maintenant est la synthése de correcteurs de type retour de sortie, réalisant les mémes objectifs que pré-
cédemment. Autrement dit, nous allons chercher a synthétiser deux correcteurs de type retour de sortie,
I'un donnant un vecteur d’état plus grand que celui obtenu en I'absence de correcteurs et I'autre conser-
vant I'état. L'objectif global étant de maintenir la sortie inchangée au regard de la perturbation. Dans
le contexte des graphes d’événements temporisés, il s'agit de la commandey qui retarde le plus
I'entrée des jetons sans modifier la trajectoire de sortie.

Soit le systemémax, +)-linéaire suivant :

r = Ax® Bu®d Sq
y = Cx

bouclé par le retour de sortié fournissant la commande :
u = Fy
OUF € M%[v,5]P*". Le systéme en boucle fermée se schématise comme suit et a pour équation

xr = Ax® BFy® Sq
y = Crz

En posanyy = Cz dans I'équation d’état, nous obtenons
r = Az@®BFCx® Sq=(A® BFC)z & Sq.
La plus petite solution (cf. corollaii®.11§ de cette derniére équation est donnée par
x = (A®BFC)*Sq.

La sortie s’exprime alors par :
y = C(A® BF(C)*Sq,
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ouC(A® BFC)*S € M%[~,0]"*™ représente la matrice de transfert liant la perturbatiata sortie
Y.

Nous introduisons a présent les outils permettant de transposer au cas des correcteurs de type retour
de sortie les méthodes étudiées dans la premiére partie de ce chapitre et relatives au cas des correcteurs
de type retour d’état.

Définition 5.31 (A@ BFC')-invariants). Un sous-ensembl&’ est dit(A & BFC)-invariant s'il existe
un correcteur de type retour de sotkie M2 [y, 6]" — M [, 6] tel que

(A@ BFO)N C N.

En d’autres termes, dire que I'ensemileest(A ¢ BFC)-invariant revient a dire que pour tout état
x € N, il existe une commande de type retour de sartie Fy telle que I'état résultantA & BFC)x
reste dang\. On remarque immédiatement gu'il s’agit d’'un cas particuli€id® BF)-invariants.

La proposition qui suit donne une caractérisation du plus grand idéal priticigalB F'C)-invariant
inclus dans un idéal principal.

Proposition 5.32. L'ensemble des idéaux principagA © BF'C)-invariants inclus dans un idéal prin-
cipal £ posséde un plus grand élément pour la relation d’inclusion. Cet élément est donné par

V = suwpZ((A® BFC),K) = {xe/\/lgff[['y,é}]ij(A@BFC)*&]%}.

Démonstration.Immédiate, en posantd = (A @& BFC) cela revient a déterminer le
plus grand A-invariant inclus dansX. Alors la proposition’5.9 donne directementy =

{1: € Ma[y,8]" |z < A%k = (A& BFC’)*V@}.
O

Proposition 5.33. SoitC un idéal principal deM¢* [, 6]™ généré par un élément, c'est-a-direk =

{x € M, 0" | z < k:} Le plus grand correcteur” de type retour de sortie tel qué = V* est
donné par

F = By <<A*§I§:) # (Aw%)) 4C.

Démonstration.Découle directement de la propositiBri7en prenanf’C = F = BY(A*kk)f(A™k),
et comme lapplication Rc est résiduable (voir§1.11) on a directementl’ = F¢C =
By (A" (A™%E) ) 4C.

O

Remarque 5.34.La proposition précédente montre que le correctelest le plus grand tel que le plus
grand idéal principal(A @& BFC)-invariant soit égal au plus grand idéal principa-invariant inclus
dans I'idéal principalkC.
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5.3.2.5 Correcteur de type retour de sortie accroissant les trajectoires du vecteur d'état et laissant
la sortie inchangée

L'objectif est ici d’établir le plus grand correcteur de type retour de sortie tel que

(A® BFC)*Sq "L A*Sq

pour toute perturbatiop € M%< [y, 5]™.

Proposition 5.35. SoitV; le plus grand idéal principal-invariant inclus dans l'idéal principak’; . Soit
V, le plus grand idéal principal A & BF C)-invariant inclus dans I'idéal principak’;. Le correcteur

Fi = (BY(ANIIC(A*Sq)) § (ANIIC(A*S0))) 4O = (CA*B)(CA*Sq)#(CA*Sq)

est le plus grand correcteur de type retour de sortie telXjfie= Vi, cest-a-dire tel qQue¢ AGBFC)V{ C
Vf C K;.

Démonstration.|l s'agit d'une application directe de la propositi&B83 en prenank = sup K;. De
plus A*{TIC (A*Sq) = (CA*)§(CA*Sq), alors

Fi = (BY(CA™Y(CA*Sq))$(CAR(CA*Sq)))4C
= ((CA"B)R(CA™Sq))f(CA™}(CA"Sq))¢C  (d'apres (f6))
= ((CA"B){(CA™Sq))f(C(CA™R(CA*Sq)))  (d'apres (f6))

et finalement, comme
C((CA*)R(CA*Sq)) = C(ANIIC(A*Sq)) = CA*Sq (d’aprés le lemm&.112),

on obtient dond; = (C A* B)}(CA*Sq)¢(CA*Sq).
[

Remarque 5.36.Cette proposition montre qu une trajectomee V; en absence de contrble reste dans

Vi lorsqu’on applique la commande = Fiy. En outre,F, est le plus grand correcteur satisfaisant
cette propriété. La propriété suivante montre que I'état obtenu en présence du correcteur appartient a
[A*Sq]c.

Proposition 5.37. Le correcteurF} = (C A* B)}(C A*Sq)¢(C A*Sq) garantit que I'étatr € [A*Sql .

Démonstration.Identique a la preuve de la propositis2s en remplagantA © BF))* par (A &
BF,C)*. O

Remarque 5.38.Ce résultat signifie que le controledi maintient 'étatz = (A ® BF,C)*Sq dans la
classe d’équivalenckd*Sq|¢, c’est-a-dire celle générée par la perturbatign

Proposition 5.39. Le correcteurF; = (CA*B)}(CA*Sq)#(CA*Sq) est également le plus grand cor-
recteur F' de type retour de sortie tel que

(A® BFC)*Sq = TI9(A*Sq),

pour toute perturbatioy € M%*[~, §]™.
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Démonstration.Tout d’abord, d'aprés la définition déC(A*Sq), ona
(A® BFC)*Sq = TI9(A*Sq) = C}(CA*Sq).

Par ailleurs, par définition de la résiduation < atb < ax =< b), nous avons donc I'équivalence
suivante :

(A® BFC)*Sq 2 C}(CA*Sq) <= C(A® BFC)*Sq =< CA*Sq
En considérani(3¢) et (1.37), on a
C(A® BFC)*Sq = C(A*BFC)*A*Sq = (CA*BF)*CA*Sq < CA*Sq,
et comme l'applicatiorR¢ 4+ 54 est résiduable, cela conduit a
(CA*BF)* =< (CA*Sq)¢(CA*Sq).
Par ailleurs, notons qUEC A*Sq)$(CA*Sq)) = ((CA*Sq)¢(C A*Sq))* (voir théoremel.126) et rap-

pelons que (cf. chapitrgé, remarquel. 103 z* < o* admetz = a* comme plus grande solution. Par
conséquent, on a alors I'équivalence

(CA*BF)* < (CA*Sq)$(CA*Sq) <= CA*BF < (CA*Sq)$(CA*Sq)
d’ou
F =< (CA*B}(CA*Sq)¢(CA*Sq) = F}.

O]

Remarque 5.40.Le correcteurF; correspond au plus grand retour de sortie qui garantit que I'état
appartient aA*Sq] .

Remarque 5.41.Pratiquement, I'objectif est d’obtenir le plus grand contréldurtel que

(A® BFO)*Sq LY A*sq

pour toutqg € M%*[~,d]™. Ceci revient a dire qué’ doit étre tel que

(A® BFO)*S "2 a%s.

Ce qui conduit & considérer la classe d’équivalendeS] - et son plus grand élément qui @&t (A*S) ;
on obtient alors le plus grand correcteur suivant

FI = (CA*B)(CA*S)$(CA*S). (5.19)
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5.3.2.6 Correcteur de type retour de sortie laissant le vecteur d'état inchangé
L'objectif est ici d’établir le plus grand correcteur de type retour de sortie tel que
(A® BF>,(C)*Sq = A*Sq
pour toute perturbatiop € M2 [, 6]™.

Proposition 5.42. Le correcteur
Fy = By(A"Sq)$(CA*Sq)
est le plus grand correcteur de type retour de sortie tel que
(A® BFC)Ky C Ka.

Démonstration.Dans un premier temps la propositibr26 donnel; = . Ensuite, la proposition
5.33établit queF, = BY((A*}(A*Sq))(A*}(A*Sq)))#C est le plus grand correcteur tel glig = V3
(en prenanf% = sup Ky = A*Sq). En outre, A*§yA*Sq = A*Sq (voir proposition5.26), alors [, =
(BY(A*Sq)¢(A*Sq)) ¢C qui s'écrit aussiFy = BY(A*Sq)¢(CA*Sq) (par £6). O

Proposition 5.43. Le correcteurF, = By(A*Sq)¢(C A*Sq) est le plus grand correcteur qui garantit
gue I'étatz = A*Sq reste inchangé, c'est-a-dire que

A*Sq = (A BF,C)*A*Sq.

Démonstration.ldentique a la preuve de la propositBr2§ en remplac;ar(tAeBBFQ) par(A@BﬁQC).
]

Remarque 5.44.Ce correcteur est celui qui fournit la plus grande commande de type Fyx telle

gue I'état reste identique a celui généré par la perturbation. Ceci revient a dire qu'’il retarde autant que
possible I'entrée des jetons sans modifier le tir des transitions internes. Par conséquent, la sortie est
inchangée, c’est-a-dire QUEA*Sq = C(A & BFyC)*Sq.

Remarque 5.45.Rappelons que I'objectif considéré était d’obtenir un contrblbtel que
(A@ BFy,C)*Sq = A*Sq

pour toutqg € MZ[v, )™, c:est-a-dire(A ® BF,(C)*S = A*S. Par conséquent, le plus grand correc-
teur de type retour de sortig,, qui maintient I'état dans la classe d’équivalerieg S| pour toutq est
donné par

Fy = BY(A*S)J(CA*S). (5.20)

5.3.3 Récapitulatif des résultats

Nous venons de voir qu'il était possible de considérer quatre correcteurs pour résoudre le probleme
de commande en présence de perturbations. Le tableau ci-dessous récapitule I'objectif et I'expression de
chacun de ces correcteurs :
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Expression du correcteur Obijectifs
Il s’agit du plus grand correcteur tel que

o o (AEBBFl)Vf CV{< C K.
Fy = (BY(ARIIC(A*S))) §(ARIIC(A*S))

(CA*BRCA*S) $ (CARCA*S) Il assure que I'état reste dap$*Sq|c et génere
un état tel que

(Correcteur de type retour d'état) .
(A® BF,)"Sq = A*Sq,

pour toute perturbatiop € M%* [y, 5]™.

n

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

Fy = BY(A*S)$(A*S) (A@® BF,)*Sq = A*Sq,
(Correcteur de type retour d'état) pour toute perturbatiop € M7 [, 6],
Il assure naturellement que l'état reste dans
[A*Sqlc.

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

(A® BRC)*Sq S A*sq,
Fy = (CA*B)}(CA*S)§(CA*S

1= M i ) pour toute perturbatiop € M%< [y, 5]™.
Il génére un état tel que

(Correcteur de type retour de sortie)
(A® BF\C)*Sq = A*Sq,

pour toute perturbatiop € M2 [, 6]™.

Il s'agit du plus grand correcteur tel que

Fy = BY(A*S)4(CA*S) (A® BF,C)*Sq = A*Sq,
(Correcteur de type retour de sortie) pour toute perturbatiop € M7 [v, 6]™.
Il assure naturellement que l'état reste dans
[A*Sq] ¢

Table 5.1 —Récapitulatif des correcteurs

Le choix du correcteur a appliquer se fera en fonction de I'application considérée et des objectifs
assignés au contrbleur vis-a-vis du critére de juste-a-temps.

Dans le cas des correcteurs de type retour de sortie :

- Le correcteurr; génére une plus grande commande que cellExdd est donc préférable vis-a-
vis du critere de juste-a-temps, cependant ce correcteur réduit les marges qui pouvaient exister au
niveau des transitions internes d'un GET.

- A l'inverse, F» est neutre vis-a-vis du comportement interne puisqu’il ne retarde que le tir des
transitions d’entrée.
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5.4 Prise en compte d’'une commande

Précédemment la synthése a été considérée en supposant gu'initialement la cométaitchellle,
c'est-a-direv = ¢. Si tel n'est pas le cas, il est possible de considérer le principe de superposition des
systemes linéaires pour ajouter le signa la commande générée par le contrélEur

5.4.1 Correcteur de type retour d’état

Soit le schéma du systéme en boucle fermée suivant :

P

S
—PH B Y | ¢
4
. e

Figure 5.4 —Schéma de la commande en boucle fermée (retour d’état) avec une cansigne

En présence d’'une telle commande
u = Fxhpv
I'équation d’état devient (en considérant le corolldirgl§ :
r = (A®BF)x®Bv® Sq=(A® BF)*Bv® (A® BF)*Sq.

Clairement on s’apercoit que le correctdéurisque de modifier la relation de transfert entre le vecteur
d’'étatx et I'entréev. De méme, en considérant I'’équation de sortie :

y = C(A®BF)*Bv® C(A® BF)*Sq

on remarque que le correcteklirrisque de modifier la relation de transfert entre la sarié I'entréev.

Afin d’éviter que le correcteuF’ ne modifie le transfert entre I'étatet I'entréev, il doit satisfaire
I'égalité suivante :

(A® BF)*B = A*B.

C’est-a-dire que la relation de transfert entet x en présence du correcteur doit étre égale a cette méme
fonction de transfert en I'absence du correcteur.

De méme, pour que le correctelipréserve le transfert entre la sorgiet I'entréev, il doit respecter
'égalité

C(Ae BF)*B = C(CA*B,
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dans ce cas, la relation de transfert entet y en présence du correcteur doit étre égale a cette méme
fonction de transfert en I'absence du correcteur.

Proposition 5.46. Pour préserver la relation de transfert entre I'entréeet I'état x, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F =< (A*B)}(A*B)¢(A*B).
Démonstration.Tout d'abord, nous avons les équivalences suivantes
(A® BF)*B =< A*B <<= (A*BF)*A*B=<A*B <= (A*BF)* < (A*B)§(A*B).

Par ailleurs, notons qued* B)¢(A*B) = ((A*B)#(A*B))" (voir théoréemel.126) et rappelons que (cf.
chapitre 1, remarque.103 z* < «* admetr = a* comme plus grande solution. Par conséquent, on a
alors I'équivalence

(A*BF)* < (A*B)§(A*B) <= A*BF < (A*B)¢(A*B)
d'ou
F = (A*B)X(A*B)#$(A*B).
]

Proposition 5.47. Pour préserver la relation de transfert entre I'entréet la sortiey, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F < (CA*BN(CA*B)#(A*B).

Démonstration.Soit les équivalences suivant€§A @ BF)*B < CA*B <= C(A*BF)*A*B =
CA*B <= CA*B(FA*B)* < CA*B <= (FA*B)* < CA*BYCA*B, notons qu& A* ByCA*B =
(CA*BYC A*B)* (voir théoremél.126) et rappelons que (cf. chapitre 1, remar@uEdd) »* < «* admet
x = a* comme plus grande solution. Par conséquent, on a alors I'équivalence

(FA*B)* < CA*BYCA*B <= FA*B <CA*BYCA*B,
d'ou
F < CA*BYCA*B§A*B.
O]

Méthodologiquement, le correcteur & mettre en place lors de la présence de perturbatibngaera
F, suivant les objectifs souhaités vis-a-vis du critére de juste-a-temps) sous les contraintes données par
les proposition$.46et5.47.

C’est-a-dire que le contrbleur a mettre en place, dans le cas ou I'on souhaite conserver le transfert
entre I'étatr et I'entréev, sera

F = FyA(A*BRX(A*B)§(A*B)
ou F = FyA(A*B)}(A*B)§(A*B).
Dans le cas ou I'on désire conserver le transfert entre la gpdtd’entréev, le correcteur sera donné
par 'une des expressions suivantes
F F1 A (CA*B)X(CA*B)§(A*B)
ou F = I, AN(CA*B)R(CA*B)¢(A*B).
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5.4.2 Correcteur de type retour de sortie

La méme démarche conduit a considérer une commanrdé'Cz ¢ v. D’apres le schéma suivant

lq

S
=0 5 PO —| ¢
— A
C F

Figure 5.5 —Schéma de la commande en boucle fermée (retour de sortie) avec une consigne

I'équation d’état s’écrit
x = (A@BFC)r®Bv® Sq=(A® BFC)*Bv® (A® BFC)*Sq
et I'équation de sortie est donnée par
y = C(A® BFC)*Bv® C(A® BFC)*Sq.

Le correcteur devra donc étre tel que la relation de transfert entre I'ente¢da sortiey satisfasse
I'égalité suivante

C(A® BFC)*B=CA*B
c’est-a-dire que I'action du correcteur doit étre neutre vis-a-vis de la relation d’entrée-sortie.

Proposition 5.48. Pour préserver la relation de transfert entre I'entréet la sortiey, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F < (CA*BN(CA*B){(CA*B).

Démonstration.Considérons tout d’abord I'applicatio; : = +— H(xH)* (ou H = C' A*B), le calcul
de ce correcteur neutre revient a résoudre I'équation suivante

My(F) < H.
CommeH € ImMpy, le corollaire3.1&donne directement I'expression du plus grand correcteur neutre :
F < HYH¢H = (CA*B)}(CA*B)¢(CA*B).
O

Remarque 5.49.Par conséquent, le correcteur a mette en oeuvre en présence de perturbatioﬁs sera
ou F, sous cette contrainte, c’est-a-dire
F = F,A(CA*B)(CA*B)§(CA*B)
ou F = F,N(CA*B)X(CA*B)¢(CA*B).
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- J

Figure 5.6 —Graphe d’événements temporisé en présence de perturbations.

5.5 lllustration

De fagon a concrétiser les résultats présentés dans ce paragraphe, nous allons examiner un exemple.
Soit le graphe d’événements temporisé de la figuéell peut représenter un systéme d’assemblage ou
deux machined/; et M, produisent des pieces assemblées sur la madliine

Les transitionsy;, go et g3 représentent des entrées non contrélables qui ont pour effet de retarder
la sortie des piéces des machidds, M- et M3. Dans un contexte de production, ces entrées non mai-
trisables peuvent représenter des incidents sur le fonctionnement de la ligne d’assemblage, comme par
exemple des ruptures d’approvisionnements, des pannes machin&sdles représentent donc des per-
turbations sur le fonctionnement du systéme.

Un telle panne entraine inévitablement I'arrét de la ligne de production. Cet arrét se fait plus ou moins
rapidement suivant I'importance des stocks entre les différentes machines. Pour illustrer ce blocage,
considérons la figuig.7représentant de fagcon schématique la ligne de production que pourrait modéliser
le GET de la figurd.€ en I'absence du correctedit. Le mécanisme de paralysie progressive de la ligne
est décrit sur la figur.& La panne de la machine, empéche la poursuite de I'approvisionnement du
stock amont (stock) de la machinel/s, provoquant :

- un vidage progressif du stock aval (stagkde la machinél/,, qui une fois vide, conduit a I'arrét
de la machinél/s;

- une saturation du stock amont (stdkde la machine\/, et des stocks de la machifé, (stock
1 et stock).

Notre objectif est donc le contréle optimal des entrées du systéme afin d’assurer une bonne gestion
des stocks internes. Pour cela nous allons synthétiser un correcteu(isatéla figure5.€) de type
retour de sortie accroissant les trajectoires du vecteur d'état (corréNﬁtelans le tableah.l) et laissant
la sortie inchangée.



CHAPITRE 5 — Commande de systénmesax, +)-linéaires en présence de perturbations 125

stock 2 stock 4

Machine M2

7

Machine M3 }—>

stock 1 stock 3

Machine M1

e

?

Figure 5.7 —Ligne de production en fonctionnement normal.

stock 2 stock 4

Machine M2

¢

Machine M3}—>

stock 1 stock 3

Machine M1

e

9

Figure 5.8 —Propagation des effets d'une panne.

Commencons par donner la représentation d’état du GET de laGdtdens le dioideV [, ] :

r = Ax® Bu® Sq

y = Cz
avec
Al A € 8 ¢ e € ¢
A=| e ~%° ¢ |,B=|cec 8 |,S=|c e e|etC=(c ¢ ).
57 87 o8 g€ € € € e

L'expression de la fonction de transfert du systéme est donnée par :

H = (CA'Bu® (CA*Sq,
~ ~
H, H,

ou la matrice
H, = CA*S:(58 (766)* 58 (756)* 5(756)*) (5.21)

détermine la relation de transfert entre la perturbagienla sortiey. Par ailleurs, la matrice
H, = CA*B=(s" (756)* oL (756)*) (5.22)

détermine la relation de transfert entre I'entréet la sortiey.
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5.5.1 Synthése de correcteur de type retour de sortie accroissant I'état et laissant la sortie
inchangée

Les résultats précédents s'appliquent directement. D’aprés propdi8frt en considérant la re-
marqueb.41, nous avons

Fy = Pry ((CA*B)R(CA*S)$(CA*S))
i)
735 (756)
Ce correcteuf correspond au plus grand correcteur tel que

(A® BFO)*Sq Y A*Sq

pour toute perturbatiop € M% [y, §]™.

Remarque 5.50.Notons que ce correcteur n'est pas nécessairement causal, on doit donc considérer sa
projection dans I'ensemble des causauk** [y, ] donnée par I'opérateuPr . (voir §2.8 pour plus
de détails).

Rappelons que le correcteur final (ndfésur la figure5.6) doit également étre neutre vis-a-vis
du transfert entre I'entrée et la sortiey. Nous devons donc considérer la proposiiodé (ainsi que
la remarqueb.49 sur la contrainte que doit vérifier le contréleur final. Par conséquent le plus grand
correcteur assurant la commande en présence de perturbations et laissant le transfert inchangé entre
I'entréew et la sortiey est donné par

F = F| APr, ((CA*B)}X(CA*B)#(CA*B))
354 6)*
= ('fy;; (%))*> APry ((CA*B)Y(CA*B)¢(CA*B))

On peut voir une réalisation de ce correcteur sur la fiu€eCe correcteuf” fournit les commandes
up = POy eu
uy = 36(v9%)*y @ vy
Les formes implicites de ces commandes sont les suivantes :
uy = 756711 @ 7354,@ ©® v1
up = 6%uz ® Y3y @ vo.

Les équations récurrentes donnant I'expression des comman@s, en fonction des états; etxo
sont les suivantes sur le dioidg,,x :

ui(k) = 6ui(k—1)@4y(k —3) ®vi(k)
us(k) = 6uz(k —1) & ly(k —3) @ va(k).
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Figure 5.9 —Réalisation du correcteur’.

Nous allons a présent vérifier si le correctduremplit correctement les objectifs. Tout d’abord,
considérons le transfert entre I'état et la perturbation en boucle ouverte donné par

(y264)* € €
A*S = 5 (7265)* €
§7(y0%)*  67(78%)*  (76%)*

et comparons-le, avec la relation de transfert entre I'état et la perturbation en boucle fermée ; on a

ed ,7254 D ,73518 (756)* ’73518(’}/56)* ,73511(756)*
(A D BFC)*S — 73518(,}/56)* ed 72(56 D 73518(756)* 73511 (’y(SGY
7 (100’ 87 (100" (v8%)"

On remarque quéA @ BFC)*S = A*S, c’est-a-dire que la relation de transfert en boucle fermée est
supérieure a celle en boucle ouverte. Par ailleurs, par isotonie on vérifie aisément que

(A@ BFC) Sq = A*Sq , Vg€ M[y,s]™.

De méme, on peut s'assurer que I'état en boucle fer(wée BFC)" Sq appartient a la classe
d’équivalencg A*Sq|¢, puisque

H

vy = C'(AEBBFC)*S _ (58(756)* 58(756)* 5(756)*) = Hq.

On s’apercoit que la fonction de transfert entre la perturbaji@t la sortiey en boucle fermée est
inchangée par rapport a celle en boucle ouvé&i2l. Donc, en considérant la propositi@ril0§ pour
tout transfertX tel que

A*S < X < (A® BFC)*S = CA*S=CX =C(A® BFC)*S
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ou encore par isotonie
CA*Sq=C(A® BFC)*Sq Vg € My, o]™.

Par conséquerttd & BFC)*Sq € [A*Sq]c pour toute perturbatiop € M%* [, 6]™.

n

On considére maintenant le vecteur de consigne suivant (demande client) :

v\ 520(756)*

Vg - 520(756)* .
Par convention, le premier tir étant le numeérees trajectoires doivent étre interprétées comme suit : on
souhaite que la piédesoit mise en production a I'instaB0 puis ensuite on désire "en moyenne" une

piéce toute le$ unités de temps. L'application de cette loi de commande a permis I'obtention de I'état
x = A* Bv en boucle ouverte suivant (avee= ¢, c’est-a-dire en absence de perturbations) :

T, 56(72(54)* € 520( 56)* 526(756)*
r9, | = A"Bv = € 6%(726°%)* <520(756)*> = | 0¥(%)" |, (5.23)
T3, (513(’}/(56)* 516(,}/56)* v 536(756)*

a partir de cet état, nous pouvons alors calculer la sortie du systéme (sans la perturbation) donnée par
Yy = 637 (756)* .

Jusqu’'a présent nous avons supposé que I'état du systéme n’était pas perturbé. Considérons a présent
gu’une panne surgisse a la sortie de la machifigperturbationy,). Dans cet exemple, nous supposons

que la panne sul/; intervient & I'événemertt et que cette perturbation repousse le tir de la transition

a l'instant85 (au lieu de65) c’est-a-dire que la machine s’est arréd@eunités de temps. Formellement

le vecteur des perturbations est de la forme suivante

q1 €
@] = [|1%% ], (5.24)
q3 €

d’ou I'expression de I'état en présence de la perturbation donnée par

A*Bu @ A*Sq

8

Il
PR
8 8 8
w N =
~—_

I

626 ("}/(56)*
— 629 &) 7635 D '}/2641 &) 73647 &) 74553 &) 75559 &) "}/6685 &) ’)/8(591 D ’Y10697 &) 7126i03 D ’)/136107 ("}/66)* .
636 @7642 @72648 @"}/3654 &) 74660 D ’)/5(566 D ,y6592 ('Y(SG)

La sortie en présence de la perturbation est alors donnée par
y = 87 @ 5B B A26% @ 435 @ 44501 @ 45507 @ 46593 (756)* .

On donne sur la figuré.10la représentation de I'état non perturbg ainsi que la représentation
de I'état perturbé. On donne également la représentation de la sortie avec et sans la présence de la
perturbation (respectivememt, ety,). Remarquons qu’une perturbation sur la macHifiese propage
sur la machiné/s ; en effet on voit que I'état; (correspondant a la sortie de la machirg) est retardé.
Par ailleurs, on s'apercoit qu’'a I'instai®, I'étatz, (I'état perturbé) rattrape I'état non perturbg . Ceci
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Figure 5.10 —Représentation des états perturbes, zo etzs ; des états non perturbés;,, zo, etxs,
; de la sortie perturbég,,, et la sortie non perturbég.
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est di au fait que la machings a un taux de production (2 piéces toutesdamités de temps) plus
élevé que celui de la machird; (1 piéce toutes le6 unités de temps).

Il est alors possible de déterminer les trajectoires de la commande produites par le coffeeteur
considérant la loi de commande= Fy & v. On obtient

u = (ul =Fydv
U2
B 520 ® ’7626 @ ’}/2(532 ey 73541 e 74647 @ ’}/5653 ey 76559 e 77665 @ ’}/8571 ey ,79597 (756)* ® v
- 520 o) 7526 @ 72532 D ,y3538 D 74(544 o) 75550 D 76556 e 97562 D ,Y8568 e 79594 (756)* Vg .
Ce vecteur de commande est celui qui retarde au plus I'entrée des jetons dans le GET, tout en assurant

I'objectif. On voit, sur la figurés. 11, que les commandes produites par le correcteur sont supérieures aux
consignes); etwvs ; par conséquent, on évite I'accumulation de jetons inutiles dans le GET.

160
1 150} B
140{- : : B
1 S T A A
130

-4 120
[

| 110
| 100
90
1 80
1 70
1 e0
| s0
40
| a0

| 20

10 L L N S E

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figure 5.11 —Représentation de la commande- F'y & v et de la consigne.

Calculons maintenant I'état du systéme en boucle fermée. On obtient

xlbf
wa=<~’02bf) = (A@BFC)'Sq® (A® BFC)*Bv
Jlgbf

526 @7532 @72538 @"}/3647 D ")/4(553 D ’)/5(559 D ’)/6(565 @77571 @78577 @795103 (’)/66)*
( 529 @7535 D ’Y2541 @73547 @’}/4653 @75559 @"}/6685 ey 78591 D ’)/9(5103 (756)* )
636 @7642 @’)/2(548 @")/3(554 @74560 @75566 @76592 (756)*

La figure5.12 donne une représentation de I'état en boucle fermee (ngieet de I'état en boucle
ouverte (notér). On s'apercoit sur cette figure que I'état en boucle fermée est supérieur a celui généré
par la perturbation en boucle ouverte. Cela signifie que ce correcteur réduit les marges sur le tir des
transitionse; etxy. En d’autres termes, cela signifie que ce correcteur retarde le plus possible le tir des
transitionsr; etx, tout en assurant I'objectif.

Ces marges trouvent leur justification dans le fait que la perturbation, en ralentissant le fonctionne-
ment de la machin@/s, ralentit également le fonctionnement de la machifig puisque cette machine
se trouve sous-approvisionnée en pieces brutes. Par conséquent, il est intéressant de pouvoir ralentir
I'alimentation en matiéres premiéres de la machide par l'intermédiaire du correcteur pour éviter
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une accumulation inutile de piéces dans le stock (représenté par une place dans le GET) placé entre la
machineMs et la machinel/s. Par ailleurs, on remarque que I'on ne peut pas retarder plus le tir de la
transitionzs que ne le fait la perturbation. En effet, retarder plus le tir de la transitioreviendrait a
ralentir la sortie du systéme et par conséquent a modifier la sortie en boucle fermée par rapport a la sortie
du systéme lorsqu’une perturbation agit.

La figure5.12présente la sortie obtenue en boucle fermée et la sortie obtenue en boucle ouverte. On
remarque que la sortie est bien conservée, par conséquent I'objectif de maintien de la sortie est atteint.

150

0 I I I I I I L L L L L L L L L Y I I I I I I L I I L L L L L L '7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16 00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figure 5.12 —Représentation des états et de la sortie en boucle fermée en présence de la perturbation.
Les valeursey, xo €t z3 correspondent aux états en boucle ouverte tandis que les vahgy,rsgbf et

r3,, correspondent aux états en boucle fermee. Les valgyiet y,; correspondent respectivement a la
sortie en boucle ouverte et a la sortie en boucle fermée (elles sont naturellement égales).

D’aprés I'expression de la perturbati®i24 la machine)M, tombe en panne juste apréssgne
franchissement de la transitian. La machine)M> n’est réparée qu'a I'instar#s. Aprés la réparation
de la machine, la transition, peut immédiatement étre franchie, la figls.@0donne une représenta-
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tion de ce scénario. Pour s'assurer de l'intérét du correcteur, regardons a I'ingidigtat du graphe
d’événements temporisé avec et sans correcteur.

Tout d’abord, la figuré.11 permet de connaitre le nombre exact de jetons qui a I'ind@nhsont
entrés dans le GET. Sur les graphes d’événements temporisés de I5fidireus avons indiqué pour
chacune des transitions d’entrée le nombre de franchissements effectifs a I'iéstadhest possible de
faire la méme démarche pour chacun des états en considérant la5i@ifiret de méme que pour les
transitions d’entrées, nous avons indiqué pour chacune des transitions internes du systéme le nombre de
franchissements effectifs a l'instao.

On remarque immédiatement que dans le cas du systéme en boucle ouverte, il y Bagchis-
sements des entrées et uq, par conséquent a l'instamdo, il y a eu13 jetons entrés dans le graphe,
tandis que dans le cas du systeme en boucle fermée, il y a eu seufefreemthissements pour; et
10 franchissements pour,. Par ailleurs, dans le cas du systéme en boucle ouverte les transitians
et x3 ont respectivement été franchi€3, 8 et 7 fois chacune, on peut alors donner une photographie
précise du nombre de jetons dans les places du GET situées entre ces transitions. En procédant de la
méme maniére pour le GET en boucle fermée, on remarque gu’il y a eu moins de franchissements des
transitions internes. De méme, le nombre de jetons dans les stocks est moindre dans le cas du systéme
en boucle fermée.

Pour faire le paralléle avec un systéme de production, le systéme en boucle ouverte se retrouve dans
la situation de la ligne d’assemblage décrite sur la fijugsc’'est-a-dire que les stocks du systéme se
retrouvent saturés. A l'inverse, pour le systéme en boucle fermée, le correcteur permet d'assurer une
bonne gestion des stocks internes.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le probléeme de commande de sysiere-)-linéaires en
présence de perturbations. L'objectif est de synthétiser une loi de commande maintenantigisite
noyau de la matrice de sortie. Formulé de cette facon, on remarque que ce probléme présente une forte
analogie avec le probléme du rejet de perturbations de I'automatique classique.

Il faut cependant noter que I'objectif atteint ne conduit pas a une annulation de sortie, en effet la
définition spécifique du noyau d’'une application sur un treillis et la nature des systémes considérés
conduisent a obtenir la plus grande commande telle que la sortie reste inchangée quelle que soit la
perturbation. Pour un graphe d’événements temporisé, cette commande correspond a celle qui permet
de retarder au plus I'entrée de jetons dans le graphe, évitant ainsi une accumulation inutile de jetons a
l'intérieur du graphe.

La formulation et la résolution de ce probléme reposent sur la notion d’idéaux invariants. En effet
les objectifs considérés tout au long de ce chapitre se formulaient comme la recherche de plus grands
idéaux principaux invariants inclus dans des idéaux principaux. On retrouve une fois de plus une certaine
analogie avec la notion de sous-espace invariant de I'approche géométriqgue des systémes. Notons que
des travaux sont actuellement en coi@slibert and Katz, 20ppour développer une théorie analogue
sur les semi-anneaux. Il serait alors intéressant de comparer les expressions des correcteurs obtenus par
notre approche, avec ceux obtenus par ces auteurs.

De méme en théorie des systémes, parallélement au développement de la théorie géométrique, il a
été montré que tous les résultats obtenus par cette technique pouvaient également étre retrouvés par une
approche dite polyndmial®Jolowich, 1974, il serait également intéressant d’essayer de transposer ces
méthodes au cas des systémes considérés ici.
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Figure 5.13 — Représentation du GET a l'instah®0 avec et sans correcteur. Légindiquent pour
chaque transition le nombre de franchissements effectifs a I'ins@@ntOn remarque, dans le cas du
GET en boucle fermée, que les places internes contiennent moins de jetons.







Table des matieres

Notations Xi
Introduction Xiii
1 Outils algébriques 1
1.1 Introduction. . . . . . . . . e e e e e e e e 1
1.2 Structures ordonnées ettreillis. . . . . . . . . . . ... ... e 2
1.2.1  Structures ordonnNées. . . . . . . v v i i i e 2
1.2.2 Demi-treillisettreillis . . . . . . ... ... .. .. . .. . 3

1.3 Ideauxetfiltres. . . . . . . . . . e e e e 6
1.3 1 1dEaUX . . . . . o 6
1.3.2 Filtres. . . . . . e e e e 6
1.3.3 Casduntreillis . . . . . . . . e e e e e 7

1.4 Isotonie, morphismes etcontinuité. . . . . . . . . ... ... ... .. .. .. ..., 8
1.4.1 ISOIONIB. . . . . . . e e e e e e e 8
1.4.2 MOIphiISMES . . . . . . . . e e e 8
1.43 Continuit® . . . . . . . . e e e 9

1.5 Théoriedelarésiduation . . . . . . . . . . . e 9
1.5.1 Applicationsrésiduables . . . . . . . . . ... . ... . 10

1.6 Restrictionsd'applications . . . . . . . . . . 13
1.6.1 Reésiduationcontrainte . . . . . . . . . . . . .. e e 14

1.7 Fermetures. . . . . . . . e e e e e e e 15
1.7.1 Fermeture etrésiduation. . . . . . . . . . . . ... ... 17

1.8 Correspondancesde Galois . . . . . . . . . .. e e 18
1.8.1 Lien entre correspondance de Galois et résiduation . . . . . ... ... .. 20

1.9 Monoides et dioides : approche combinatoire . . . . . .. .. ... ... ...... 21
1.9.1 Sous-dioide . . . . . . .. e 21
1.9.2 Calcul matricieldanslesdioides. . . . . .. .. .. .. .. .. ........ 22
1.9.3 Sériesformellesdanslesdioides. . . . .. .. .. .. ... ... ...... 22

1.10 Dioides et Structures ordonnées. . . . . . . . . o v v v i i e e e e e 22
1.10.1 Dioides canoniquementordornnés. . . . . . . . . . . ... . 23
1.10.2 Dioides ettreillis. . . . . . . . . . . . e 23
1.10.3 Dioidecomplet . . . . . . . . .. e e 24
1.10.4 Dioide distributif. . . . . . . . . .. .. 25
1.10.5 Morphismesdedioides. . . . . . . . . .. .. 25
1.10.6 Congruence etdioide quotient. . . . . . . . . . . . .. .. ... . ... 25

1.11 Théorie de la résiduation appliqguée aux dioides. . . . . . . . . .. .. ... .... 26
1.11.1 Applications résiduables sur les dioides complets. . . . . ... ... .. .. 26
1.11.2 Fermetures résiduables sur les dioides complets. . . . . . .. .. .. ... 27

1.12 Noyaux, Images . . . . . . . o v o e e e e e e 28
1.13 Projecteurs. . . . . . . . e e e e e e e 30



136 TABLE DES MATIERES
1.13.1 Projection paralléelement au noyau d’'une application. . . . . ... ... .. 30
1.13.2 Projection dans I'image d’'une application . . . . .. .. ... ... ..... 30
1.13.3 Projecteurs dans I'image d’'une application parallelement au noyau d’une autre

application . . . . . . .. e e 31

1.13.4 Equations implicites linéaires dans les dicides . . . . . .. .. .. .. ... 31
1.13.5 Résiduation matricielle. . . . . . . .. . .. .. ... . 34

1.14 CoNCIUSION . . . . . . o e e e e e e e 35
2 Comportement linéaire des GET dans les dioideés 37
2.1 IntroducCtion. . . . . . . . . e e e e e e e e 37
2.2 Modélisation de systemes a événements discrets par réseaux/de Petri. . . . . . . 38
221 LesréseauxdePetri . . . . . ... 38
2.2.2 Definitionsetnotations. . . . . . . . . .. e 38
2.2.3 Tirdestransitions. . . . . . . . . e e e e e e 39
2.2.4 Ensemble des marquages accessibles. . . . . .. ... o L. 40
2.2.5 Modélisation des systemes a événementsdiscrets. . . . . . ... ... .. 41
2.2.6 Quelques proprietésdesRdP . . . . . . . ... 41

2.3 Lesgraphes d’événementstemporisés. . . . . . . . . . . .. . e 42
2.3.1 Propriétes des graphesd'événements . . . . ... ... ... ... ... .. 43
2.3.2 Introduction du temps dans les graphes d’événements. . . . . . ... ... 43

2.4 Représentation d'état des graphes d’événements temporisés . . . . . .. ... .. 44
2.4.1 Dateurs, formeimplicite . . . . . . . . .. e 44
2.4.2 Forme explicite "ARMA", formed'état . . . . .. ... ... ... ...... 46
2.4.3 Quelques éléments de théorie spectrale des matiees+) . . . . . . . . .. a7

2.5 Relationentrée-sortied'un GET . . . . . . . .. . . .. . ... e 49
251 Réponseimpulsionnelle . . . . . . . . .. . ... 50

2.6 Latransformeéeen. . . . . . . . . e e 50
2.6.1 DEfiNition. . . . . . . . e e e 51
2.6.2 Propriétés de latransformeeen. . . . . . . .. ... oL 51
2.6.3 Matricedetransfert. . . . . . . . . ... 52
2.6.4 Filtrage des trajectoires monotones. . . . . . . . . . . .. . . e 53
2.6.5 Simplifications. . . . . . . .. 54
2.6.6 Transformée e . . . . . . . . . . .. e e e 55

2.7 Représentation bi-dimensionnelle : diof[v,6] . . . . . .. ... ... ... ... 56
2.7.1 DioldeB[y,0] . . . . e 56
2.7.2 Construction du dioid®17[~, 0] . . . . . .. ..o 57
2.7.3 Manipulation des éléments dé¢”[~, ¢] et reégles de simplification . . . . . . 57
2.7.4 Representation graphique des elements@e[~,6] . . . . . . .. ... .. .. 58
2.7.5 Exemples de calculs sur des polyndbmed & (~,s] . .. ... .. ... ... 59
2.7.6 Modelisation des graphes d’événements temporisest§fify, o . . . . . . . . 60

2.8 Realisabilité, rationalité et périodicité . . . . . . . . . . . ... ... 61
2.9 CoNnClusion . . . . . . . e e e 64



TABLE DES MATIERES 137

3 Commande et analyse de la robustesse de systenesix, +)-linéaires 65
3.1 Introduction. . . . . . . . e e e e e e 65
3.2 Préliminaires algébriques. . . . . . . . . .. 66
3.3 Commande enboucle ouverte . . . . . . .. .. L L e 68

3.3.1 Formulationdu probleme. . . . . . . . . . ... ..o 68
3.3.2 Analysedelarobustesse. . . . . . .. ... .. ... o 68
3.3.3 lllustration . . . . . . . . . e 70
3.4 Commande en boucle fermée : synthése d'un retour de|sortie. . . . . . .. .. .. 73
3.4.1 Formulation du probleme. . . . . . .. .. .. ... 74
3.4.2 Retour de sortie - analyse de larobusiesse . . . . . ... ... ... .... 76
3.4.3 Formulationdu probléeme. . . . .. . ... . .. L 76
3.4.4 llustration . . . . . . . . . e 77
3.5 ConClusIon . . . . . . . e e e e 79
Synthese de contréleurs robustes pour les GET 81
4.1 IntroducCtion. . . . . . . . . e e e e e 81
4.2 Reésultats préliminaires . . . . . . . . . . e e e e e 82
4.2.1 DioideC(D) . . . o 82
4.2.2 Propriétesdudiold8(D)| . . . . . . . 83
4.2.3 Reésiduation dans(D) . . . . . . o o 83
424 DioildeCqo(D)|. . .« v v o 84
4.3 Dioide etanalyse parintervalles. . . . . . . . . . . ... .. ... e 85
4.3.1 Résiduation d'inéquations linéaires dans le didfé®| . . . . . . ... ... .. 88
4.3.2 Matricesd'intervalles . . . . . . . . . .. e e 89
4.4  Graphes d'événements temporisés et analyse parintervalles . . . . . . ... ... 89
4.4.1 Incertitudes de modélisation. . . . . . . .. . ... L 89
4.4.2 Représentation d’étatincertaine. . . . . . .. .. ... .. ... 0. 90
4.5 Synthese de contrOleursrobustes . . . . . . . .. ... o o Lo 91
45.1 Présentation du probleme standard. . . . . .. ... ... ... ... ..., 92
4.5.2 Formulation du probleme de commande robuste . . . . . . ... ... ... 93
4.6 Exemple d'application. . . . . . . . . . . e 95
4.6.1 Choixdumodelederéférence. . . . . . . . . . . . ... . 97
4.7 Conclusion . . . . . .. e e e e 102
Commande de systeme@nax, +)-linéaires en présence de perturbations 103
5.1 Introduction. . . . . . . . . . . e e e e e 103
5.2 Notations et préliminaires algébriques. . . . . . . . . . ... ... o oL 104
5.2.1 lessous-ensembldsinvariants. . . . . . . . .. ... 0o 105
5.2.2 Lessous-ensembled, B)-invariants. . . . . ... ... 106
5.3 Commande en présence de perturbations . . . . .. ... ... ... ....... 108
5.3.1 Commande enboucleouverte. . . . . .. .. .. ... oL 108
5.3.2 Commande enbouclefermée. . . . .. .. .. ... .. .. .. .. ... 111
5.3.3 Recapitulatifdesrésultats . . . . . ... ... ... ... oo oo 119
5.4 Prise encompte d'unecommande. . . . . . . .. ... e e 121
5.4.1 Correcteurdetyperetourdétat. . . . . ... ... ... ... ....... 121

5.4.2 Correcteurdetyperetourdesortie . . . .. .. .. .. ... .. .. ... 123



138 TABLE DES MATIERES

5.5 llustration. . . . . . . . . . e e 124
5.5.1 Synthése de correcteur de type retour de sortie accroissant I'état et laissant la

sortie inchangée. . . . . . . . . . ... 126

5.6 _CoNnClusion . . . . . . . e e e e 132

Table des matiéres 135

A MinMaxGD : librairie de Calcul dans le dioide MZ*[~, J] 141

A.1 MinMaxGD : librairie de Calcul dans le dioidet?*[v,d] . .. ... ... ... .... 141

A1l Introduction. . . . . . . . .. e e e e 141

A2 Syntaxe générale. . . . . . . . .. e 144

A3 EXemples . . . . . . e 144

A.3.1 Analysedelarobustesse. . . . . . . . . ... e 144

A.3.2 Synthese de contrOleursrobustes. . . . . . . . . ... oL 145

A.3.3 Commande en présence de perturbations . . . . ... ... ... .. .... 147

Bibliographie 151



Annexes






ANNEXEA

MinMaxGD : librairie
de Calcul dans le dioide
M, d]

A.1 MinMaxGD : librairie de Calcul dans le dioide M?*[~, ]

A.1.1 Introduction

La librairie MinMaxGL! [Cottenceau et al., 20P8e présente comme un ensemble de routines écrites
en C++, liées au logiciel ScildbCette librairie permet de manipuler des séries rationnelles dans le dioide
M o]

Une partie des travaux de thése a porté sur le développement des interfaces entre la librairie C++ et
Scilaly.

Notons également que le groupe Max Plus de I'INRIA a également dévélemetlibrairie pour
Scilab, permettant le calcul dans le diofg,.

Dans la suite de cette annexe, on trouvera I'ensemble des scripts Scilab utilisés pour effectuer les
calculs des différents exemples de ce mémoire.

Tout d’abord, nous allons découvrir 'utilisation de la MinMaxGD dans Scilab a travers un exemple.
L'exemple traité dans la suite correspond a l'illustration présentée dans la s8&i€nll s'agit de
caractériser I'ensemble des systémes préservant les performances de la commande optimale.

scilab-2.7
Copyright (C) 1989-2003 INRIA/ENPC

Startup execution:
loading initial environment

' Disponible liborement & 'adress@vw.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html

2Le logiciel Scilab est disponible & I'adresseww.scilab.org

3Nous en profitons une nouvelle fois pour remercier J.-P. Chancelier (ENPC) pour les multiples réponses et conseils qu'il
nous a fournis lors de cette phase de développement

“Cette librairie est disponible librement a I'adressew.scilab.org/contributions . Plus récemment un site dé-
dié a I'algebre Max Plus a été développé par I'équipe Max Plus de I'INRMww.maxplus.org | le lecteur trouvera de
nombreuses informations (cours, articles, logiciels, ...) concernant I'algebre Max Plus sur ce site.
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Commencons par charger la librairie dans I'environnement Scilab

-->>exec('C:\scilab2.7\contrib\Minmaxgd0.9b1\loader.sce’);disp('exec done’);
shared archive loaded

exec done

La commanded = smatrix(m,n) permet de déclarer une matrice (not€ede m lignes etn co-
lonnes. Aprés la déclaration, tous les termes de la matrices sont initialisé®as définissons mainte-
nant les matricegl, B etC du systéme :

-->A = smatrix(6,6);
-->B = smatrix(6,2);
-->C = smatrix(1,6);

Passons a l'initialisation des termes de la matrice. Linitialisation s’effectue a I'aide de la commande
series . Parexemple pour une sékie= v52@+°6%(v25°)* la syntaxe serait la suivanse = series([1

215 81,12 5]) . Les lignes suivantes permettent d'initialiser les matri¢e® et C' du systeme :
-->A(1,2) = series(eps,[1 0].e);
->A(2,1) = series(eps,[0 2].e):;
-->A(3,4) = series(eps,[1 0].e);
-->A(4,3) = series(eps,[0 5].e);
-->A(5,2) = series(eps,[0 1].e);
-->A(5,4) = series(eps,[0 3].e);
-->A(5,6) = series(eps,[3 0].e);
-->A(6,5) = series(eps,[0 2].e);
-->B(1,1) = series(eps,[0 1].e);
-->B(3,2) = series(eps,[0 2].e);
->C(16) = s_e

Dans I'exemple, nous commencons par le calcul de la fonction de transfert du sygtemeé ' A* B,
dans Scilab ce calcul est donné par les lignes suivantes :

-->H = C*stargd(A)*B
ans =
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[1,1] eps+(g™0d™6)[g"h1d 2]*
[1,2] eps+(g™h0dr12)[gh1ldn5)*

Initialisation de la consigne (demande du clienty §'2 @ 627 @ v45%2(y5°)* @ 126+

>z
z

series([0 12; 1 27],[4 32],[]1 5]) + series(eps,[12 %inf],e)

[1,1] g*0d 12+g71dA27+gMdA32+g"5d 37+g 60" 42+g 7d M7 +g"8d 52+ 9d 57+
g*10d762+g"11d"67+(g 12d™M)[ghOd +]*

Calcul de la commande optimalg,; = H¥z est donné par

H\ z

-->uopt
uopt

[1,1] g"0d"6+g 1d 17+g 2d 19+ 3d 21 +g™d 26+g 5d 31 +g 6d 36+
g’7d™M1+g"8d"46+g79d"51+g 10d"56+g 1 1d"61+(g 12d"+)[g0d +]*
[2,1] g"0d"0+g 1d"5+g"2d"10+g"3d"15+g"4d" 20+g"5d" 25+g" 60 30+
g’ 7d"35+g"8d" 40+ 9d N 45+g 10d"50+g" 1 1d"55+(g 12d"+)[g0d +]*

La sortiey,,; = Hu,y correspondante a la commande optimalg vaut

-->yopt
yopt

H * uopt

[1,1] g*0d 12+g71d"23+g 2d/25+g"3dN27+g N dN32+g 50 37+g 60 42+
g 7dMT7+gM8dN52+g79dN57+g 10076 2+g 1 1dA6 7+(g 12d")[gh0d T

Le plus grand transfet,,,,, préservant le critére de juste-a-temps est donné par

-->Hsup
Hsup

z | uopt

[1,1] g"0d"6+g 1d"8+g2d 10+g"3d 15+ d 20+g"5d 25+g 6d"30+g 7d 35+
g8d"M0+g"9d"45+g N 10d"50+g 1 1d761+(g 1 2d M) [gh0d T+

[1,2] g"0d 124G~ 1dAL7+gM2d722+g"3d 27 +g N dN32+g5d"37+g 60 42+ 7d AT+
g"8d752+g"9d"57+g 100 62+g 1 1d"6 7+(g 1 2d M) [g 0d T+

On considére le transfeH,. représentant le comportement réel du systéme :

-->Hr = [series([0 6;1 8;2 10],[3 12],[1 4]) series(eps,[0 12],[1 5])]
Hr =

[1,1] g*0d"6+g 1d"8+g2d 10+(g 3d 12)[g 1d ]
[1,2] eps+(g*0d 12)[g"1d 5]*

Vérifions si la commande optimale pour ce nouveau tran&fed’exprimant par
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-->uopt2 Hr \ z

uopt2

[1,1] g"0d"6+g 1d 17+g"2d"19+g3d 21+g"4d" 26+ 5d"31+g"6d"36+g 7d 41+
g"8dM6+g9dN51+gM10d 56+g 1 1d 6 1+(g 1 2d M) [gh0d T

[2,1] g"0d"0+g 1d 5+g2d 10+g"3d 15+ Md 20+g"5d 25+ 6d"30+g"7d" 35+
g8d"M0+g"9d"45+gM10d"50+g 1 1d755+(g 1 2d M) [gh0d T+

est égale a la commande optimale déterminée pour le modéle nominal :

-->uopt == uopt2
ans =

A.2 Syntaxe générale

MinMaxGD reconnalit les types élémentaires suivants : type série §pats ) et le type matrice
(notésmatrix ) correspondant au dioide1¢? [, 6]. MinMaxGD reconnait les opérations algébriques
de base suivantes (pour deux élémentsc M%*[~, d]) :

in

opération syntaxe
® a+b
(somme)
® *
(produit) arhb
#
(résiduation a droite) alb
§
(résiduation a gauche) b\ a
*
(étoile de Kleene) stargd(a)
Pry rcaus(a)
(projection dans les causaux P
" a™b

(inf)

A.3 Exemples

A.3.1 Analyse de la robustesse

On donne dans la suite le script Scilab commenté de I'exemple d’atelier traité dans |3 gadtie

/I Transfert du systéeme en boucle ouverte .
H = [series (eps,[0 6],[1 2]) series (eps,[0 13],[1 5])]

/I Détermination du modele de référence
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Gref = series (eps,e,l 5] * H

/I Calcul du correcteur optimal (noté Fopt) de type retour de sortie
/Il tel que MHFopt) <= Gref .
Fopt = H\ Gref / H

/I Calcul du plus grand correcteur causal Fopt +
Fopt_p = prcaus (Fopt)

/I D aprés la proposition 3.19 le plus grand transfert Hsup est donné par
Hsup = stargd (H * Fopt p )* H

/I En considérant Hr=Hsup, c’est -a-dire que le comportement réel du systéme
/l est égal a Hsup
Hr = Hsup

/Il alors le transfert entrée - sortie en boucle fermée vaut
Hrbf = stargd (Hsup*Fopt p )* Hsup

/I Vérifions si le feedback Fopt p calculé pour le modéle nominal est
/I toujours optimal
Fopt p2 = prcaus ( Hsup \ Gref / Hsup)

Fopt_p2 == Fopt_p

A.3.2 Synthése de contréleurs robustes

L'exemple traité ci-dessous correspond a l'illustration de la sedtiésur la synthése de contréleurs

robustes permettant de stabiliser un graphe d’événements temporisé.

/I Déclaration des variables Am Bm Cm Ap, Bp et Cp
/I On a A=[ Am Ap], B=[BmBp] et C=[ Cm Cp]

Am = smatrix (3,3);

Ap = smatrix (3,3);

Bm = smatrix (3,2);

Bp = smatrix (3,2);

Cm = smatrix (1,3);

Cp = smatrix (1,3);

/I Paramétres du systeme

/I nlm tlm : nlm tlm taux de production (le plus lent ) de la machine M1l
/I n2m t2m : n2m/ t2m taux de production (le plus lent ) de la machine M2
/I n3m, t3m : n3m/ t3m taux de production (le plus lent ) de la machine M3

/I nlp,tlp : nlp/tlp taux de production (le plus rapide ) de la machine M1
/I n2p,t2p : n2p/t2p taux de production (le plus rapide ) de la machine M2
/I n3p,t3p : n3p/t3p taux de production (le plus rapide ) de la machine M3

/I t4m,t5m : delais (le plus lent ) M1>M3 M2> M3 */
/I t4p ,t5p : delais (le plus rapide ) ML>M3 M2> M3 */
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nim=2; tlm=2; n2nm=2; t2m=3; n3n=3; t3m=2;
nlp=1; tlp =5; n2p=1; t2p =3; n3p=1; t3p =3;
tAm=3; t5m=2;
t4p =4; t5p =6;

An{1,1) series (eps,[ nlm tim], e);

An{2,2) = series (eps,[ n2m t2m], e);
An(3,1) = series (eps,[0 t4dm], e);
An{3,2) = series (eps,[0 t5m], e);
An3,3) = series (eps,[ n3m t3m], e);
Ap(1,1) = series (eps,[ nlp tlp], e);
Ap(2,2) = series (eps,[ n2p t2p], e);
Ap(3,1) = series (eps,[0 t4p], e);
Ap(3,2) = series (eps,[0 t5p], e);
Ap(3,3) = series (eps,[ n3p t3p ], e);
Bm1,1) = s_e;

Bn2,2) = s e;

Bp = Bm

Cni1,3) = s e;

Cp = Cm

/I Calcul de |’ équation d état X=[ Xm Xp]

Xm = stargd (Am* Bm
Xp = stargd (Ap)* Bp;

/I Calcul de la fonction de transfert entrée sortie  H=[ Hm Hp]
Hm= CmiXm

Hp = Cp*Xp;

1 * * * /

/I Taux de production de la machine bouchon

lambdam = min( min(nlm tIm, n2m/ t2m), n3my t3m);
lambdap = min(min(nlp/tlp , n2p, t2p ), n3p/t3p );

lambda = max(lambdam, lambdap )

// ******************************************************/

/I Calcul du nombre de jetons a mettre dans le feedback

Wncl
Wnc2

ceil (lambda *t4p )
ceil (lambda *t5p )

// *kkk *kk *kkk *kk *kkk *kk *kk *kk /

/I Le correcteur stabilisant (noté Fro) le GET et
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/I minimisant le nombre de jetons est donné par
Fro = smatrix (2,1);

Fro (1,1)
Fro (2,1)

series (eps,[ Wncl 0], e);
series (eps,[ Wnc2 0], e);

// *kk *kkkhkhkkk *kk *kkk *kk *kkk *kk /

/I Le modele de référence est donné par Gref =H(Fro *H) *
/I Gref =[ Grefm, Grefp ]

Grefm = Hnistargd (Fro*Hn)

Grefp = Hp*stargd (Fro *Hp)

1 * * * /

/I L’ intervalle de correcteurs optimaux est donné par

/I Fro +=prcaus (H\ Gbf / H)

From = prcaus (Hm\ Grefm / Hn)
Frop = prcaus (Hp \ Grefp / Hp)

A.3.3 Commande en présence de perturbations

L'exemple traité ci-dessous correspond a l'illustration de la se&ibaur la synthése de correcteurs

appligués a la commande en présence de perturbations.

/I Déclaration des variables A B Cet C
/I X = AX B BU et Y=CX

A = smatrix (3,3);

B = smatrix (3,2);

C = smatrix (1,3);

S = smatrix (3,3);

/I Paramétres du systéeme

/I Initialisation des matrices
A(1,1) = series (eps,2 4], e);
A(2,2) = series (eps,2 6], e);
A3,1) = series (eps,[0 7], e);
A3,2) = series (eps,[0 7], e);
AB,3) = series (eps,[1 6], e);
B(1,1) = series (eps,[0 6], e);
B(2,2) = series (eps,[0 9], e);
C(1,3) = series (eps,[0 1], e);
S(1,1) = s e;

S(2,2) = s e;

S(3,3) = s_e;
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/[ Calcul des équations d’ état
/I AS : equation d’ état
/I AB : equation d’ état

AS = stargd (A)* S;

AB = stargd (A)* B;

/[ Calcul de des fonctions de transfert en boucle ouverte
/I Hq : matrice reliant la perturbation g a la sortie vy
/I Hu : matrice reliant | "entrée u a la sortie vy

Hgq = C*AS

Hu = C*AB

/[ Calcul du correcteur de type retour de sortie
/I accroissant le vecteur d’ état
F1 = prcaus (Hu \ Hq / Hq)

/I Correcteur final (prise en compte d’une consigne )
F=F1L ~ prcaus (Hu\ Hu / Hu)

/I Comparaison de la matrice de transfert entre |’ état
/I et la perturbation en boucle ouverte et de la matrice
/I de transfert entre |’ état et la perturbation en boucle fermée

stargd (A + BFF*CO* S
/I En boucle ouverte
AS

/I Fonction de transfert entre la perturbation q et la sortie vy
Hgbf = Crstargd (A + B*F*O* S

/I Trajectoires de |’ entrée v
vl series (eps,[0 20],[1 6])
v2 series (eps,[0 20],[1 6])

v = [vl ; v2]

/I Etat en boucle ouverte (avec une consigne sans perturbations )
Xv = AB*v
/I Sortie  associée a cette état

ybv = C*Xv

/I Trajectoires de la perturbation
gl = s eps;

g2 = series (eps,[6 85],[1 0));

g3 = s_eps;

q=1[09l; 92 ; 93]

/I Etat en boucle ouverte (avec une consigne et une perturbation
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X = AS*q + AB*v
/I sortie associée
y = CX

/I sortie  générée
u=~Fy+yv

/I état en boucle

par le correcteur

fermée

xbf = stargd (A + B*F*O* S*q + stargd (A + B*F*O* B*v

/I Sortie  du systtme en boucle

ybf = C*xbf
/I a comparer avec
y

la sortie

fermée

en boucle ouverte
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Etude de systemes a événements discrets dans l'algebre
(max, +). Synthese de correcteurs robustes dans un
dioide d’'intervalles. Synthese de correcteurs en
présence de perturbations.

Mehdi LHOMMEAU

Résumé

Les systemes dynamiques a événements discrets mettant en jeu des phénomenes de synchronisation
peuvent étre modélisés par des équations linéaires dans les algébres de type (max,+). Cette propriété
a motivé I'élaboration de ce que I'on appelle communément la théorie des systémes linéaires dans les
dioides. Cette théorie présente de nombreuses analogies avec la théorie conventionnelle des systémes
linéaires continus et permet notamment d’aborder des problémes de commandes.

La premiéere contribution concerne 'analyse de la robustesse de lois de commandes pour des systemes
(max,+)-linéaires. L'objectif est de caractériser I'ensemble des systémes préservant les performances
recherchées lors de la synthése. Autrement dit, nous cherchons a caractériser les marges de variations ou
dérives du systéme admissibles vis a vis des critéres de performances imposés.

Ensuite, le probléme de commande robuste est considéré. Cette fois nous supposons connue, sous forme
d’intervalles, 'amplitude de variation des parameétres du systéme a commander et nous cherchons I'en-
semble des correcteurs permettant d'atteindre un objectif donné. Au préalable est introduit un dioide
d’intervalles, qui permet de modéliser les systémes incertains sous forme de matrices d'intervalles in-
cluant 'ensemble des comportements possibles du systéme. La synthése de contrbleurs présentée dans
le cas déterministe s’étend alors naturellement au contexte incertain.

La derniére partie de ce mémoire traite du probléeme de commande en présence de perturbations. En
se conformant a la littérature sur les systémes continus conventionnels, nous montrons que ce probléme
présente de fortes analogies avec le probléme classique du rejet de perturbations. Il est notamment montré
gu’il est possible de synthétiser des contrdleurs optimaux préservant I'état du systeme dans le noyau de
la matrice de sortie.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioides, robustesse, commande en présence de
perturbations, algebrenfax,+), analyse par intervalles

Abstract

Discrete event dynamic systems involving synchronization phenomena can be modelled by linear equa-
tions in some dioids. This property justified the development of what one commonly calls linear system
theory in dioids. This theory presents many analogies with the classical linear system theory and allows
to tackle control problems.

The first contribution concerns the robustness analysis of control laws for (max,+)-linear systems. The
objective is to characterize the set of systems preserving the desired performances at the time of the
synthesis. In other words, we try to characterize the acceptable variation margins or drifts for the system
with respect to the imposed performances criteria.

Then, the robust control problem is addressed. This time we suppose known, in the form of intervals,
the amplitude of parameter variations of the system to be control and we seek the controller set allowing
to achieve a given objective. As a preliminary a dioid of intervals is introduced, it makes possible to
model the uncertain systems in the form of interval matrices including the set of all possible system
behaviors. The controller synthesis presented in the deterministic case spreads then naturally to the
uncertain context.

The last part of this report, deals with the problem of control in the presence of disturbances. Following
the literature on classical continuous systems, we show that this problem presents strong analogies with
the classical problem of disturbance decoupling. In particular it is shown that it is possible to synthesize
optimal controllers preserving the system state trajectories in the kernel of the output matrix.

Keywords: discrete event systems, dioid, robustness, control in presence of disturbances, interval
analysis



