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Résumé

Les systèmes dynamiques à événements discrets mettant en jeu des phénomènes de synchronisation
peuvent être modélisés par des équations linéaires dans les algèbres de type (max,+). Cette propriété
a motivé l’élaboration de ce que l’on appelle communément la théorie des systèmes linéaires dans les
dioïdes. Cette théorie présente de nombreuses analogies avec la théorie conventionnelle des systèmes
linéaires continus et permet notamment d’aborder des problèmes de commandes.
La première contribution concerne l’analyse de la robustesse de lois de commandes pour des systèmes
(max,+)-linéaires. L’objectif est de caractériser l’ensemble des systèmes préservant les performances
recherchées lors de la synthèse. Autrement dit, nous cherchons à caractériser les marges de variations ou
dérives du système admissibles vis à vis des critères de performances imposés.
Ensuite, le problème de commande robuste est considéré. Cette fois nous supposons connue, sous forme
d’intervalles, l’amplitude de variation des paramètres du système à commander et nous cherchons l’en-
semble des correcteurs permettant d’atteindre un objectif donné. Au préalable est introduit un dioïde
d’intervalles, qui permet de modéliser les systèmes incertains sous forme de matrices d’intervalles in-
cluant l’ensemble des comportements possibles du système. La synthèse de contrôleurs présentée dans
le cas déterministe s’étend alors naturellement au contexte incertain.
La dernière partie de ce mémoire traite du problème de commande en présence de perturbations. En
se conformant à la littérature sur les systèmes continus conventionnels, nous montrons que ce problème
présente de fortes analogies avec le problème classique du rejet de perturbations. Il est notamment montré
qu’il est possible de synthétiser des contrôleurs optimaux préservant l’état du système dans le noyau de
la matrice de sortie.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioïdes, robustesse, commande en présence de perturba-
tions, algèbre (max,+), analyse par intervalles

Abstract

Discrete event dynamic systems involving synchronization phenomena can be modelled by linear equa-
tions in some dioids. This property justified the development of what one commonly calls linear system
theory in dioids. This theory presents many analogies with the classical linear system theory and allows
to tackle control problems.
The first contribution concerns the robustness analysis of control laws for (max,+)-linear systems. The
objective is to characterize the set of systems preserving the desired performances at the time of the
synthesis. In other words, we try to characterize the acceptable variation margins or drifts for the system
with respect to the imposed performances criteria.
Then, the robust control problem is addressed. This time we suppose known, in the form of intervals,
the amplitude of parameter variations of the system to be control and we seek the controller set allowing
to achieve a given objective. As a preliminary a dioid of intervals is introduced, it makes possible to
model the uncertain systems in the form of interval matrices including the set of all possible system
behaviors. The controller synthesis presented in the deterministic case spreads then naturally to the
uncertain context.
The last part of this report, deals with the problem of control in the presence of disturbances. Following
the literature on classical continuous systems, we show that this problem presents strong analogies with
the classical problem of disturbance decoupling. In particular it is shown that it is possible to synthesize
optimal controllers preserving the system state trajectories in the kernel of the output matrix.

Keywords: discrete event systems, dioid, robustness, control in presence of disturbances, interval anal-
ysis
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Notations

Zmax : dioïde(Z ∪ {−∞, +∞} , max, +), appelé aussi algèbre(max, +).

Zmin : dioïde(Z ∪ {−∞,+∞} , min,+), appelé aussi algèbre(min, +).

Zmax[[γ]] : dioïde des séries formelles enγ à exposants dansZ et à coefficients dansZmax.

Zmin[[δ]] : dioïde des séries formelles enδ à exposants dansZ et à coefficients dansZmin.

B[[γ, δ]] : dioïde des séries formelles enγ et δ à exposants dansZ et à coefficients booléens.

Max
in [[γ, δ]] : quotient du dioïdeB[[γ, δ]] par la relation d’équivalence :

∀A,B ∈ B[[γ, δ]] , A ≡ B ⇐⇒ γ∗
(
δ−1

)∗
A = γ∗

(
δ−1

)∗
B

Max+
in [[γ, δ]] : dioïde des élément causaux deMax

in [[γ, δ]]

ImΠ : image de l’applicationΠ : S → T , ImΠ = {Π(s) | s ∈ S}.
Π|A : restriction de l’applicationΠ au domaineA.

B|Π : restriction de l’applicationΠ au codomaineB (avecImΠ ⊂ B).

B|Π|A : restriction de l’applicationΠ au domaineA et au codomaineB (avecΠ(A) ⊂ B).

Π] : application résiduée de l’applicationΠ : S → T , Π](t) = {s ∈ S | Π(s) ¹ t}.
La : produit à gauche para, La(x) = a⊗ x.

Ra : produit à droite para, Ra(x) = x⊗ a.

K : application étoile de Kleene définie sur un dioïde complet,Π(s) = s∗ =
⊕

i≥0 si.

P : application "plus" dérivée de l’étoile de Kleene,P(s) = s+ = s⊗ s∗ =
⊕

i≥1 si.

a◦\b : notation utilisée pour représenterL]
a(b).

b◦/a : notation utilisée pour représenterR]
a(b).

IU : injection canonique d’un sous-ensembleU deS, IU : U → S
PrU : application résiduée de l’injection canonique,PrU : S → U .

C(D) : dioïde de couples, issu d’un produit direct de dioïdes.

CO(D) : sous-dioïde deC(D) constitué des couples ordonnés deC(D).

I(D) : dioïde d’intervalles.

S(D) : ensemble des idéaux principaux d’un dioïdeD.

I(A,K) : ensemble des idéaux principauxA-invariants inclus dans un idéal principalK.

V∗ : plus grand idéal principalA-invariant inclus dans un idéal principalK.

V̂ : plus grand idéal principal(A⊕BF )-invariant inclus dans un idéal principalK.

Ṽ : plus grand idéal principal(A⊕BFC)-invariant inclus dans un idéal principalK.

xi





Introduction

La théorie dessystèmes dynamiques à événements discrets1 s’intéresse à l’analyse et à la conduite
de systèmes qui sont souvent de conception humaine. On peut par exemple citer les systèmes de pro-
duction (ateliers flexibles, lignes d’assemblage) [Cohen et al., 1983, Cohen et al., 1985], les réseaux de
communication (réseaux informatiques) [Le Boudec and Thiran, 2001] et les systèmes de transport (rou-
tier, ferroviaire ou aérien) [Lotito et al., 2001, Houssin, 2003].

De façon informelle, les systèmes à événements discrets peuvent être définis comme des systèmes
dans lesquels les variables d’état changent sous l’occurrence d’événements. Ils ne peuvent généralement
pas être décrits, à l’instar des systèmes continus classiques, par des équations différentielles en raison de
la nature des phénomènes qui entrent en jeu, notamment des phénomènes de synchronisation ou d’ex-
clusion mutuelle. Ces systèmes sont alors souvent représentés par des modèles états-transitions. Les plus
connus sont les automates d’états finis qui servent pour représenter les systèmes déterministes les plus
simples, les chaînes de Markov pour leur analogues stochastiques et les réseaux de Petri pour des sys-
tèmes plus complexes qui comportent à la fois des phénomènes de synchronisation, de concurrence et de
parallélisme.

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur l’approche communément appeléethéorie des systèmes
linéaires dans les dioïdes. Cette théorie, qui a vu le jour au début des années 80, concerne essentiellement
les systèmes dynamiques à événements discrets qui mettent en jeu des phénomènes de synchronisation.
Plus précisément, il a été mis en évidence que cette classe de systèmes admet une représentation linéaire
à condition qu’elle soit décrite dans une structure algébrique particulière appeléedioïde. Depuis l’intro-
duction de cette théorie, de gros efforts ont été entrepris afin de transposer, ou d’adapter, les concepts et
résultats de la théorie conventionnelle des systèmes linéaires dans cette structure. Sans être exhaustif, il
est possible de lister certains des résultats existants :

• Les problèmes de représentation (réponse impulsionnelle, description dans l’espace d’état) ont
été abordés. On trouve également, l’approche matrice (ou fonction) de transfert, introduite par
l’intermédiaire de transformées comparables à la transformée enz de la théorie des systèmes en
temps discret [Cohen et al., 1984].

• Des méthodes d’analyse spectrale ont également été développées. Ces méthodes d’analyse four-
nissent des éléments d’évaluation de performance du système à événements discrets modélisé.

• Les concepts de stabilité interne, de contrôlabilité structurelle, ainsi que d’observabilité structu-
relle, ont été définis [Cohen et al., 1983, Cohen et al., 1991].

• Une véritable approche géométrique pour ces systèmes à également été introduite
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997]. On connaît l’efficacité de ces méthodes en théorie des
systèmes linéaires classiques.

• Certains problèmes de commande ont pu être résolus pour ces systèmes. On peut mentionner
la commande en juste-à-temps [Cohen et al., 1989]. Plus récemment, la commande avec modèle

1On pourra également utiliser le termesystèmes à événements discrets, en gardant à l’esprit qu’il s’agit d’un système
dynamique.
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xiv Introduction

de référence [Cottenceau et al., 2001],[Lüders and Santos-Mendes, 2002],[Maia et al., 2003] et la
commande adaptative [Menguy et al., 2000] ont également été étudiées.

Le travail présenté dans ce mémoire se situe dans la continuité de ces travaux. Plusieurs problèmes de
commande sont abordés. Tout d’abord, il s’agit d’étudier la robustesse d’un système pour lequel une loi
de commande optimale en boucle ouverte ou en boucle fermée a été synthétisée. Plus précisément, cela
va consister à caractériser l’ensemble des valeurs que peut prendre le système sans pour autant remettre
en cause le caractère optimal de la loi commande. Nous abordons également le problème de synthèse
de correcteurs pour des systèmes incertains, c’est-à-dire des systèmes dont les paramètres ne sont pas
connus avec exactitude. Enfin, on s’intéresse à la traduction dans les dioïdes d’un problème très clas-
sique de la théorie des systèmes, le problème du contrôle en présence de perturbations.

Ce mémoire est structuré en cinq chapitres comme suit :

• Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires à la représentation et
à la commande des graphes d’événements temporisés. Nous donnons tout d’abord des résultats
généraux sur les structures ordonnées et treillis. Nous mentionnons également le concept d’idéal
et de filtre dans un ensemble ordonné. Ces résultats jouent un rôle clé dans le chapitre cinq sur la
commande en présence de perturbations. Une part importante de ce premier chapitre est ensuite
consacrée à la théorie de la résiduation. En particulier il est mis en évidence que certaines appli-
cations non résiduables peuvent bénéficier de restrictions résiduables. Nous donnons également
quelques éléments sur les correspondances de Galois ; celles-ci permettent de revisiter certains ré-
sultats de la théorie de la résiduation. La dernière partie de ce chapitre est entièrement dédiée à la
présentation des dioïdes et de leurs liens avec les structures ordonnées présentées dans la première
partie.

• Le second chapitre présente la modélisation des graphes d’événements temporisés sur différents
dioïdes rencontrés dans la littérature. Nous insistons particulièrement sur la présentation du dioïde
Max

in [[γ, δ]], qui sera le dioïde considéré pour toutes les illustrations présentées dans ce mémoire.
L’avantage de cette structure concerne le transfert entrée-sortie d’un GET qui se présente alors
sous forme d’une matrice rationnelle. Dès lors, l’étude des GET est liée à l’algèbre des séries
rationnelles deMax

in [[γ, δ]]. Ce chapitre doit être considéré comme une synthèse bibliographique.

• Dans le troisième chapitre, nous étudions la synthèse et la robustesse de lois de commande en
boucle ouverte et en boucle fermée pour les systèmes(max, +)-linéaires. Nous désirons en parti-
culier déterminer des marges de variations "admissibles" pour le système commandé. Nous enten-
dons par marges admissibles, les régions dans lesquelles le système peut varier sans remettre en
cause l’optimalité de la commande. Pour la boucle ouverte, l’étude de la robustesse repose sur un
résultat démontré à l’aide des correspondances de Galois, nous caractérisons alors le plus grand
système admettant la même commande optimale que le système nominal. Pour la boucle fermée,
l’étude de la robustesse, quant à elle, découle d’un résultat sur la résiduation de fermetures.

• Dans le quatrième chapitre, nous examinons le problème de synthèse de contrôleurs robustes vis-
à-vis des incertitudes paramétriques du système. Dans un premier temps, nous introduisons un
dioïde d’intervalles, ce dioïde permettra par la suite de modéliser le comportement d’un système
(max, +)-linéaire qualifié d’incertain. Dans le cas de GET, ces incertitudes se traduisent par le
fait que le nombre de jetons ou la durée des temporisations ne sont pas connus avec précision,
on connaît seulement leurs amplitudes maximales de variation, par conséquent nous supposerons
qu’ils appartiennent à des intervalles. Ensuite, nous montrons en particulier que l’application pro-
duit définie sur le dioïde d’intervalles est résiduable. C’est en partie sur ce résultat que repose la
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synthèse de contrôleurs robustes. Enfin, nous utilisons ces résultats dans un exemple où l’objectif
est de caractériser l’ensemble des correcteurs stabilisant un graphe d’événements temporisé.

• Dans le cinquième chapitre, nous nous intéressons au problème de commande de systèmes
(max, +)-linéaires en présence de perturbations. Dans le cas de GET, ces perturbations ont pour
effet de retarder le franchissement des transitions internes et par conséquent de ralentir le fonc-
tionnement global du système. Notre objectif est de prendre en compte ces informations dans
l’élaboration de la commande. Pour cela, nous introduisons tout d’abord la notion d’idéaux prin-
cipaux invariants. Ensuite, nous montrons que pour certains idéaux principaux invariants il existe
une commande en boucle fermée permettant de conserver l’état du système à l’intérieur de ceux-
ci. Ces propriétés, nous permettent alors de donner l’expression de plusieurs correcteurs de type
retour d’état et de type retour de sortie. Ce chapitre se termine par une illustration représentant un
atelier de production dans lequel l’objectif est de synthétiser un correcteur permettant de diminuer
les stocks internes du système dans le cas où une perturbation survient.

• Une annexe présente les scripts Scilab qui ont permis de calculer les exemples proposés tout au
long du mémoire. Il s’agit de scripts utilisant la boîte à outils Lminmaxgd développée en C++
au laboratoire. Une partie des travaux de thèse a été consacrée au développement de cette boîte à
outils.





CHAPITRE1
Outils algébriques

1.1 Introduction

Ce chapitre présente les outils algébriques utilisés dans le cadre de ce mémoire. Sans être exhaustifs,
nous proposons une présentation suffisamment détaillée permettant au lecteur non initié d’appréhender
efficacement la suite de ce rapport. Les ouvrages ayant servi à sa rédaction sont [Birkhoff, 1940],
[Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964], [Blyth and Janowitz, 1972], [Cuninghame-Green, 1979],
[Baccelli et al., 1992], [Gaubert, 1992]. Ce chapitre est construit de la façon suivante.

Dans les sections1.2, 1.3 et1.4 sont présentés un ensemble de définitions, de notations et de résultats
relatifs aux structures ordonnées et aux treillis. Nous rappelons notamment des résultats généraux sur les
idéaux et les filtres d’une structure ordonnée ainsi que sur les applications isotones et les morphismes de
treillis [Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964],[Birkhoff, 1940].

Après avoir présenté les treillis, nous détaillons dans la section1.5 la théorie de la résiduation. Cette
théorie concerne des applications croissantes définies sur des ensembles ordonnés et permet sous des
hypothèses de continuité de caractériser la plus grande solution de l’inéquationΠ(x) ¹ b ou la plus
petite solution de l’inéquationΠ(x) º b [Blyth and Janowitz, 1972].

Tout d’abord nous rappelons les principales propriétés des applications résiduables. Nous présentons
ensuite les restrictions d’application, ce qui nous permet d’aborder l’étude d’applications "partiellement
résiduables", c’est-à-dire pour lesquelles une plus grande solution existe si le domaine ou le codomaine
sont restreints à un sous-ensemble. En particulier, il apparaît dans la partie1.6 que la restriction d’une
fermeture à son image est une application résiduable [Blyth and Janowitz, 1972, Cottenceau, 1999].

La théorie des correspondances de Galois permet de revisiter certains résultats de la théorie de la
résiduation, lorsque les applications étudiées sont décroissantes. Après avoir rappelé la définition et les
propriétés des correspondances de Galois, nous montrons dans la partie1.8.1que la notion de corres-
pondance de Galois et la notion d’application résiduable coïncident, à un renversement d’ordre près
[Blyth and Janowitz, 1972, Akian et al., 2002].

Le paragraphe suivant est consacré à l’étude des dioïdes. Le but de cette partie est de faire le lien
entre ces structures algébriques et les résultats sur les ensembles ordonnés. Nous rappelons notamment
qu’un dioïde est doté d’une structure de treillis et que la théorie de la résiduation s’applique naturellement
[Cohen et al., 1989, Baccelli et al., 1992, Cohen, 1998a].

Depuis quelques années l’équipe (max,+) de l’INRIA a développé une approche géométrique
comparable à l’approche développée dans [Wonham, 1985, Basile and Marro, 1992]. L’approche géo-
métrique est notamment connue en théorie des systèmes pour apporter un regard différent sur cer-
tains problèmes de commande. Les paragraphes1.12 et 1.13 énoncent certains des résultats obtenus
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997, Cohen et al., 1998b].

1



2 CHAPITRE 1 — Outils algébriques

1.2 Structures ordonnées et treillis

Cette section présente les points clés de la théorie des treillis. Les treillis sont des concepts mathé-
matiques que l’on peut manipuler en tant qu’ensembles ordonnés ou en tant que structures algébriques.
Les treillis ont été amplement étudiés dans la littérature, nous renvoyons le lecteur à [Birkhoff, 1940]
et [Dubreil-Jacotin et al., 1953] pour cette partie. Des rappels sur la théorie des treillis sont également
donnés dans [Baccelli et al., 1992] et [Blyth and Janowitz, 1972].

1.2.1 Structures ordonnées

Définition 1.1 (Ensemble ordonné).Un ensemble ordonnéest un ensembleS muni d’une relation
d’ordre, c’est-à-dire une relation binaire qui est réflexive, antisymétrique et transitive. Cette relation sera
notée¹ et un ensemble ordonné sera noté(S,¹).

Un ensemble est dittotalement ordonnési deux éléments quelconquess et s′ sont toujours compa-
rables, c’est-à-dire si l’on as ¹ s′ ous′ ¹ s.

La notations ≺ s′ signifies ¹ s′ ets 6= s′.

Remarque 1.2. En présence d’ambiguïtés sur l’ensemble considéré, nous désignerons par la notation
¹S l’ordre d’un ensembleS.

Tout sous-ensembleU d’un ensemble ordonné(S,¹) peut également être ordonné par la restriction
de l’ordre deS aux éléments deU , notée¹U . Cet ordre restreint est simplement défini par

u, u′ ∈ U ⊂ S, u ¹ u′ ⇐⇒ u ¹U u′.

Remarque 1.3.Si(S,¹) est partiellement ordonné, un sous-ensembleU ⊂ S, ordonné par la restriction
de¹ à U , peut être tel que tous les éléments deU soient incomparables deux à deux. L’ensemble(U,¹)
est alors dit totalement non ordonné.

Un ensemble ordonné fini(S,¹) peut être représenté par un graphe appelédiagramme de Hasse.
Chaque élément deS est représenté par un sommet (•). Un arc reliant deux sommets du diagramme
signifie que les éléments représentés par ces sommets sont comparables. Par convention, l’ordre est
croissant dans le sens du bas vers le haut du diagramme.

¹
6

t¡
¡¡

t@
@@
t

t

a b

c

d a et b sont incomparables

a ¹ c, b ¹ c, c ¹ d

a ¹ d, b ¹ d (par transitivité de l’ordre¹)

Figure 1.1 –Diagramme de Hasse d’un ensemble ordonné({a, b, c, d},¹)

Pour la figure1.1, l’ensembleS = {a, b, c, d} est partiellement ordonné pour l’ordre¹ décrit par le
diagramme. Le sous-ensembleU = {a, b} ⊂ S est un ensemble ordonné par la restriction de¹ à U .
Néanmoins, dans ce cas précis,(U,¹) est totalement non ordonné (remarque1.3).
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Remarque 1.4. Un ensemble totalement ordonné est également appelé une chaîne en référence à son
diagramme de Hasse qui en est une.

Exemple 1.5 (Ensembles ordonnés).

• (R,≤), (Z,≤), (N,≤), (Q,≤) où≤ est l’ordre naturel, sont totalement ordonnés.

• SoitS un ensemble. L’ensemble des parties deS, notéP(S), est un ensemble ordonné par l’inclusion.
Cet ensemble ordonné est noté(P(S),⊂). Il s’agit d’un ordre partiel. Par exemple, deux sous-
ensembles disjoints deS ne sont pas comparables suivant l’ordre⊂.

• Soit(S,¹) un ensemble ordonné. L’ensemble des vecteurs

(
α
β

)
deS2×1 est ordonné par l’ordre

(
α
β

)
¹

(
a
b

)
⇐⇒ (α ¹ a etβ ¹ b).

Même si¹ est total surS, l’ordre qu’il induit sur S2×1 n’est que partiel.

Remarque 1.6. On dira que deux ensembles ordonnés sont isomorphes si leurs diagrammes de Hasse
ont la même forme.

Définition 1.7 (Majorant, minorant). SoitS un ensemble muni d’une relation d’ordre¹ etU un sous-
ensemble deS.

On appelleminorantdeU tout éléments deS tel que∀u ∈ U, s ¹ u.

On appellemajorantdeU tout éléments′ deS tel que∀u ∈ U, u ¹ s′.

Définition 1.8 (Bornes d’un ensemble).Un sous-ensembleU ⊂ S est ditbornés’il admet un majorant
et un minorant. Lorsque l’ensemble des majorants deU a un plus petit élément, ce plus petit élément est
appeléborne supérieuredeU . On le notesup(U) ou

∨
U . De même lorsque l’ensemble des minorants

deU a un plus grand élément, on l’appelleborne inférieuredeU (notéeinf(U) ou
∧

U ).

Exemple 1.9. Soit l’ensembleS = {a, c, d, e, f, g, h, j} partiellement ordonné pour l’ordre¹ décrit
par le diagramme de la figure1.2. Soit le sous-ensembleU = {a, d, h, j}. L’ensemble des majorants
s′ = {f, j} et l’ensemble des minorantss = {c, d, g} deU sont hachurés. Remarquons quesup(U) = j
et inf(U) = d. Notons qu’un minorant (resp. majorant) deU n’appartient pas forcément àU .

Remarque 1.10 (Éléments particuliers dans un ensemble ordonné).Dans un ensemble ordonnéS,
on appelle plus petit élément, un élémentεS tel que l’on aitεS ¹ s pour touts ∈ S. Notons qu’un tel
élément, s’il existe, est nécessairement unique, car s’il y en avait deux,εS et ε′S , on auraitεS ¹ ε′S et
ε′S ¹ εS , doncεS = ε′S .

De même, on appelle plus grand élément, un élément>S tel que l’on aits ¹ >S pour touts ∈ S.
Notons également qu’un tel élément, s’il existe, est nécessairement unique.

1.2.2 Demi-treillis et treillis

Définition 1.11 (Demi-treillis). Un sup-demi-treillisest un ensembleS ordonné, dans lequel tout couple
d’éléments(s, s′) admet uneborne supérieure(plus petit majorant) notéesup(s, s′) ous∨ s′. De même,
un inf-demi-treillis est un ensembleS ordonné, dans lequel tout couple d’éléments(s, s′) admet une
borne inférieure notéeinf(s, s′) ous ∧ s′.
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Figure 1.2 –Représentation de l’ensemble des majorants (resp. minorants) du sous-ensembleU ⊂ S

Remarque 1.12 (Principe de dualité).Notons¹op l’inverse de la relation d’ordre¹. Si (S,¹) est
un sup-demi-treillis, alors(S,¹op) est un inf-demi-treillis, et vice versa. Par conséquent, une relation
impliquant¹, ∨ et∧ reste vraie en remplaçant¹ par¹op et en permutant∨ et∧. Il s’agit du principe
de dualité.

Définition 1.13 (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonné(S,¹) qui est à la fois un sup-demi-
treillis et un inf-demi-treillis ; autrement dit, un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant.

Exemple 1.14.

• (N∗,¹div), où l’ordre surN∗ est défini par

a ¹div b ⇐⇒ a diviseb, (1.1)

est un treillis. Les lois de treillis de(N∗,¹div) sonta ∨ b = ppcm(a, b) eta ∧ b = pgcd(a, b).

Définition 1.15 (Sous-treillis). On appelle sous-treillis d’un treillisS, un sous-ensembleU deS qui,
avec chaque couple{u, u′} deU contient aussiu∨u′ etu∧u′ dansU . On dit aussi que ce sous-ensemble
est fermé pour les lois∨ et∧.

Remarque 1.16.Il faut noter qu’un sous-ensembleU peut être un treillis sans être un sous-treillis deS.

Exemple 1.17.Considérons le diagramme de Hasse d’un treillis finiS contenant 8 éléments (figure
1.3). On remarque que les ensembles{h, d, e, b}, {h, d, f, a} sont des sous-treillis, il en est de même
pour l’ensemble{h, f, c, g} qui en outre est une chaîne.

Par contre, l’ensemble{h, d, e, a} n’est pas un sous-treillis, card∨ e (c.-à-d.b) ne fait pas partie de
l’ensemble.

Néanmoins on voit que{h, d, e, a} est un treillis (pour la relation d’ordre existant entrea, d, e et h
dansS) mais pas un sous-treillis deS puisque dans{a, d, e, h}, d ∨ e = a alors que, dansS, d ∨ e = b.
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Figure 1.3 –Diagramme de Hasse du Treillis(S,¹)

Définition 1.18 (Demi-treillis complet et treillis complet). Un sup-demi-treillis (resp. inf-demi-treillis)
S est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble (fini ou infini) deS admet un plus petit
majorant (resp. un plus grand minorant) dansS. Un treillis est dit complet s’il est à la fois inf-complet et
sup-complet.

Remarque 1.19.Pour un sup-demi-treillis complet noté(S,∨), la borne sup de tout sous-ensemble de
S est définie, y compris pourS. Un sup-demi-treillis completS a donc nécessairement un plus grand
élément noté>S =

∨
s∈S s . Pour la même raison, un inf-demi-treillis complet(S,∧) a toujours un plus

petit élément notéεS =
∧

s∈S s. En outre, un demi-treillis fini est complet (sup-complet ou inf-complet)
et un treillis fini est complet.

Exemple 1.20.

• En ajoutant l’élément+∞ àZ, l’ensemble(Z ∪ {+∞},≤) est totalement ordonné sup-complet.

• En revanche,(Q ∪ {+∞},≤) est un ensemble totalement ordonné qui n’est ni sup-complet ni inf-
complet. Par exemple, le sous-ensemble{x ∈ Q |x ≤ √

2} deQ n’a pas de plus petit majorant
dansQ.

Théorème 1.21.Un sup-demi treillis completS est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus
petit élémentεS .

Démonstration.

(⇒) si S est un treillis complet alors il admet un plus petit élémentεS (cf. définition1.18et remarque
1.19).

(⇐) supposons queS est un sup-demi-treillis complet et possède un plus petit élémentεS . Soit U =
{uα}α∈A un sous-ensemble non vide deS, et M = {mβ}β∈B l’ensemble des minorants deU .
L’ensembleM est non vide puisqueεS ∈ M . Posonsm =

∨
β∈B mβ ; l’élémentm est défini dans

S puisqueS est complet.

Par définition de l’ensembleM ,

∀uα ∈ U,∀mβ ∈ M, mβ ¹ uα,
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ou encore,
∀uα ∈ U, m =

∨

β∈B

mβ ¹ uα.

Donc m est minorant deU , et par conséquent, le plus grand des minorants deU . Tout sous-
ensemble non vide deS admettant un plus grand minorant,S est un inf-demi-treillis complet et
donc également un treillis complet.

Remarque 1.22.En raison du principe de dualité énoncé dans la remarque1.12, on peut énoncer le
dual du théorème précédent : un inf-demi-treillis complet est un treillis complet si, et seulement si, il a
un plus grand élément>S .

Remarque 1.23.Les définitions précédentes de demi-treillis et treillis ont été introduites de façon en-
sembliste, elles font uniquement intervenir les propriétés de la relation d’ordre¹ définie sur l’ensemble.
Il est intéressant de faire le lien entre ce point de vue ensembliste et le point du vue algébrique.

En algèbre, un treillis est parfois défini comme un ensemble muni de deux opérations binaires∨ et∧
jouissant des propriétés classiques d’associativité, de commutativité et d’idempotence, et de la propriété
dite d’absorption :x ∧ (x ∨ y) = x = x ∨ (x ∧ y). Dans ce cas, la notion d’ordre peut être dérivée ;
x ¹ y est par définitionx = x ∧ y (oux ∨ y = y).

C’est là une des principales raisons de l’importance de la notion de treillis : elle permet de rem-
placer la relationx ¹ y par des équationsx ∨ y = y ⇔ x ∧ y = x, et par conséquent de traiter les
questions relatives à l’ordre par des moyens algébriques : des opérations, des équations. De plus, il est
désormais possible de remplacer l’expression "soitS un treillis" par (S,¹) ou par(S,∨,∧).

1.3 Idéaux et filtres

1.3.1 Idéaux

Définition 1.24 (Idéaux dans un ensemble ordonné).Soit S un ensemble ordonné. On appelleidéal
("lower set" en anglais) deS toute partie non videI deS satisfaisant

(x ∈ I ety ¹ x) ⇒ y ∈ I.

De même un idéal principal ("closed lower set" en anglais) (généré parx) deS est un idéal de la forme :

[←, x] = {y ∈ S | y ¹ x}.

1.3.2 Filtres

Définition 1.25 (Filtres dans un ensemble ordonné).Soit S un ensemble ordonné. On appellefiltre
("upper set" en anglais) deS toute partie non videF deS satisfaisant

(x ∈ F ety º x) ⇒ y ∈ F.

De même un filtre principal ("closed upper set" en anglais) (généré parx) deS est un idéal de la forme :

[x,→] = {y ∈ S | y º x}.
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Exemple 1.26.On considère l’ensemble ordonné de la figure1.4. Les ensembles{c} et {a, b, c, d, e}
sont des idéaux. D’autre part,{a, b, d, f} et {a, b, c, e} sont des idéaux principaux, l’un généré parf
et l’autre pare. Par contre, l’ensemble{b, d, e} n’est pas un idéal. D’autre part,{d, f, g} est un filtre
principal généré pard. Par contre{a, b, d, f} est un simple filtre.

Figure 1.4 –Idéaux et Filtres dans un ensemble ordonné.

1.3.3 Cas d’un treillis

Dans un treillis, on considère à la fois la notion d’idéal et de filtre. Dans un treillis, tout idéal principal
(resp. tout filtre principal) est un sous-treillis.

Exemple 1.27. On considère le sous-ensemble fini de(N∗,¹div), défini par
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}. Cet ensemble correspond à l’ensemble des diviseurs de60.
On considère alors le treillis suivant :

Figure 1.5 –Treillis des diviseurs de60.

Dans ce treillis, nous avons représenté :

- L’idéal principal généré par l’élément6, c’est-à-dire[←, 6] = {1, 2, 3, 6} (en tirets). On remarque
que[←, 6] est fermé pour∧ et∨.
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- Le filtre principal généré par l’élément6, c’est-à-dire[6,→] = {6, 12, 30, 60} (en pointillés). De
même que pour l’idéal, le filtre[6,→] est fermé pour∧ et∨.

1.4 Isotonie, morphismes et continuité

1.4.1 Isotonie

Définition 1.28 (Isotone, antitone, monotone).Soit Π : S → T une application définie sur des en-
sembles ordonnés. On dira :

Π isotone ≡ ∀s, s′ ∈ S s ¹ s′ ⇒ Π(s) ¹ Π(s′),
Π antitone ≡ ∀s, s′ ∈ S s ¹ s′ ⇒ Π(s) º Π(s′),
Π monotone ≡ Π isotone ouΠ antitone.

1.4.2 Morphismes

Définition 1.29 (Morphismes). Soient(S,¹) et (T ,¹) deux treillis etΠ une application deS dansT .
Alors Π est un∨-morphisme si

Π(s ∨ s′) = Π(s) ∨Π(s′)

pour touts, s′ ∈ S.
De façon analogue,Π est un∧-morphisme si

Π(s ∧ s′) = Π(s) ∧Π(s′)

pour touts, s′ ∈ S.
Si Π est à la fois un∨-morphisme et un∧-morphisme, alorsΠ est un morphisme de treillis.

Figure 1.6 –Morphisme entre les treillisS etT .

Remarque 1.30.Un ∨-morphisme (resp. un∧-morphisme) est une application isotone. En effet, pour
un∨-morphisme par exemple : sis ¹ s′, alorss∨s′ = s′, doncΠ(s∨s′) = Π(s)∨Π(s′) = Π(s′), d’où
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Π(s) ¹ Π(s′). Par contre la réciproque est fausse, une application isotone n’est pas nécessairement un
∨ ou∧-morphisme. Cependant, siΠ : S → S est isotone, on aura toujours

Π(s ∨ s′) º Π(s) ∨Π(s′) ∀s, s′ ∈ S,

puisque
s ∨ s′ º s ⇒ Π(s ∨ s′) º Π(s)
s ∨ s′ º s′ ⇒ Π(s ∨ s′) º Π(s′)

}
⇒ Π(s ∨ s′) º Π(s) ∨Π(s′).

De même, pour un∧-morphisme

Π(s ∧ s′) ¹ Π(s) ∧Π(s′) , ∀s, s′ ∈ S.

Exemple 1.31.Considérons l’application isotoneΠ : (N∗,¹div) → (N∗,¹) , x 7→ x. Alors, soient les
éléments4 et 6 dans(N∗,¹div), le∨ vaut4 ∨ 6 = 12, alors que le∨ des éléments4 et 6 dans(N∗,¹)
vaut6. Par conséquent on a,Π(4 ∨ 6) = 12 6= Π(4) ∨ Π(6) = 6. Cependant, on remarque que l’on a
bienΠ(4 ∨ 6) º Π(4) ∨Π(6).

Définition 1.32 (Image d’une application).L’image deΠ : S → T est le sous-ensemble deT constitué
par les éléments deT de la formeΠ(s) oùs ∈ S ; l’image deΠ se noteΠ(S) ou ImΠ.

1.4.3 Continuité

Définition 1.33 (Continuité). SoitΠ une application d’un treillis completS dans un treillis completT ,
l’applicationΠ estsemi-continue inférieurement(s.c.i. en abrégé), respectivementsemi-continue supé-
rieurement(s.c.s.) si, pour toute partieU ⊂ S, on a

Π
( ∨

u∈U

u

)
=

∨
u∈U

Π(u), (1.2)

respectivement,

Π
( ∧

u∈U

u

)
=

∧
u∈U

Π(u). (1.3)

Remarque 1.34.Toute fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieu-
rement) est un∨-morphisme (respectivement un∧-morphisme). Alors d’après la remarque1.30, toute
fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieurement) est isotone.

Remarque 1.35.Si Π est une fonction isotone mais non semi-continue inférieurement, on ne peut plus
écrireΠ

(∨
u∈U u

)
=

∨
u∈U Π(u), mais on a toujoursΠ

(∨
u∈U u

) º ∨
u∈U Π(u). En effet,Π

(∨
u∈U u

)
est un majorant de l’ensembleΠ(U), en raison de l’isotonie deΠ, tandis que, par définition,

∨
Π(U)

est le plus petit majorant de ce même ensemble.

1.5 Théorie de la résiduation

Dans cette partie nous allons introduire la théorie de la résiduation, dont une référence essentielle est
[Blyth and Janowitz, 1972]. La référence [Cohen, 1998a] en propose également une synthèse. SoitΠ :
S → T une application définie sur des ensembles ordonnés. On s’intéresse à la résolution d’équations
du type

Π(s) = t, t ∈ T . (1.4)
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Cette applicationΠ peut être non surjective (problème de l’existence) et/ou non injective (problème
de l’unicité). La théorie de la résiduation permet de donner une réponse à ce problème de résolution
d’équation, en déterminant la plus grande sous-solution de l’équation (1.4) (c’est-à-dire la plus grande
solution deΠ(s) ¹ t).

Le lecteur trouvera également dans [Cuninghame-Green, 1979, §10], [Baccelli et al., 1992, §4.4.2],
[Gaubert, 1992] et [Cottenceau, 1999, §1.2] des rappels détaillés sur cette théorie.

1.5.1 Applications résiduables

Définition 1.36 (Applications résiduables).Une application isotoneΠ : S → T définie sur des en-
sembles ordonnés est dite résiduable, si l’équationΠ(s) ¹ t admet une plus grande solution dansS pour
tout t ∈ T . On noteraΠ] l’application résiduée, avecΠ](t) =

∨ {s ∈ S | Π(s) ¹ t}.
Remarque 1.37.La théorie de la résiduation permet aussi de considérer des équations du typeΠ(s) º t.
Dans ce cas, on dit que l’applicationΠ est dualement résiduable si elle admet une plus petite solution
dansS pour toutt ∈ T , l’application résiduée est alors notéeΠ[. Nous n’aborderons pas l’étude de ces
applications dans la suite du manuscrit, le lecteur intéressé pourra consulter [Blyth and Janowitz, 1972]
et [Cohen, 1998a].

Le théorème suivant fournit une caractérisation de ces applications.

Théorème 1.38.Soit Π : S → T une application isotone définie sur des ensembles ordonnés. Sont
équivalents

1. l’application Π est résiduable ;

2. il existe une applicationΠ] : (T ,¹) → (S,¹) isotone telle que

Π ◦Π] ¹ IdT (identité deT ) (1.5)

Π] ◦Π º IdS (identité deS). (1.6)

Démonstration.

1 ⇒ 2 L’applicationΠ résiduable implique queΠ](t) =
∨ {s ∈ S | Π(s) ¹ t} existe pour toutt ∈ T .

Par hypothèse,Π est isotone ; on alorsΠ
(
Π](t)

) ¹ t, c.-à-d. ,Π ◦Π] ¹ IdT .
D’autre part, par la définition1.36, on aΠ] (Π(s′)) =

∨{s ∈ S | Π(s) ¹ Π(s′)} et comme
s′ ∈ {s ∈ S | Π(s) ¹ Π(s′)}, on a

∨{s ∈ S | Π(s) ¹ Π(s′)} º s′, c’est-à-direΠ] ◦Π º IdS .
Il reste à montrer queΠ] est isotone ; soitt′ ¹ t, alors

Π ◦Π](t′) ¹ t′ ¹ t ⇒ Π](t′) ∈ {s ∈ S | Π(s) ¹ t}.
En d’autres termes,Π](t′) est solution deΠ(s) ¹ t, ce qui impliqueΠ](t′) ¹ ∨{s ∈ S | Π(s) ¹
t} = Π](t). Donc pour résumer,t′ ¹ t ⇒ Π](t′) ¹ Π](t), c’est-à-dire que l’applicationΠ] est
isotone.

2 ⇒ 1 SoitΠ] telle queΠ ◦Π](t) ¹ t pour toutt ∈ T , alorss = Π](t) est toujours solution deΠ(s) ¹ t.
De plus, pour toute solutions′ ∈ S vérifiantΠ(s′) ¹ t, on aΠ](Π(s′)) ¹ Π](t) puisqueΠ] est
isotone, c’est-à-dire d’après (1.6), s′ ¹ Π] ◦ Π(s′) ¹ Π](t). Toute solutions′ de Π(s) ¹ t, et
ce pour toutt ∈ T , est plus petite queΠ](t). Donc l’élémentΠ](t) est la plus grande solution de
l’équationΠ(s) ¹ t pourt ∈ T , ou encoreΠ est résiduable.
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Propriétés 1.39 (Unicité deΠ]). LorsqueΠ : S → T est résiduable, l’applicationΠ] est unique. En
effet supposons qu’il existe une autre applicationΦ vérifiant le point2 du théorème1.38. On remarque
que

Π] = IdS ◦Π] ¹ (Φ ◦Π) ◦Π] = Φ ◦ (Π ◦Π]) ¹ Φ ◦ IdT = Φ,
Φ = IdS ◦ Φ ¹ (Π] ◦Π) ◦ Φ = Π] ◦ (Π ◦ Φ) ¹ Π] ◦ IdT = Π].

Par conséquent on aΠ] = Φ.

Le théorème suivant fournit des résultats de la théorie de la résiduation auxquels il sera fréquemment
fait référence par la suite.

Théorème 1.40.SoitΠ : S → T etΦ : T → W deux applications résiduables.

Π = Π ◦Π] ◦Π etΠ] = Π] ◦Π ◦Π] (1.7)

(Φ ◦Π)] = Π] ◦ Φ] (1.8)

Π est injective ⇐⇒ Π] ◦Π = IdS ⇐⇒ Π] est surjective (1.9)

Π est surjective⇐⇒ Π ◦Π] = IdT ⇐⇒ Π] est injective (1.10)

Démonstration.

(1.7) L’applicationΠ étant résiduable, la relation (1.6) permet d’écrire

Π ◦Π] ◦Π = Π ◦
(
Π] ◦Π

)
º Π.

Inversement, la relation (1.5) donne

Π ◦Π] ◦Π =
(
Π ◦Π]

)
◦Π ¹ Π.

Ceci conduit au résultatΠ = Π ◦ Π] ◦ Π. La démonstration deΠ] = Π] ◦ Π ◦ Π] est similaire en
se rappelant queΠ] est isotone.

(1.8) SoientΠ etΦ deux applications résiduables, alors d’après (1.6) et (1.5), d’une part

Φ ◦Π ◦Π] ◦ Φ] = Φ ◦ (Π ◦Π]) ◦ Φ] ¹ Φ ◦ IdT ◦ Φ] = Φ ◦ Φ] ¹ IdW ,

et d’autre part,

Π] ◦ Φ] ◦ Φ ◦Π = Π] ◦ (Φ] ◦ Φ) ◦Π º Π] ◦ IdT ◦Π = Π] ◦Π º IdS .

En outre, d’après la propriété1.39, si l’application(Φ◦Π)] existe, elle est unique ; par conséquent,
(Φ ◦Π)] = Π] ◦ Φ].

(1.9) (Π] ◦Π = IdS ⇒ Π] est surjective) ∀s ∈ S,Π] ◦ Π(s) = s impliqueS = ImΠ], c.-à-d.Π] est
surjective.

(Π] ◦Π = IdS ⇐ Π] est surjective) Inversement, siΠ] est surjective, pour touts ∈ S, il existe
t ∈ T tel queΠ](t) = s, doncΠ] ◦Π(s) = Π] ◦Π ◦Π](t) = Π](t) = s (application de (1.7)).

(Π] ◦Π = IdS ⇒ Π est injective) Π(s) = Π(s′) ⇒ s = Π] ◦ Π(s) = Π] ◦ Π(s′) = s′, doncΠ
est injective.

(Π] ◦Π = IdS ⇐ Π est injective) Si Π est injective, pour touts ∈ S l’égalité suivanteΠ ◦ (Π] ◦
Π(s)) = Π(s) impliqueΠ] ◦Π(s) = s.
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(1.10) Preuve semblable à (1.9).

Remarque 1.41.Il faut noter que si l’applicationΠ est résiduable, et siΠ(s) = t admet une solution,
alorsΠ(s) = t admetΠ](t) comme plus grande solution.

Le théorème qui suit donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de l’applicationΠ]

lorsque l’applicationΠ est définie sur des treillis complets.

Théorème 1.42.SoitΠ : S → T une application isotone définie sur des treillis completsS etT de plus
petits éléments respectifsεS et εT . L’application isotoneΠ : S → T est résiduable si et seulement siΠ
est semi-continue inférieurement (s.c.i) etΠ(εS) = εT .

Démonstration.Si Π est résiduable, l’ensemble{s ∈ S | Π(s) ¹ εT } admet un plus grand éléments′

et par isotonie deΠ, Π(εS) ¹ Π(s′) ¹ εT . Comme, d’autre part,Π(εS) º εT , on aΠ(εS) = εT .
Montrons ensuite queΠ est semi-continue inférieurement. L’applicationΠ étant isotone, il apparaît

que pour toutU ⊂ S :

Π
( ∨

u∈U

u

)
º ∨

u∈U

Π(u). (1.11)

SoitΠ] l’application résiduée deΠ. La relation (1.6) donneu ¹ Π] ◦Π(u), alors

Π
( ∨

u∈U

u

)
¹ Π

( ∨
u∈U

Π] ◦Π(u)
)

.

De même l’isotonie deΠ] entraîne

Π
( ∨

u∈U

Π] ◦Π(u)
)

¹ Π ◦Π]

( ∨
u∈U

Π(u)
)

.

Par ailleurs, la relation (1.5) donne

Π ◦Π]

( ∨
u∈U

Π(u)
)

¹ ∨
u∈U

Π(u).

Finalement, pour résumer, on obtient

Π

( ∨

u∈U

u

)
¹ Π

( ∨

u∈U

Π] ◦Π(u)

)
¹ Π ◦Π]

( ∨

u∈U

Π(u)

)
¹

∨

u∈U

Π(u),

soit l’inverse de la relation (1.11), ce qui prouve queΠ est semi-continue inférieurement.
Réciproquement, siΠ(εS) = εT , pour toutt ∈ T , l’ensembleU = {s ∈ S | Π(s) ¹ t} est non vide.

De plus,Π étant semi-continue inférieurement,Π
(∨

u∈U u
)

=
∨

u∈U Π(u), doncU ⊂ S admet un plus
grand élément.
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1.6 Restrictions d’applications

Nous rappelons dans cette partie des résultats énoncés dans [Blyth and Janowitz, 1972] et certains
dans [Cohen, 1998a] et [Cottenceau, 1999, §1.2.2]. Parrestriction d’une applicationon entend la restric-
tion de son domaine et/ou de son codomaine de définition. Les restrictions d’applications vont permettre
d’étudier des cas où la propriété de résiduabilité est conservée après restriction, ou à l’inverse, des cas où
la restriction d’une application non résiduable devient résiduable.

Définition 1.43 (Injection canonique d’un sous-ensemble).Soit U un sous-ensemble de l’ensemble
S. L’injection canonique deU dansS est l’applicationIU : U → S, définie parIU (u) = u pour tout
u ∈ U .

Définition 1.44 (Application image). L’application image deΠ : S → T est l’injection canonique de
Π(S) dansT ; cette application sera notéeIImΠ.

Définition 1.45 (Restriction d’une application à un domaine).SoitΠ : S → T etU un sous-ensemble
deS. Nous noteronsΠ|U : U → T l’application vérifiant

Π|U = Π ◦ IU

oùIU : U → S représente l’injection canonique deU dansS. L’applicationΠ|U sera appelée restriction
deΠ au domaineU .

Définition 1.46 (Restriction d’une application à un codomaine).SoitΠ : S → T et ImΠ ⊂ V ⊂ T .
Nous noteronsV |Π : S → V l’application définie par l’égalité

Π = (IV ) ◦ (
V |Π

)

où IV : V → T représente l’injection canonique deV dansT . L’applicationV |Π sera dite restriction de
Π au codomaineV .

Définition 1.47 (Restriction double). Soit Π : S → T , U ⊂ S et Π(U) ⊂ V ⊂ T . Nous noterons

V |Π|U : U → V l’application définie par l’égalité

Π|U = Π ◦ IU = (IV ) ◦ (
V |Π|U

)
.

La proposition suivante concerne la résiduation de l’injection canonique.

Proposition 1.48 (Lemme de projection [Blyth and Janowitz, 1972, Gaubert, 1992]). SoientS un
treillis complet (cf. définition1.18) etU un sous-treillis complet deS contenant le plus petit élémentεS
deS. L’injection canoniqueIU : U → S est résiduable. L’application résiduéePrU = I]

U vérifie :

(i) PrU ◦ PrU = PrU

(ii) PrU ¹ IdS
(iii) u ∈ U ⇐⇒ PrU (u) = u.

Démonstration.Vérifions d’abord queIU est une application résiduable. D’une part, commeεS ∈ U ,

on aIU (εS) = εS . D’autre part,U étant un sous-treillis complet, on aIU

( ∨
x∈X

x

)
=

∨
x∈X

IU (x), pour

toutX ⊂ U . Par conséquent l’injection canoniqueIU : U → S est résiduable (cf. théorème1.42).
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(i) I]
U ◦ I]

U = (IU ◦ IU )] = I]
U (par (1.8))

(ii) PrU = IU ◦ PrU = IU ◦ I]
U ¹ IdS

(iii) si u ∈ U , alorsu = IU (u), doncPrU (u) = PrU ◦ IU (u) = I]
U ◦ IU (u) º u. En outre d’après

(ii), PrU (u) = IU ◦ PrU (u) = IU ◦ I]
U (u) ¹ u, d’où u ∈ U ⇒ PrU (u) = u. La réciproque est

immédiate.

1.6.1 Résiduation contrainte

Comme nous l’avons vu (§1.5) la théorie de la résiduation permet de caractériser si une application
Π définie sur des ensembles ordonnés admet une unique application jouant le rôle d’application inverse.
Si l’application est définie sur des treillis complets, il a été montré que l’existence était assurée pour peu
que l’application soit semi-continue inférieure.

Dans cette partie nous allons nous intéresser à la résiduation contrainte introduite par [Cohen, 1998a,
§1.3]. Le problème de résiduation contrainte consiste à rechercher une solution àΠ(s) ¹ b, b ∈ T , non
pas dansS tout entier, mais dans un sous treillis completSsub deS contenant le plus petit élémentεS de
S.

Remarque 1.49.Soit ISsub
l’injection canonique deSsub dansS. RésoudreΠ(s) ¹ t avecs ∈ Ssub

revient à considérer une équation du type

Π|Ssub
(t) = Π ◦ ISsub

(s) ¹ t, (1.12)

et à rechercher la plus grande solution dansSsub. Le diagramme suivant commute1 :

Ssub

6
S T-

´
´

´
´́3

ISsub

Π

Π|Ssub

D’après la proposition1.48, on sait que l’injection canonique d’un sous-treillis dans un treillis est
résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au problème de résiduation contrainte.

Proposition 1.50. SoientΠ : S → T une application résiduable définie sur des treillis complets et
ISsub

l’injection canonique du sous-treillis completSsub (contenant le plus petit élémentεS deS) dans
S. L’équationΠ ◦ ISsub

(s) ¹ t est résiduable et sa résiduée est donnée par
(
Π|Ssub

)] (t) = (Π ◦ ISsub
)] (t) = PrSsub

◦Π](t). (1.13)

Démonstration.D’après (1.8), on a
(
Π|Ssub

)] = (Π ◦ ISsub
)] = I]

Ssub
◦ Π]. De plus par application du

lemme de projection (cf. proposition1.48), I]
Ssub

existe et est notéePrSsub
, d’où le résultat (1.13).

Proposition 1.51. SoientΠ : S → T une application résiduable définie sur des treillis complets etITsub

l’injection canonique du sous-treillis completTsub (avecImΠ ⊂ Tsub ⊂ T ) dansT . L’applicationTsub|Π
est résiduable et (

Tsub|Π
)] = Π] ◦ ITsub

=
(
Π]

)
|Tsub

.

1un tel diagramme est dit commutatif lorsque les différentes applications permettant d’aller d’un point à un autre sont égales.
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Démonstration.Si Π est résiduable, alors pour toutt ∈ T , Π](t) est la plus grande solution deΠ(s) ¹ t.
En particulier, pour toutt ∈ Tsub ⊂ T , il existe une plus grande solution àΠ(s) ¹ t. L’applicationTsub|Π
est donc, par définition, résiduable. Sa résiduée

(
Tsub|Π

)]
est simplement la restriction deΠ] au domaine

Tsub, notée
(
Π]

)
Tsub

.

1.7 Fermetures

Nous étudions ici une classe particulière d’applications isotones : les fermetures.

Définition 1.52 (Fermeture). On appelle fermeture une applicationΠ : (S,¹) → (S,¹), qui a les
propriétés suivantes :

• elle est extensive :Π º IdS
• elle est idempotente :Π ◦Π = Π

• elle est isotone :∀s, s′ ∈ S, s ¹ s′ ⇒ Π(s) ¹ Π(s′)

Dans ces conditions, l’imageΠ(s) d’un éléments ∈ S s’appelleΠ-fermeture des, et si l’éléments
est égal à saΠ-fermeture, on dit ques estΠ-fermé.

Notons que si l’ensembleS possède un élément maximum>, celui-ci estΠ-fermé ; en effet, il résulte
du fait que l’applicationΠ est extensive que> ¹ Π(>) ¹ >.

Exemple 1.53.L’applicationΠa : S → S, x 7→ a ∨ x est une fermeture ; en effet on a

Πa ◦Πa(x) = a ∨ (a ∨ x) = a ∨ x = Π(x) º x,

c’est-à-direΠa ◦Πa = Πa º IdS .

Lemme 1.54.SiΠ : (S,¹) → (S,¹) etΦ : (S,¹) → (S,¹) sont des fermetures et des∧-morphismes,
alorsΠ ∧ Φ est aussi une fermeture.

Démonstration.CommeΠ º IdS et Φ º IdS , on aΠ ∧ Φ º IdS . De plus,Π et Φ étant des∧-
morphismes, on a

(Π ∧ Φ) ◦ (Π ∧ Φ) = (Π ∧ Φ) ◦Π ∧ (Π ∧ Φ) ◦ Φ
= Π ◦Π ∧ Φ ◦Π ∧Π ◦ Φ ∧ Φ ◦ Φ.

D’autre part, commeΠ etΦ sont idempotentes, on a

Π ◦Π ∧ Φ ◦Π ∧Π ◦ Φ ∧ Φ ◦ Φ = Π ∧ Φ ◦Π ∧Π ◦ Φ ∧ Φ.

Mais comme,Φ º IdS ⇒ Φ ◦Π º Π etΠ º IdS ⇒ Π ◦ Φ º Φ, on peut donc écrire

Π ∧ Φ ◦Π ∧Π ◦ Φ ∧ Φ = Π ∧ Φ,

ce qui prouve queΠ ∧ Φ est une fermeture.

Notation 1.55. SoitΠ : S → S une fermeture définie sur un treillisS. On noteraImΠ l’image deΠ,
c’est-à-dire

ImΠ = {Π(s) | s ∈ S} .
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Proposition 1.56. L’image deΠ : S → S, soit ImΠ, correspond à l’ensemble desΠ-fermés deS.

Démonstration.Par définitionΠ(s) est un fermé et d’autre part tout éléments fermé est l’image parΠ
d’au moinss lui-même, puisqueΠ(s) = s.

Proposition 1.57. SoientΠ une fermeture d’un treillis completS etR une partie deImΠ. Si la partieR
a une borne inférieure, celle-ci appartient encore àImΠ.

Démonstration.SoitR une partie deS constituée d’éléments deImΠ pour laquelleu =
∧

r∈R

r existe. Par

définition de la borne inférieure, pour tout élémentr deR, r º u, et, puisqueΠ est isotone,Π(r) º Π(u).
De plus, comme tout élément deImΠ estΠ-fermé, on ar = Π(r). Il s’ensuit queΠ(r) = r º Π(u),
c’est-à-dire queΠ(u) est un minorant deR et donc queΠ(u) ¹ ∧

r∈R

r = u. Toutefois,Π étant extensive,

Π(u) º u. Finalement, on aΠ(u) = u, donc la borne inférieure deR appartient bien à l’image deΠ.

Proposition 1.58. SoitΠ une fermeture d’un treillis completS. L’image deΠ est, elle aussi, un treillis

complet(noté(ImΠ,
ImΠ∨ ,

ImΠ∧ )) pour l’ordre deS ; de plus, pour toute partieR deImΠ,

ImΠ∧
r∈R

r =
∧

r∈R

r ,
ImΠ∨
r∈R

r = Π
( ∨

r∈R

r

)
. (1.14)

Démonstration.Soit R une partie deImΠ. D’après la proposition1.57,
∧

r∈R

r ∈ ImΠ, par conséquent

∧
r∈R

r =
ImΠ∧
r∈R

r, c’est-à-dire queImΠ est un inf-demi-treillis complet. En outre, on sait que le plus grand

élément deS est fermé. Ainsi, d’après le théorème1.21et la remarque1.22, ImΠ est un treillis complet.

Il reste à prouver la formule relative aux bornes supérieures. On poseu = Π
( ∨

r∈R

r

)
. L’application

Π étant extensive, on au = Π
( ∨

r∈R

r

)
º ∨

r∈R

r ; autrement dit,u est un majorant deR dansS. En outre,

u ∈ ImΠ ; par conséquentu est un majorant deR dansImΠ. Alors, soity º ∨
r∈R

r, et, puisqueΠ est

croissante,Π(y) º Π
( ∨

r∈R

r

)
= u. Si, en particulier,y ∈ ImΠ, on voit queΠ(y) = y º u. On prouve

ainsi queu est effectivement le plus petit majorant deR dansImΠ.

Remarque 1.59.La proposition précédente montre que l’image d’une fermetureΠ, soit ImΠ, dans un
treillis completS est stable pour l’opération∧, c’est-à-direΠ(s) ∧ Π(s′) ∈ ImΠ, et que l’opération∨
n’est d’ordinaire pas fermée, c’est-à-dire queΠ(s)∨Π(s′) n’appartient pas àImΠ. Par conséquentImΠ
n’est donc pas un sous-treillis deS. Néanmoins, on peut munirImΠ d’une structure de treillis, ce treillis

(ImΠ,
ImΠ∨ ,

ImΠ∧ ) est défini par

∀s1, ∀s2 ∈ ImΠ





s1
ImΠ∨ s2 = Π(s1 ∨ s2)

s1
ImΠ∧ s2 = s1 ∧ s2

.

Ce treillis (ImΠ,
ImΠ∨ ,

ImΠ∧ ) admet>, le plus grand élément deS, pour majorant universel, etΠ(εS) =
εImΠ, élément minimum deImΠ dansS, pour minorant universel. Schématiquement, les éléments deS
et ImΠ peuvent être représentés par la figure1.7.
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Figure 1.7 –◦ éléments du treillisS et• éléments deImΠ.

Proposition 1.60. Soit ImΠ|Π l’application définie du treillis (S,∨,∧) dans le treillis(ImΠ,
ImΠ∨ ,

ImΠ∧ ),
alors ImΠ|Π est un∨-morphisme, c’est-à-dire

ImΠ|Π(s ∨ s′) =ImΠ| Π(s) ∨ImΠ| Π(s′) , ∀s, s′ ∈ S.

Démonstration.Pour tout couples, s′ ∈ S, l’applicationΠ étant extensive, on aΠ(s) º s etΠ(s′) º s′,
d’où

Π(s) ∨Π(s′) º s ∨ s′.

D’autre part, par définition de
ImΠ∨ et par isotonie deΠ on a

Π(s)
ImΠ∨ Π(s′) = Π (Π(s) ∨Π(s′)) º Π(s ∨ s′) º Π(s) ∨Π(s′) (cf. remarque1.30).

Par ailleurs, l’applicationΠ étant idempotente, on aΠ2 = Π ; on obtient alors

Π(s ∨ s′) = Π2(s ∨ s′) = Π (Π(s ∨ s′)) º Π(Π(s) ∨Π(s′)) = Π(s)
ImΠ∨ Π(s′).

Donc,Π(s ∨ s′) = Π(s)
ImΠ∨ Π(s′), par conséquentImΠ|Π est un∨-morphisme.

1.7.1 Fermeture et résiduation

Proposition 1.61. SoitΠ : (S,¹) → (S,¹) une fermeture définie sur un treillis completS. La restric-
tion ImΠ|Π est résiduable et sa résiduée

(
ImΠ|Π

)] = IImΠ

est l’injection canoniqueIImΠ deImΠ dansS.
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Démonstration.D’après le théorème1.38ImΠ|Π est résiduable si et seulement si il existe une application
Π] telle queImΠ|Π ◦ Π] ¹ IdImΠ et Π] ◦ImΠ| Π º IdS . En posantΠ] = IImΠ, où IImΠ est l’injection
canonique deImΠ dansS, on vérifie queImΠ|Π ◦ IImΠ =ImΠ| Π|ImΠ = IdImΠ (identité deImΠ) puisque
Π ◦Π = Π (définition1.52) ; de même, d’après la définition1.46, on aIImΠ ◦ImΠ| Π = Π º IdS .

Proposition 1.62. Une fermeture résiduableΠ : (S,¹) → (S,¹) vérifie :

(i) Π = Π] ◦Π
(ii) Π = Π ◦Π].

Démonstration.
(i) L’application Π étant résiduable, le point(ii) du théorème1.38 donneΠ] ◦ Π º IdS , ce qui

impliqueΠ] ◦ Π ◦ Π º IdS ◦ Π = Π ; Π étant une fermeture, on aΠ] ◦ Π ◦ Π = Π] ◦ Π, soit
Π] ◦Π º Π. D’autre part,Π étant résiduable, on a (d’après (1.7)) Π = Π◦Π] ◦Π ; de plus, d’après
la définition d’une fermetureΠ º IdS , nous avons doncΠ = Π◦Π] ◦Π º IdS ◦Π] ◦Π = Π] ◦Π,
soitΠ º Π] ◦Π. Finalement, on aΠ = Π] ◦Π.

(ii) Preuve duale de(i).

1.8 Correspondances de Galois

Les applications résiduables sont parfois appelées correspondances de Galois. Dans la suite, nous
allons considérer les correspondances de Galois au sens de [Ore, 1944] (voir définition 1.63). Nous ver-
rons que les applications résiduables/résiduées et les correspondances de Galois sont équivalentes selon
une dualité d’ordre. Nous expliquerons cette dualité à la fin du paragraphe.

Définition 1.63 (Correspondance de Galois).Soient(S,¹) et (T ,¹) deux treillis complets et deux
applicationsΠ : S → T et Φ : T → S. On dit que le couple(Π, Φ) d’applications établit une corres-
pondance de Galois entreS etT si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

(i) ∀s, s′ ∈ S, s ¹ s′ ⇒ Π(s) º Π(s′) (Π est antitone)

(ii) ∀t, t′ ∈ T , t ¹ t′ ⇒ Φ(t) º Φ(t′) (Φ est antitone)

(iii) pour tout éléments deS, s ¹ Φ ◦Π(s)
(iv) pour tout élémentt deT , t ¹ Π ◦ Φ(t)

Remarque 1.64.Il est important de noter que le résultat de la composition d’applications antitones est
isotone ; en effet, d’après la définition d’une application antitone, on as ¹ s′ ⇒ Π(s) º Π(s′) ⇒
Φ(Π(s)) ¹ Φ(Π(s′)).

Proposition 1.65. SoientΠ : S → T et Φ : T → S deux applications définies sur des treillis com-
plets. Établir que le couple(Π, Φ) est une correspondance de Galois (définition1.63) entreS et T est
équivalent à avoir la condition suivante

∀s ∈ S, ∀t ∈ T s ¹ Φ(t) ⇐⇒ t ¹ Π(s), (1.15)

ou plus explicitement,
Φ(t) =

∨ {s ∈ S | Π(s) º t}
et

Π(s) =
∨ {t ∈ T | Φ(t) º s} .
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Démonstration.On suppose que le couple(Π, Φ) forme une correspondance de Galois, et soitt ¹ Π(s).
Alors en appliquant successivement les points(ii) et (iii) de la définition1.63, nous obtenons

t ¹ Π(s) =⇒ Φ(t) º Φ(Π(s)) = Φ ◦Π(s) º s,

d’où le résultatt ¹ Π(s) ⇒ Φ(t) º s.
Maintenant, sis ¹ Φ(t), d’après(i) et (iv) de la définition1.63, on a

s ¹ Φ(t) ⇒ Π(s) º Π(Φ(t)) = Π ◦ Φ(t) º t.

Par conséquent, si(Π, Φ) est une correspondance de Galois, on a bien le résultat∀s ∈ S, ∀t ∈ T , s ¹
Φ(t) ⇐⇒ t ¹ Π(s).

Réciproquement, on suppose que l’on as ¹ Φ(t) ⇐⇒ t ¹ Π(s). Pour touts ∈ S nous pouvons
écrireΠ(s) ¹ Π(s) ; alors, par hypothèse :

Π(s) ¹ Π(s) ⇐⇒ s ¹ Φ(Π(s)) = Φ ◦Π(s),

on vérifie donc bien le point(iii) de la définition1.63. Soit s, s′ ∈ S avecs ¹ s′, d’après(iii) on a
s′ ¹ Φ ◦Π(s′), c’est-à-dire

s ¹ s′ ¹ Φ ◦Π(s′) = Φ(Π(s′)).

Alors d’après notre hypothèse en prenantt = Π(s′), on a

s ¹ s′ ¹ Φ(Π(s′)) ⇐⇒ Π(s′) ¹ Π(s),

ce qui impliques ¹ s′ ⇒ Π(s′) ¹ Π(s). On obtient ainsi le point(i) de la définition. Pour les points
(ii) et (iv) la preuve est similaire.

Proposition 1.66. Soit(Π,Φ) un couple d’applications établissant une correspondance de Galois entre
deux treillis completsS etT , alors pour toutU ⊂ S

Π
( ∨

u∈U

u

)
=

∧
u∈U

Π(u) et Φ
( ∨

u∈U

u

)
=

∧
u∈U

Φ(u).

Démonstration.On a,

t ¹ Π

( ∨

u∈U

u

)
⇔ Φ(t) º

∨

u∈U

u ⇔ (∀u ∈ U, Φ(t) º u) ⇔ (∀u ∈ U, t ¹ Π(u)) ⇔ t ¹
∧

u∈U

Π(u),

pour toutU ⊂ S, t ∈ T . La preuve est similaire pour l’autre égalité.

Théorème 1.67 ([Ore, 1944]). Soit(Π, Φ) un couple d’applications établissant une correspondance de
Galois entre des ensembles ordonnésS etT . AlorsΦ◦Π : S → S etΠ◦Φ : T → T sont des fermetures.

Démonstration.Il résulte de la définition d’une correspondance de Galois queΦ◦Π est extensive (c.-à-d.
Φ ◦ Π º IdS) et isotone (Φ ◦ Π étant la composition de deux applications antitones). Il reste à montrer
qu’elle est idempotente. Or d’après la définition1.63, pour tout éléments deS,

Φ ◦Π ◦ Φ ◦Π(s) = (Φ ◦Π) ◦ Φ ◦Π(s) º Φ ◦Π(s). (1.16)

MaisΠ(s) ∈ T , et ainsi, d’après la définition1.63, Π(s) ¹ Π ◦ Φ(Π(s)) = Π ◦ Φ ◦ Π(s). Il résulte de
l’antitonie deΦ que

Φ ◦Π(s) º Φ ◦Π ◦ Φ ◦Π(s). (1.17)

(1.16) et (1.17) conduisent àΦ ◦Π ◦Φ ◦Π = (Φ ◦Π) ◦ (Φ ◦Π) = Φ ◦Π. En échangeant les rôles deΠ
etΦ, on voit queΠ ◦ Φ est aussi une fermeture.
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Proposition 1.68. SoientΠ : S → T etΦ : T → S deux applications définies sur des treillis complets.
Si le couple(Π,Φ) établit une correspondance de Galois, alors on a

Π ◦ Φ ◦Π = Π (1.18)

Φ ◦Π ◦ Φ = Φ (1.19)

Démonstration.Si (Π, Φ) établit une correspondance de Galois, alors le point(iv) de la définition1.63
donnet ¹ Π ◦ Φ(t) pour toutt ∈ T . On poset = Π(s), on obtient alorsΠ(s) ¹ Π ◦ Φ ◦ Π(s). D’autre
part, d’après le point(iii) de la définition d’une correspondance de Galois, on as ¹ Φ ◦Π(s) et comme
Π est une application antitone (point(i) de1.63), on aΠ(s) º Π◦Φ◦Π(s), d’où l’égalitéΠ◦Φ◦Π = Π.
Pour (1.19), la preuve est duale de (1.18).

1.8.1 Lien entre correspondance de Galois et résiduation

Comme de nombreux auteurs [Blyth and Janowitz, 1972, Picado,, Gaubert, 1992] le mentionnent,
les applications résiduées et les correspondances de Galois sont équivalentes selon une dualité d’ordre.

Définition 1.69. Si (S,¹S) est un ensemble ordonné, on note par(Sop,¹Sop) l’ensemble ordonné op-
posé, pour lequels ¹Sop s′ ⇔ s ºS s′.

Proposition 1.70. SoitΠ : S → T op une application résiduable définie sur des treillis complets. Alors
le couple(Π, Π]) établit une correspondance de Galois entreS etT .

Démonstration.Si Π est une application résiduable alors d’après le théorème1.38, les applicationsΠ :
S → T op etΠ] : T op → S sont isotones, c’est-à-dire antitones surS, T . Par ailleurs, la relation (1.6) du
théorème1.38donne

Π(s) ¹T op Π(s) ⇔ Π] ◦Π(s) ¹S Π] ◦Π(s) ⇔ s ¹S Π] ◦Π(s).

De même, d’après (1.5), on a

Π](t) ¹S Π](t) ⇔ Π ◦Π](t) ¹T op Π ◦Π](t) ⇔ Π ◦Π](t) ¹T op t ⇔ Π ◦Π](t) ºT t

pour touts ∈ S, t ∈ T . Alors le couple d’applications(Π, Π]) établit une correspondance de Galois
entreS etT puisqueΠ] ◦Π(s) ºS s etΠ ◦Π](t) ºT t.

Remarque 1.71.La proposition précédente précise le lien entre les applications résiduables/résiduées
et les correspondances de Galois. En effet, à un couple(Π, Φ) de correspondances de Galois entre
(S,¹) et (T ,¹) correspond un couple d’applications telles queΠ est une application résiduable deS
dansT op, etΦ une application résiduée deT op dansS.

Remarque 1.72.Comme il est souligné dans [Blyth and Janowitz, 1972] il est souvent préférable d’uti-
liser la théorie de la résiduation plutôt que les correspondances de Galois. La raison principale vient
du fait que la composition d’applications résiduables donne une nouvelle application résiduable, ce qui
n’est pas le cas pour des applications antitones. En effet, siΠ : S → T et Φ : T → W sont des
applications résiduables, alorsΦ ◦Π est clairement résiduable, puisque(Φ ◦Π)] = Π] ◦ Φ] (1.8).
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1.9 Monoïdes et dioïdes : approche combinatoire

Cette section est un rappel sur les structures algébriques considérées. Le but de ce paragraphe est d’in-
troduire les concepts et notations qui seront utiles pour l’étude de la commande de graphes d’événements
temporisés. Les ouvrages de référence qui ont inspiré cette synthèse sont [Cuninghame-Green, 1979],
[Baccelli et al., 1992] et [Gunawardena, 1998] ainsi que les thèses [Moller, 1988],[Gaubert, 1992] et
[Cottenceau, 1999].

Définition 1.73 (Monoïde). Un monoïdeest un ensembleC muni d’une loi de composition interne
associative, et d’un élément neutre pour cette loi. Nous noterons la loi additivement

C × C → C
(a, b) 7→ a⊕ b

et l’élément neutre sera notéε. Le monoïde est ditcommutatifsi l’on a

a⊕ b = b⊕ a

pour tous les élémentsa, b ∈ C.

Remarque 1.74. Un élémenta ∈ C est idempotent sia ⊕ a = a. Si tous les éléments deC sont
idempotents, le monoïde(C,⊕) est dit idempotent.

Exemple 1.75. L’ensemble des entiers naturelsN muni de l’addition est un monoïde. Il s’agit d’un
monoïde commutatif :∀a, b ∈ N, a + b = b + a. L’élément neutre deN est0.

Définition 1.76 (Demi-anneau, dioïde).On appelledemi-anneauun ensembleD muni de deux lois
internes⊕ et⊗ tel que :

• (D,⊕) est un monoïde commutatif dont l’élément neutreε est appelé élément nul.

• (D,⊗) est un monoïde. Son élément neutre est appelé unité et est notée.

• La loi multiplicative⊗ est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi additive⊕.

• L’élément neutreε est absorbant pour la loi⊗ (∀a ∈ D, a⊗ ε = ε⊗ a = ε).
Si en outre la loi⊕ est idempotente (cf. remarque1.74), alors(D,⊕,⊗) est qualifié de demi-anneau
idempotent oudioïde.

Exemple 1.77 (Algèbres (max,+) et (min,+)).On peut vérifier aisément que :

• (R ∪ {−∞}, max,+) est un dioïde commutatif pour lequelε = −∞ et e = 0. Ce dioïde est noté
Rmax et est traditionnellement appelé "algèbre(max, +)".

• Rmin = (R ∪ {+∞},min, +) est un dioïde commutatif, appelé "algèbre(min, +)", pour lequel
ε = +∞ ete = 0.

1.9.1 Sous-dioïde

Définition 1.78 (Sous-dioïde).Soit (D,⊕,⊗) un dioïde. Un sous-ensembleC ⊂ D est un sous-dioïde
de(D,⊕,⊗) si et seulement si :

• ε ∈ C ete ∈ C ;

• C est fermé pour les lois⊕ et⊗.

Le second point signifie que∀a, b ∈ C, a⊕ b ∈ C eta⊗ b ∈ C.

Exemple 1.79.Zmax = (Z∪ {−∞}, max,+) etZmin = (Z∪ {+∞},min, +) sont respectivement des
sous-dioïdes deRmax etRmin.
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1.9.2 Calcul matriciel dans les dioïdes

Exemple 1.80 (Dioïde matriciel).Soit (D,⊕,⊗) un dioïde, on noteDn×n l’ensemble des matrices
carrées àn lignes etn colonnes à coefficients dansD. La somme et le produit de matrices sont définis
de façon classique par :

(A⊕B)ij = Aij ⊕Bij et (A⊗B)ij =
n⊕

k=1

Aik ⊗Bkj ∀i, j = 1 . . . , n,∀A,B ∈ Dn×n.

L’ensembleDn×n muni de ces deux opérations est un dioïde. L’élément neutre pour la loi⊕ est la
matrice dont tous les coefficients valentε, laquelle sera aussi notéeε. L’élément neutre pour la loi⊗ est
la matrice dont tous les coefficients valentε, sauf ceux de la diagonale qui valente. Cette matrice sera
notéee, ouE lorsqu’il est utile de la distinguer du scalairee.

1.9.3 Séries formelles dans les dioïdes

Exemple 1.81.Soit(D,⊕,⊗) un dioïde etf une application deZ dansD. On définit la série formelle
F (z) en l’indéterminéez à coefficients dansD par :

F (z) =
⊕
t∈Z

f(t)zt.

Nous désignerons par< F (z), zt > le coefficientf(t) deF (z) pourzt. L’ensemble des séries formelles
en l’indéterminéez et à coefficients dansD muni des opérations

F (z)⊕G(z) : < F (z)⊕G(z), zt > = < F (z), zt > ⊕ < G(z), zt >
F (z)⊗G(z) : < F (z)⊗G(z), zt > =

⊕
i+j=t

< F (z), zi > ⊗ < G(z), zj >

est un dioïde notéD[[z]].

Exemple 1.82 (Dioïde de polynômes).On appelle support d’une série formelleF (z) l’ensemble

Supp(F (z)) = {t ∈ Z | f(t) 6= ε} .

Lorsque le support est fini on parle de polynôme. Le sous-ensemble des polynômes muni des mêmes lois
queD[[z]] est un sous-dioïde deD[[z]] notéD[z].

1.10 Dioïdes et structures ordonnées

L’objet de ce paragraphe est d’établir un lien entre les dioïdes présentés précédemment de façon
purement combinatoire et la théorie des treillis. Ce lien entre dioïdes et treillis va permettre d’énoncer
des résultats obtenus en appliquant certains résultats de la partie consacrée aux treillis. Les ouvrages de
référence pour cette partie sont [Cuninghame-Green, 1979] et [Baccelli et al., 1992]
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1.10.1 Dioïdes canoniquement ordonnés

L’idempotence de la loi additive⊕ permet de définir naturellement une relation d’ordre dans un
dioïde. Le théorème suivant affirme de plus que cette relation d’ordre est compatible avec les lois du
dioïde.

Théorème 1.83.Dans un dioïde(D,⊕,⊗), la relation¹ définie par

a ¹ b ⇐⇒ a⊕ b = b (1.20)

est une relation d’ordre. De plus cette relation d’ordre est compatible avec les lois de structure deD,
c’est-à-dire,

a ¹ b ⇒ a⊕ c ¹ b⊕ c ∀c ∈ D,
a ¹ b ⇒ a⊗ c ¹ b⊗ c et c⊗ a ¹ c⊗ b ∀c ∈ D.

Démonstration.Comme l’addition est idempotente, on aa = a ⊕ a º a, ce qui montre la réflexivité.
L’addition étant commutative, sia ¹ b et b ¹ a alorsb = a ⊕ b = b ⊕ a = a, d’où a = b, ce qui
prouve l’antisymétrie. Il reste à montrer la transitivité :a ¹ b et b ¹ c alorsc = b⊕ c = (a⊕ b)⊕ c =
a⊕ (b⊕ c) = a⊕ c. On en déduit que¹ est une relation d’ordre.
Montrons que la relation d’ordre est compatible avec les lois⊕ et⊗. Soit a, b ∈ D aveca ¹ b et soit
c ∈ D, on ab⊕ c = (a⊕ b)⊕ c = a⊕ b⊕ c = a⊕ c⊕ b⊕ c = (a⊕ c)⊕ (b⊕ c), d’où a⊕ c ¹ b⊕ c.
De même,b ⊗ c = (a⊕ b) ⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b ⊗ c), d’où a⊗ c ¹ b ⊗ c (idempour la multiplication à
gauche).

La relation d’ordre est ditetotalesi

∀a, b ∈ D, a ¹ b ou b ¹ a.

Une condition nécessaire et suffisante pour que l’ordre d’un dioïde soit total, s’écrit de façon évidente

∀a, b ∈ D, a⊕ b = b ou a.

C’est-à-dire que l’opération⊕ vérifie la propriété dite de sélectivité ; dans ce cas le monoïde(D,⊕)
et le dioïde(D,⊕,⊗) sont dits sélectifs ([Gondran and Minoux, 2001, § 6.4]).

Remarque 1.84.L’ordre ¹ défini dansRmax est total et coïncide avec l’ordre usuel≤. En revanche,
l’ordre total ¹ défini dansRmin est l’inverse de l’ordre usuel≤ (par exemple2 ¹ 1).

1.10.2 Dioïdes et treillis

Dans cette partie nous présentons les relations entre dioïdes, sup-demi-treillis et treillis. Le théorème
1.83de la partie précédente permet d’établir que l’idempotence de la somme dans un dioïde induit une
structure desup-demi-treillis(définition1.11), pour lequel la borne supérieure, notée∨, correspond à la
loi additive⊕ (a⊕ b est le plus petit majorant dea et b) du dioïde. De même en considérant la remarque
1.23sur la définition algébrique d’unsup-demi-treillis, on peut noter que la loi∨ d’un sup-demi-treillis
est associative, commutative et idempotente, c’est-à-dire que∨ possède les mêmes axiomes que la loi
additive⊕ d’un dioïde. De plus, on sait, d’après la définition1.76, qu’un dioïde possède un élément
minimumε (plus petit que tous les autres éléments du dioïde), ce qui confère au dioïde une structure de
treillis (voir théorème1.21).
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1.10.3 Dioïde complet

Définition 1.85 (Dioïde complet).Un dioïde(D,⊕,⊗) est dit complet s’il est fermé pour les sommes
infinies et si la loi⊗ distribue (à gauche et à droite) sur les sommes infinies, c’est-à-dire si pour tout
b ∈ D et tout sous-ensembleA ⊂ D,

b⊗
( ⊕

a∈A

a

)
=

⊕
a∈A

(b⊗ a) et

( ⊕
a∈A

a

)
⊗ b =

⊕
a∈A

(a⊗ b) .

Il résulte de cette définition que, pour toutA ⊂ D etB ⊂ D :
( ⊕

a∈A

a

)
⊗

( ⊕
b∈B

b

)
=

⊕
(a,b)∈A×B

(a⊗ b) .

Exemple 1.86.Le dioïdeZmax complété par l’élément+∞ est un dioïde complet noté
Zmax = (Z ∪ {−∞, +∞},max, +). De même on noteRmax = (R ∪ {−∞, +∞}, max, +) le dioïde
Rmax complété par l’élément+∞.

Puisque un dioïdeD a une structure detreillis (D,¹), s’il est complet, il admet un plus grand
élément. On notera> ce plus grand élément. L’élément> correspond à la somme de tous les éléments
deD

> =
⊕
x∈D

x.

Cet élément est absorbant pour la loi additive∀a,>⊕ a = >, et vérifie>⊗ ε = ε⊗> = ε.

Définition 1.87 (Borne inf). Si D est un dioïde complet, alors∧ est la loi associative commutative et
idempotente vérifiant

a ∧ b =
⊕ {x | x ¹ a etx ¹ b} ,

et faisant de(D,⊕,∧) un treillis complet. Cette loi∧ vérifie en conséquence

a = a⊕ b ⇐⇒ a º b ⇐⇒ b = a ∧ b. (1.21)

Remarque 1.88.La relation(1.21) peut faire penser que les opérateurs⊕ et∧ jouent un rôle symétrique
dans un dioïde. En considérant uniquement la structure de treillis d’un dioïde cette assertion est vraie
(en considérant le principe de dualité). Mais, elle devient fausse si l’on considère la seconde opération
d’un dioïde⊗. Cependant, le produit à droite (il en est de même pour le produit à gauche) étant une
opération isotone, on vérifie la relation de sous-distributivité suivante :

c⊗ (a ∧ b) ¹ (c⊗ a) ∧ (c⊗ b) ∀a, b, c ∈ D.

L’exemple qui suit (emprunté à [Cohen, 2001, §2.3.1.3]) illustre cette propriété.

Exemple 1.89.On considère le dioïde
(
2R

2
,∪, +

)
. Soient

a = {(1, 0)}, b = {(0, 1)} et c = [−1, 1]× [−1, 1]

on a
c(a ∧ b) = c + (a ∩ b) = c + ∅ = ∅,
(ca) ∧ (cb) = (c + a) ∩ (c + b)

= ([0, 2]× [−1, 1]) ∩ ([−1, 1]× [0, 2])
= [0, 1]× [0, 1],

donc(ca) ∧ (cb) º c(a ∧ b).
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1.10.4 Dioïde distributif

Définition 1.90 (Dioïde distributif). Un dioïde(D,⊕,⊗) est distributif s’il est complet et si∀a ∈ D et
pour tout sous-ensembleC deD, on a :

( ∧
c∈C

c

)
⊕ a =

∧
c∈C

(c⊕ a)

et ( ⊕
c∈C

c

)
∧ a =

⊕
c∈C

(c ∧ a) .

Remarque 1.91.Les lois⊕ et∧ sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour l’ordre¹. Si le
dioïde n’est pas distributif, on vérifie néanmoins toujours les inégalités suivantes :

a⊕ (b ∧ c) ¹ (a⊕ b) ∧ (a⊕ c)
a ∧ (b⊕ c) º (a ∧ b)⊕ (a ∧ c).

1.10.5 Morphismes de dioïdes

Définition 1.92 (Homomorphisme, isomorphisme).Une applicationΠ : D → C définie sur des dioïdes
est un homomorphisme si

∀a, b ∈ D Π(a⊕ b) = Π(a)⊕Π(b) etΠ(ε) = ε (1.22)

Π(a⊗ b) = Π(a)⊗Π(b) etΠ(e) = e (1.23)

Une application vérifiant seulement (1.22) est dite⊕-morphisme, c’est-à-dire que l’image d’une somme
d’éléments deD est la somme, dansC, de leurs images. Une application vérifiant seulement (1.23) est
dite⊗-morphisme, c’est-à-dire que l’image d’un produit d’éléments deD est le produit, dansC, de leurs
images.

Définition 1.93 (Isomorphisme). Une applicationΠ : D → C définie sur des dioïdes est un isomor-
phisme, siΠ] est définie surC et siΠ etΠ] sont des homomorphismes.

1.10.6 Congruence et dioïde quotient

Définition 1.94 (Congruence).Une congruence sur un dioïdeD est une relation d’équivalence (notée
R) compatible avec les lois du dioïde, c’est-à-dire

aR b ⇒ (a⊕ c)R (b⊕ c), (a⊗ c)R (b⊗ c), ∀a, b, c ∈ D.

Théorème 1.95 (Dioïde Quotient).Soit un dioïdeD et R une congruence surD. En notant[a] =
{x ∈ D |xR a} la classe d’équivalence dea ∈ D, le dioïde quotient deD par cette congruence est un
dioïde notéD/R pour lequel la somme et le produit sont définis par

[a]⊕ [b]
déf
= [a⊕ b]

[a]⊗ [b]
déf
= [a⊗ b]

(1.24)
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Démonstration.Il convient de souligner qu’en raison de la compatibilité deR avec les lois du dioïdeD,
en prenanta, a′ et b, b′ tels que[a] = [a′] et [b] = [b′] on obtient

[a⊕ b] = [a′ ⊕ b′] et [a⊗ b] = [a′ ⊗ b′],

c’est-à-dire que les classes[a⊕b] et [a⊗b] dépendent seulement des classes[a] et [b] et non des représen-
tants de ces classes. Les opérations sur le quotient données par (1.24) sont par conséquent parfaitement
définies et confèrent au quotientD/R une structure de dioïde.

Théorème 1.96.SoitΠ un homomorphisme deD dansC. La relationRΠ définie par

aRΠ b ⇐⇒ Π(a) = Π(b), ∀a, b ∈ D,

est une congruence.

Démonstration.Le fait queRΠ est une relation d’équivalence est immédiat. D’autre part, puisqueΠ
est un homomorphisme, l’ensembleΠ(D) est fermé pour les lois⊕ et⊗ de C. De plus, les éléments
neutres pour l’addition et le produit deC appartiennent également àΠ(D) (Π est un homomorphisme
doncΠ(ε) = ε et Π(e) = e). Donc,Π(D) bénéficie d’une structure de dioïde. L’applicationD/RΠ

→
Π(D), [a]Π 7→ Π(a) définit alors un isomorphisme de dioïdes.

1.11 Théorie de la résiduation appliquée aux dioïdes

Les principaux résultats présentés ici sont issus de [Baccelli et al., 1992] et [Gaubert, 1992]. Le lec-
teur retrouvera également la plupart des ces résultats dans [Cohen, 1998a].

1.11.1 Applications résiduables sur les dioïdes complets

On se propose ici d’étudier le caractère résiduable de certaines applications de référence définies sur
des dioïdes complets.

Théorème 1.97.Soient(D,⊕,⊗) et (C,⊕,⊗) deux dioïdes complets de plus petits éléments respectifs
εD etεC . Une application isotoneΠ : D → C est résiduable si et seulement si, pour tout ensembleX de
D

Π

(⊕

x∈X

x

)
=

⊕

x∈X

Π(x) (1.25)

Π(εD) = εC . (1.26)

Démonstration.La preuve de ce théorème est identique à celle du théorème1.42puisqu’il à été montré
précédemment (voir§1.10) qu’un dioïde complet pouvait être assimilé à un treillis complet.

SoientLa etRa les applications suivantes définies sur un dioïde completD
La : x 7→ a⊗ x (1.27)

Ra : x 7→ x⊗ a (1.28)

En référence à la définition1.85, sur un dioïde complet, la multiplication distribue sur les sommes
infinies, à gauche ou à droite. De plus,La(ε) = ε et Ra(ε) = ε. En appliquant le théorème1.97, La et
Ra sont donc résiduables sur un dioïde complet.
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LorsqueD est commutatif,La = Ra implique donc égalementL]
a = R]

a.

Nous utiliserons les notations suivantes introduites notamment dans [Baccelli et al., 1992].

Notation 1.98 (Applications Résiduées deLa, Ra). Nous noterons

L]
a(x) = a◦\x =

x

a

R]
a(x) = x◦/a =

x

a

les applications résiduées respectives deLa etRa.

Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés de ces applications dont le lecteur pourra trou-
ver les preuves dans [Baccelli et al., 1992, p. 182-185],[Gaubert, 1992, §5.3], [Cottenceau, 1999, §1.3.3].

a(a◦\x) ¹ x (x◦/a)a ¹ x (f.1)

a◦\(ax) º x (xa)◦/a º x (f.2)

a(a◦\(ax)) = ax ((xa)◦/a)a = xa (f.3)

a◦\(x ∧ y) = a◦\x ∧ a◦\y (x ∧ y)◦/a = x◦/a ∧ y◦/a (f.4)

(a⊕ b)◦\x = a◦\x ∧ b◦\x x◦/(a⊕ b) = x◦/a ∧ x◦/b (f.5)

(ab)◦\x = b◦\(a◦\x) x◦/(ba) = (x◦/a)◦/b (f.6)

b(a◦\x) ¹ (a◦/b)◦\x (x◦/a)b ¹ x◦/(b◦\a) (f.7)

(a◦\x)b ¹ a◦\(xb) b(x◦/a) ¹ (bx)◦/a (f.8)

1.11.2 Fermetures résiduables sur les dioïdes complets

Notation 1.99 (Etoile de Kleene).SoitD un dioïde complet. L’application étoile de Kleene, définie sur
D, sera notéeK par la suite,

K : D → D
x 7→ x∗ =

⊕
k≥0

xk.

On utilisera également une notation particulière pour l’application "plus" dérivée de l’étoile

P : D → D
x 7→ x+ =

⊕
k≥1

xk.

Les applicationsK et P sont isotones (par composition d’applications isotones) eta∗ = e ⊕ a+ ou
a+ = a ⊗ a∗. De plus les applicationsK etP sont des fermetures ; en effet,a∗ º a et (a∗)∗ = a∗ ; de
mêmea+ º a et (a+)+ = a+.
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Remarque 1.100.En accord avec les résultats sur les fermetures définies sur des treillis (§1.7), il est

possible de munirImK et ImP d’une structure de treillis. Nous noterons ces treillis(ImK,
ImK∨ ,

ImK∧ ) et

(ImP,
ImP∨ ,

ImP∧ ) en posant

∀k, ∀k′ ∈ ImK




k
ImK∨ k′ = K(k ∨ k′) = (k ∨ k)∗

k
ImK∧ k′ = k ∧ k′

et

∀p,∀p′ ∈ ImP




p
ImP∨ p′ = P(p ∨ p′) = (p ∨ p′)+

p
ImP∧ p′ = p ∧ p′

.

Remarque 1.101.L’applicationK : x 7→ x∗ deD → D n’est pas résiduable ; en effet, elle ne vérifie pas
la condition de semi-continuité inférieure du théorème1.97. Pour illustrer cette remarque, considérons
les matrices suivantes

a =
(

ε 1
−1 ε

)
et b =

(
ε −1
1 ε

)

alors

(a⊕ b)∗ =
(> >
> >

)
6= a∗ ⊕ b∗ =

(
e 1
−1 e

)
⊕

(
e −1
1 e

)
=

(
e 1
1 e

)

on remarque que pour ces deux valeurs la condition de semi-continuité inférieure n’est pas vérifiée. Cela
signifie que l’équationK(x) = b n’a pas de solution∀b ∈ D. Malgré tout, il existe une restriction
résiduable de l’applicationK, la proposition suivante précise cette notion.

Proposition 1.102.Soit l’applicationK : D → D, x 7→ x∗ définie sur un dioïde complet. L’application

ImK|K est résiduable et sa résiduée est

(
ImK|K

)] = IImK,

où IImK est l’injection canonique deImK dansD.

Démonstration.Il s’agit d’une application directe de la proposition1.61.

Remarque 1.103.On peut déduire de la proposition précédente1.102, quex = a∗ est la plus grande
solution de l’inéquationx∗ ¹ a∗. En fait cette plus grande solution satisfait l’égalitéx∗ = a∗.

1.12 Noyaux, images

La plupart des résultats ainsi que les notations énoncées dans cette partie sont issus des références
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997, Cohen, 1998a].

Nous rappelons tout d’abord que l’image d’une applicationB : U → X , est définie par

ImB = {B(u) | u ∈ U} .

Définition 1.104 (Noyau).Le noyau de l’application linéaireC : X → Y, notékerC, est défini par la
relation d’équivalence

x
ker C≡ x′ ⇐⇒ C(x) = C(x′). (1.29)

Cette relation définit une congruence (voir théorème1.96). L’ensemble quotientX/ ker C est donc l’en-
semble des classes d’équivalence modulokerC.
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Remarque 1.105.Le lemme1.96montre que la relation d’équivalence(1.29) est une congruence.

Notation 1.106. Une classe d’équivalence deX/ ker C sera notée[x]C .

Proposition 1.107. Si C : X → Y est une application résiduable alors chaque classe d’équivalence
[x]C contient un et un seul élément deImC] qui, de plus, est le plus grand élément dans cette classe.

Démonstration.SiC est résiduable, d’après (1.7), C = C◦C]◦C, alors∀x ∈ X , C(x) = C
(
(C] ◦ C)(x)

)
.

Autrement dit,

x
ker C≡ C] ◦ C(x).

Considérons maintenant un élémentx′ ∈ [x]C , alorsC(x′) = C(x) = C◦C]◦C(x) ; de plus le théorème
1.38donneC] ◦ C º IdX ; par conséquent

x′ ¹ C] ◦ C(x′) = (C] ◦ (C ◦ C] ◦ C))(x)
= (C] ◦ C)(x) (par (1.7)).

Donc,C]◦C(x) est plus grand élément de[x]C . Il reste à montrer l’unicité de cet élément. SiC](y)
ker C≡

C](y′), alorsC(C](y)) = C(C](y′)) etC] ◦C ◦C](y) = C] ◦C ◦C](y′), soitC](y) = C](y′) d’après
(1.7).

Proposition 1.108.Si C : X → Y est une application résiduable alors la relation d’équivalence
ker C≡

vérifie
x ¹ y ¹ z

x
ker C≡ z

}
⇒ x

ker C≡ y
ker C≡ z.

Démonstration.D’une part, commeC est résiduable, elle est isotone ; par conséquent, six ¹ y ¹ z

alorsC(x) ¹ C(y) ¹ C(z). D’autre part,x
ker C≡ z entraîneC(x) = C(z) ; doncC(x) = C(y) = C(z),

d’où x
ker C≡ y

ker C≡ z.

Remarque 1.109.Dans [Blyth and Janowitz, 1972], les auteurs qualifient de convexes les classes d’équi-
valence vérifiant la proposition précédente.

Les deux propositions qui suivent sont énoncées sans preuve, le lecteur intéressé pourra se reporter à
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997].

Proposition 1.110. Soient les applicationsB : U → X et S : Q → X , où S est une application
résiduable, alors sont équivalents :

(i) ImB ⊂ ImS ;

(ii) B = S ◦ S] ◦B ;

(iii) il existe une applicationL : U → Q telle queB = S ◦ L.

Proposition 1.111.Soient les applicationsC : X → Y etF : X → U , alors sont équivalents :

(i) kerC ⊂ kerF ;

(ii) F = F ◦ C] ◦ C

(iii) il existe une applicationH : Y → U telle queF = H ◦ C.
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1.13 Projecteurs

Dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997], les auteurs définissent la notion de projection. Trois
types de projections sont introduites, les projections parallèlement au noyau d’une application, les pro-
jections dans l’image d’une application et les projections dans l’image d’une application parallèlement
au noyau d’une autre application.

1.13.1 Projection parallèlement au noyau d’une application

Soit l’applicationC : X → Y, d’après la proposition1.107nous savons que pour toutx ∈ X , il
existe un unique élément dans[x]C ∩ ImC]. Cet élément est donné parC] ◦C. Le lemme qui suit précise
les propriétés de cet élément.

Lemme 1.112 ([Cohen et al., 1996]). SoitC : X → Y une application résiduable. AlorsΠC = C] ◦C
vérifie les propriétés suivantes

(i) ΠC est un projecteur, c’est-à-direΠC ◦ΠC = ΠC ;

(ii) C ◦ΠC = C.

(iii) ΠC º Id ;

(iv) ΠC(x) est le seul élément équivalent àx modulokerC appartenant àImC] ;

(v) ΠC(x) est le plus grand élément dans la classe d’équivalence[x]C ;

Démonstration.les propriétés(i), (ii) et(iii) découlent directement de (1.7) et (1.6). Les propriétés(iv)
et (v) sont données par la proposition1.107.

Remarque 1.113.D’après les propriétés deΠC énoncées dans le lemme précédent(points(i) et (ii)),
il faut noter que le projecteurΠC est une fermeture (voir définition1.52).

Propriétés 1.114.SiC : X → Y est une application résiduable, alors

ImΠC = ImC].

Démonstration.D’après (1.7), C] = (C] ◦C) ◦C], alorsImC] ⊂ ImC] ◦C. Mais,ImC] ◦ C ⊂ ImC],
par conséquentImC] ◦ C = ImC].

1.13.2 Projection dans l’image d’une application

Proposition 1.115 (Projection dans l’image d’une application).SoientB : U → X une application
résiduable et un élémentx ∈ X . Le plus grand élémentx′ ∈ ImB plus petit quex est donné par
B ◦B](x). En d’autres termes,ΠB = B ◦B] est un projecteur dans l’image deB.

Démonstration.Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans [Cohen et al., 1996].

Propriétés 1.116.SiB : U → X est une application résiduable, alors

ImΠB = ImB.

Démonstration.D’après (1.7), B = (B◦B])◦B, alorsImB ⊂ Im
(
B ◦B]

)
. Mais,Im

(
B ◦B]

) ⊂ ImB,
par conséquentIm

(
B ◦B]

)
= ImB.
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1.13.3 Projecteurs dans l’image d’une application parallèlement au noyau d’une autre
application

SoientB : U → X etC : X → X deux applications. Dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997],
les auteurs s’intéressent au problème suivant : pour toutx ∈ X , existe-t-il uny ∈ ImB ∩ [x]C , autrement
dit, cela revient à chercher uny ∈ X , tel que

∃u ∈ U : C(y) = C(x),
B(u) = y.

Si l’élémenty satisfaisant ces conditions existe, et si de plus il est unique, alorsy correspond à la projec-
tion dex dans l’image deB parallèlement au noyau deC, et le projecteur correspondant est alors donné
par

ΠC
B = B ◦ (C ◦B)] ◦ C. (1.30)

Toujours dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997], les auteurs s’intéressent au problème de l’exis-
tence d’une telle projection, c’est-à-dire est-ce queΠC

B ◦ΠC
B = ΠC

B ce qui revient à dire queImB ∩ [x]C
est non vide. De même, dans le cas où cette projection existe, les auteurs s’intéressent au problème
de l’unicité, en d’autres termes, ils cherchent à savoir siImB ∩ [x]C est un singleton. Nous rappelons
ci-dessous, ces conditions d’existence et d’unicité.

• L’existence du projecteurpour toutx est équivalente à la conditionC = C ◦ΠC
B (c’est-à-dire que

ξ = ΠC
B(x) est dans la même classe d’équivalence quex mod kerC), ou encore à la condition

ImB = Im (C ◦B).
• L’unicité du projecteurest équivalente à la conditionB = ΠC

B ◦ B (c’est-à-dire que pour tout
x ∈ ImB, celui-ci reste invariant parΠC

B), ou encore quekerB = ker (C ◦B).

Dans le cas où les applications linéairesB etC du projecteur1.30sont représentées par leur matrice,
il est également montré que si l’existence et l’unicité de la projection sont garanties, alors l’expression
(1.30) du projecteur devient :

ΠC
B = (B◦/(CB))C = B ((CB)◦\C) .

Notons que dans le cas d’applications résiduables, même si l’existence et l’unicité ne sont pas véri-
fiées, il est possible de donner une interprétation au projecteur (1.30). En effet, ce projecteur se décom-
pose en deux applications. Tout d’abord, l’élémentz = C] ◦ C(x) est le plus grand élément dans[x]C .
Ce qui entraîne queξ = B ◦ B](z) est le plus grand élément dansImB qui soit plus petit quez. Par
conséquent, nous avonsC(ξ) ¹ C(x) ; dans [Cohen et al., 1998b] le terme sous-équivalent est employé
pour qualifier cet élémentξ.

1.13.4 Équations implicites linéaires dans les dioïdes

Dans cette partie on s’intéresse à la résolution d’inéquations implicites de la forme :

x º Π(x)⊕ b (1.31)

x ¹ Π(x) ∧ b. (1.32)

Théorème 1.117.Soient(D,⊕,⊗) et Π : D → D une application semi-continue inférieurement (cf.
définition1.33). La plus petite solution de l’équation (1.31) estx = Π∗(b), où

Π0 = IdD, Πn = Π ◦Π ◦ . . . ◦Π︸ ︷︷ ︸
n fois

et Π∗ =
⊕
n∈N

Πn = IdD ⊕
⊕
n∈N

Πn+1.
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De plus,x = Π∗(b) réalise l’égalité dansx º Π(x)⊕ b.

Démonstration.On montre d’abord queΠ∗(b) est un minorant des solutions de (1.31). Par induction on
a

x º Π(x)⊕ b º Π(Π(x)⊕ b)⊕ b º . . . º Πk(x)⊕
k−1⊕
t=0

Πt(b) º Π∗(b) ∀k ≥ 0.

D’autre part, puisqueΠ est semi-continue inférieurement et d’après la propriété de distributivité infinie
(cf. Définition1.85),

Π(Π∗(b))⊕ b = b⊕Π

(⊕

n∈N
Πn(b)

)
= b⊕

⊕

n∈N
Πn+1(b) = Π∗(b)

doncΠ∗(b) est bien solution de l’équation implicitex = Π(x)⊕ b.

Corollaire 1.118. SoitD un dioïde complet ; siΠ = La,D → D, alors l’équation implicite

x = a⊗ x⊕ b (1.33)

admetx = a∗b =
⊕

k≥0 akb comme plus petite solution.

Théorème 1.119.SoientD un dioïde complet etΠ : D → D une application semi-continue supérieure-
ment. La plus grande solution de (1.32) estx = Π∗(b) avec

Π∗ =
∧

n∈N
Πn.

Démonstration.CommeΠ est s.c.s., on a :

Π(Π∗(b)) ∧ b = Π

( ∧

n∈N
Πn(b)

)
∧ b =

∧

n∈N
Π(Πn(b)) ∧ b =

∧

n≥1

Πn(b) ∧ Id(b) = Π∗(b),

ce qui montre queΠ∗(b) est solution de (1.32). De plus quelle que soitx solution dex = Π(x) ∧ b, on a

x = Π(x)∧b = Π (Π(x) ∧ b)∧b = . . . = Πn(x)∧Πn−1(b)∧ . . .∧Π(b)∧b ¹ Πn−1(b)∧ . . .∧Π(b)∧b.

On en déduit que toute solution de (1.32) est inférieure ou égale àΠ∗(b).

Corollaire 1.120. Soit l’applicationΠ = L]
a : x 7→ a◦\x,D → D définie sur un dioïde complet. Alors,

l’équation

x = a◦\x ∧ b

admetx = Π∗(b) = a∗◦\b =
[ ⊕

n∈N
an

]
◦\b comme plus grande solution.

Les applicationsK etP (cf. notation1.99) vérifient les relations suivantes (voir [Gaubert, 1992] et
[Cottenceau, 1999]).
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Théorème 1.121.SoitD un dioïde complet.∀a, b ∈ D

a+ ¹ a∗ (1.34)

(a∗)∗ = a∗ (1.35)

(a+)∗ = a∗ (1.36)

a(ba)∗ = (ab)∗a (1.37)

(a⊕ b)∗ = (a∗b)∗a∗ = b∗(ab∗)∗ = (a⊕ b)∗a∗ = b∗(a⊕ b)∗ (1.38)

a∗a∗ = a∗ (1.39)

(a∗)+ = a∗ (1.40)

(a+)+ = a+ (1.41)

(ab∗)+ = a(a⊕ b)∗ (1.42)

(ab∗)∗ = e⊕ a(a⊕ b)∗ (1.43)

En outre, lorsqueD est commutatif
(a⊕ b)∗ = a∗b∗. (1.44)

Démonstration.

(1.34) par définitiona∗ = e⊕ a+ ⇒ a∗ º e eta∗ º a+.

(1.35) par définition de l’étoile de Kleene,(a∗)∗ =
⊕
k≥0

⊕
l≥0

(
ak

)l =
⊕
k≥0

⊕
l≥0

ak+l =
⊕

j=k+l≥0

aj = a∗.

(1.36) par définition deP, a ¹ a+ ⇒ a∗ ¹ (a+)∗, (isotonie deK). D’après (1.34), a+ ¹ a∗ ⇒
(a+)∗ ¹ (a∗)∗ = a∗ (par (1.35)). On en déduit quea∗ ¹ (a+)∗ ¹ (a∗)∗ = a∗ d’où l’égalité.

(1.37) (ab)∗a = (e⊕ab⊕abab⊕ . . .)a = (a⊕aba⊕ababa⊕ . . .) = a(e⊕ ba⊕ baba⊕ . . .) = a(ba)∗.

(1.38) d’après le corollaire1.118, sont équivalents :

x = (a⊕ b)∗

x = (a⊕ b)x⊕ e = ax⊕ bx⊕ e
x = a∗bx⊕ a∗

x = (a∗b)∗a∗ = (a∗b)∗a∗a∗ = (a⊕ b)∗a∗.

De même pour l’autre égalité,x = (a⊕b)∗ = ax⊕bx⊕e = b∗ax⊕b∗ = b∗(ab∗)∗ = b∗b∗(ab∗)∗ =
b∗(a⊕ b)∗.

(1.39) d’après (1.38) et en raison de l’idempotence de⊕, a∗ = (a⊕a)∗ = (a∗a)∗a∗ = (a+)∗a∗ = a∗a∗

(par(1.36)).

(1.40) par définition deP, a+ = aa∗, donc(a∗)+ = a∗(a∗)∗ = a∗a∗ = a∗ (par(1.35) et (1.39)).

(1.41) par définition,a+ = aa∗, alors(a+)+ = a+(a+)∗ = a+a∗ = aa∗a∗ = aa∗ = a+ (par(1.39)).

(1.42) (ab∗)+ = ab∗(ab∗)∗ = a (b∗(ab∗)∗) = a(a⊕ b)∗ (par(1.38)).

(1.43) (ab∗)∗ = e⊕ (ab∗)+ = e⊕ a(a⊕ b)∗ (par1.42).

(1.44) SiD est commutatif on a pourk ≥ 1, (a∗b)k = (a∗)k bk = a∗bk (par(1.40)). D’où (a ⊕ b)∗ =
(a∗b)∗a∗ = (e⊕ ⊕

k≥1

a∗bk)a∗ = a∗ ⊕ ⊕
k≥1

a∗bk = a∗(e⊕ ⊕
k≥1

bk) = a∗b∗.
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Les résultats énoncés par le théorème1.121sont vérifiés pour tout dioïde complet, y compris ma-
triciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat suivant permettant de calculer l’étoile d’une
matrice décomposée en 4 blocs.

Théorème 1.122.SoitA ∈ Dn×n partitionnée en quatre blocs

A =
(

a11 a12

a21 a22

)

La matriceA∗ s’écrit alors
(

a∗11 ⊕ a∗11a12(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)∗a21a

∗
11 a∗11a12(a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)∗a21a

∗
11 (a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

)
.

Démonstration.on renvoie le lecteur à [Cohen et al., 1989] ou [Baccelli et al., 1992] pour ce résultat.

1.13.5 Résiduation matricielle

Lemme 1.123 ([Baccelli et al., 1992]). SiA = (Aij) ∈ Dm×n oùD est un dioïde dans lequel∧ existe,
ety ∈ Dm, alors

(A◦\y)i =
m∧

j=1
(Aji◦\yj).

QuandD = Zmax, alors on obtient

(A◦\y)i =
m∧

j=1
(Aji◦\yj) = min

j=1,...,m
(−Aji + yj).

Théorème 1.124.SoientA,D ∈ Dm×n, B ∈ Dm×p et C ∈ Dn×p, alors d’après le lemme précédent
on obtient pourC = A◦\B etD = B◦/C :

Cij =
m∧

k=1

(Aki◦\Bkj) , Dij =
p∧

k=1

(Bik◦/Cjk) . (1.45)

La remarque suivante est due à [Cohen, 1998a].

Remarque 1.125.Il est important de noter que certaines expressions impliquant la résiduation peuvent
être ambiguës. ConsidéronsA ∈ Dm×n, B ∈ Dm×p et x ∈ Dp, il faut être prudent quand on utilise
des expressions commeA◦\Bx. En effet, d’un côté, remarquons queA◦\(Bx) peut être interprétée comme
L]

A ◦ LB(x). Cette applicationL]
A ◦ LB n’est en général pas un⊕−morphisme deDp → Dn, mais par

isotonie elle vérifie
L]

A ◦ LB(x⊕ y) º L]
A ◦ LB(x)⊕ L]

A ◦ LB(y).

Mais, d’un autre côté,x 7→ (A◦\B)x peut être interprétée comme un opérateur linéaire deDp → Dn,
car en fait cet opérateur correspond à la multiplication à gauche parC = A◦\B (voir (1.45)).
Par contre, d’après(f.8), on a toujoursL]

A ◦ LB º A◦\B car A◦\(Bx) º (A◦\B)x.

Théorème 1.126 ([Cohen et al., 1991]). SoientD un dioïde complet etA ∈ Dp×n une matrice. Alors
A◦\A est une matrice dansDn×n vérifiant

A◦\A = (A◦\A)∗. (1.46)
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Démonstration.D’après(f.2), A◦\A º E, où E est la matrice identité deDn×n. D’autre part, d’après
(f.3), A = A(A◦\A) doncA◦\A = A◦\(A(A◦\A)). Or d’après(f.8), A◦\(A(A◦\A)) º A◦\A⊗A◦\A. On peut
donc établir l’encadrement suivant

E ¹ (A◦\A)2 ¹ A◦\A,

de même pour toutn ≥ 1, E ¹ (A◦\A)n ¹ A◦\A. Par sommation on obtient donc(A◦\A)∗ = A◦\A. En
posantA◦\A = B avecB ∈ Dn×n une matrice, une autre façon d’interpréter ce résultat est de dire que
l’applicationx 7→ Bx est une fermeture.

1.14 Conclusion

Ce chapitre introductif a permis de dresser la liste des outils mathématiques qui seront utilisés par la
suite. Il s’agit d’un préalable à la commande des GET présentée dans les chapitres suivants. Nous avons
notamment tracé un panorama général sur la résiduation et ses applications aux dioïdes. Nous avons
également pu constater que certaines applications non résiduablesa priori, pouvaient l’être malgré tout,
en considérant des restrictions sur leur domaine de définition. Une classe importante d’applications non
résiduables est également étudiée : les fermetures. Sur les fermetures, le principal résultat est qu’il est
possible de munir leur image d’une structure de treillis et qu’il est alors possible de considérer des res-
trictions résiduables pour certaines fermetures.

Le chapitre suivant est tout d’abord consacré à la modélisation de systèmes à événements discrets
par des réseaux de Petri et plus particulièrement par une sous-classe des réseaux de Petri : les graphes
d’événements temporisés. Ensuite, différentes représentations pour les graphes d’événements temporisés
rencontrées dans la littérature (représentation aux dateurs, aux compteurs, par des séries formelles) sont
étudiées.





CHAPITRE2
Comportement linéaire

des GET dans les dioïdes
2.1 Introduction

L’étude des systèmes à événements discrets (SED) constitue, depuis bientôt30 ans, un domaine de
recherche très actif (de par son intérêt théorique et économique) ayant donné lieu à de nombreuses publi-
cations. De cette littérature se dégagent de multiples classes de systèmes mettant en jeu des phénomènes
de natures différentes : parallélisme, saturation, synchronisation, exclusion mutuelle, choix, séquence-
ment. . ., et autant de modèles mathématiques.

Dans ce mémoire nous considérons les systèmes qui admettent un modèle linéaire dans les structures
algébriques introduites dans le chapitre précédent. Il s’agit des systèmes mettant en jeu des phénomènes
de synchronisation et de retard que l’on retrouve abondamment dans les systèmes de transport (syn-
chronisation de bus [Houssin, 2003]), les systèmes informatiques [Le Boudec and Thiran, 2001] et les
systèmes de production et plus particulièrement d’assemblage [Cohen et al., 1983, Cohen et al., 1985].

La modélisation de ces systèmes dans l’algèbre des dioïdes et l’élaboration d’une théorie des sys-
tèmes(max,+)-linéaires analogue à la théorie des systèmes conventionnels a été l’oeuvre de l’équipe
(max, +) de l’INRIA au cours des années80.

L’objectif de ce chapitre est de proposer un survol de cette théorie et notamment de rappeler la
modélisation des graphes d’événements temporisés dans les dioïdes de séries formelles. Ce chapitre est
composé comme suit.

Tout d’abord la modélisation de systèmes à événements discrets par Réseaux de Petri (RdP)
[David and Alla, 1989, Murata, 1989] est présentée. Ce survol est l’occasion de rappeler la définition
d’une sous-classe des RdP, les Graphes d’Événements Temporisés (GET).

La suite est dédiée à la modélisation sous forme d’état de GET dans les dioïdes. Les références qui
ont servi à sa rédaction sont [Cohen et al., 1989, Baccelli et al., 1992].

Puis la description entrée-sortie des GET est abordée, il est notamment rappelé que la trajectoire de
sortie d’un système(max, +)-linéaire est le résultat de la sup-convolution de la réponse impulsionnelle
du système et la trajectoire d’entrée.

Ce chapitre se termine par l’introduction de transformées enγ et δ qui jouent un rôle analogue à
la transformée enz des signaux discrets dans l’algèbre conventionnelle. La transformée de la réponse
impulsionnelle d’un système linéaire conduit à établir sa matrice de transfert dans un dioïde de sé-
ries formelles notéMax

in [[γ, δ]]. Les ouvrages de référence pour cette partie sont [Cohen et al., 1989,
Cohen, 1998b].

37
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2.2 Modélisation de systèmes à événements discrets par réseaux de Petri

2.2.1 Les réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) ont été introduits par C.A. Petri en 1962 [Petri, 1962]. Ils constituent des
modèles, à la fois graphiques et mathématiques, dédiés à la représentation du comportement des sys-
tèmes dynamiques à événements discrets. En raison de leur puissance de modélisation, ces modèles ont
fait l’objet de très nombreux travaux de recherche ces40 dernières années. Citons en particulier les réfé-
rences bibliographiques qui ont servi à la rédaction de cette partie : [David and Alla, 1989, Brams, 1983,
Chretienne, 1983, Murata, 1989, Reutenauer, 1989].

2.2.2 Définitions et notations

Définition 2.1 (Réseaux de Petri).Un réseau de Petri est un quadrupletR = (P, T , Pré, Post), où

• P est un ensemble non vide et fini dont les éléments sont appelés places ;

• T est un ensemble non vide et fini dont les éléments sont appelés transitions ;

• Pré :P×T → N une application d’incidence avant : Pré(pi, t) contient la valeur entièren associée
à l’arc allant depi à t ;

• Post :P × T → N une application d’incidence arrière : Post(pi, t) contient la valeur entièrew
associée à l’arc allant det àpi.

Le marquageM d’un Réseau de Petri est une applicationM : P → N. La quantitéM(p) détermine
le marquage de la placep. Un réseau marqué est déterminé par le coupleN = (R,M0) formé d’un
réseau de PetriR et d’un marquage initialM0.

Une transition sans place amont est ditetransition sourceet une transition sans place aval est dite
transition puits.

L’un des intérêts des réseaux de Petri est qu’il est extrêmement aisé de les visualiser. En effet on
peut représenter un réseau de Petri comme un graphe orientébiparti 1, dont les sommets sont les places
et les transitions du réseau. Un arc relie une placep à une transitiont si et seulement si Pré(p, t) 6= 0.
Un arc relie une transitiont à une placep si et seulement si Post(p, t) 6= 0. Les valeurs non nulles des
applications Pré et Post sont associées aux arcs comme valuations (par défaut on prend la valeur1). On
représente une place par un cercle et une transition par un rectangle. Un marquageM est représenté sur
le graphe parM(p) points ou jetons en chaque placep. Un exemple de graphe associé à un réseau de
Petri est donné par la figure2.1.

Exemple 2.2. Le RdP de la figure2.1 représente un système, par exemple informatique, où2 tâches
requièrent une même ressource renouvelable.

1Le graphe étantbiparti il n’y a pas d’arc joignant une place à une place, ni d’arc joignant une transition à une autre
transition.
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Figure 2.1 –RdP modélisant le comportement d’un système à ressource partagée.

Les places sont iciP = {p1, p2, p3} et les transitionsT = {t1, t2, t3, t4}. On a

Pré(p1, t3) = 1 Post(p1, t1) = 1
Pré(p2, t1) = 1 Post(p3, t2) = 1
Pré(p2, t2) = 1 Post(p2, t3) = 1
Pré(p3, t4) = 1 Post(p2, t4) = 1

Le marquageM représenté ici estM(p2) = 1,M(p1) = M(p3) = 0.

Un jeton dans la placep2 signifie que la ressource est disponible. Un jeton dans la placep1 (resp.
p3) signifie que la tâchea (resp. b) dispose de la ressource commune. Les événements associés aux
transitionst1 et t2 signifient respectivement "réservation de la ressource par la tâchea" ou "réservation
de la ressource par la tâcheb", et ceux associés àt3 et t4 concernent la restitution de la ressource.

2.2.3 Tir des transitions

L’évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fait selon le proces-
sus d’activation (ou de tirage) des transitions décrit ci-après. Étant donné un réseauR et un marquage
M, on dit que la transitiont ∈ T est franchissable pourM si l’on a

∀p ∈ P, M(p) ≥ Pré(p, t).

Lorsque cette condition est satisfaite, l’activation (le tirage) de la transitiont ∈ T conduit à un nouveau
marquageM′ défini par :

M′(p) = M(p)− Pré(p, t) + Post(p, t). (2.1)

Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de Petri de la figure2.1, en partant du marquageM0 =
(0, 1, 0) (oùM(p1) = 0,M(p2) = 1,M(p3) = 0), on atteint par tirage de la transitiont1 le marquage
M1 = (1, 0, 0) ; puis à partir deM1, par tirage de la transitiont3 on obtient le marquageM2 = (0, 1, 0)
et ainsi de suite ; sur la figure2.2, on peut voir l’évolution du marquage du réseau de Petri.
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Figure 2.2 –Évolution du marquage d’un réseau de Petri.

Plus généralement, pour un Rdp, en posant,W− = [Pré(pi, tj)] (la matrice d’incidence avant),
W+ = [Post(pi, tj)] (la matrice d’incidence arrière),W = W+ − W− (la matrice d’incidence) et en
considérantS une séquence de franchissements réalisable à partir d’un marquageMi, il est alors possible
de donner l’équation fondamentale suivante :

Mk = Mi + W.S,

où S est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissementS, c’est-à-dire un vecteur dont
la dimension est égale au nombre des transitions du réseau de Petri et dont la composante numéroj
correspond au nombre de franchissements de la transitiontj de la séquenceS. Dans l’exemple précédent
où la séquence des deux premiers tirs était”S = t1, t3”, le vecteur caractéristique est égal àS =
(1, 0, 1, 0).

Remarque 2.3.L’équation fondamentale traduit la dynamique de fonctionnement du réseau de Petri.

2.2.4 Ensemble des marquages accessibles

Soit N = (R,M0) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessiblesA(R ;M0) d’un
réseau de Petri marqué est l’ensemble des marquages que l’on peut atteindre à partir du marquage initial
M0 par une séquence de franchissement, c.-à-d.

A(R ;M0) = {Mi, ∃tM0
t→Mi}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe. Les sommets de ce
graphe correspondent aux marquages accessibles deA(R ;M0). Un arc orienté relie deux sommets
Mi etMj s’il existe une transitiont franchissable permettant de passer d’un marquage à un autre :

Mi
t→ Mj . La figure2.3 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri de la

figure2.1avec un marquage initialM0 = (0, 1, 0).
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Figure 2.3 –Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de la figure2.1.

2.2.5 Modélisation des systèmes à événements discrets

Le formalisme des réseaux de Petri est très puissant, il permet de représenter une grande variété de
comportement des systèmes réels mettant en jeu des phénomènes de concurrence et de synchronisation.
Sur la figure2.4, nous avons représenté quatre structures de réseaux de Petri permettant de décrire ces
phénomènes.

• la figure2.4.(a) représente une structure dechoix. La placep1 a deux transitions en aval, notéest1
et t2. Le tir det1 ou det2 consommera le jeton de la placep1 et exclura donc le tir de l’autre. Une
telle configuration permet de modéliser un phénomène deconcurrence à la consommationcomme
par exemple le partage d’un processeur entre tâches concurrentes dans un système informatique ;

• la configuration de la figure2.4.(b) permet de représenter une concurrence à l’apport de jetons
dans une place, icip1 ;

• la configuration de la figure2.4.(c) permet de modéliser un phénomène desynchronisation. La
transitiont1 n’est franchissable que lorsque les placesp1 et p2 contiennent toutes les deux au
moins un jeton ;

• dans la structure de la figure2.4.(d), l’apport de jetons dans les placesp1 etp2 est synchronisé par
le tir de la transitiont1 et permet, par exemple, de modéliser l’initiation simultanée de différentes
tâches dans un système à événements discrets.

(a) concurrence à la
consommation

(b) concurrence à la
production

(c) synchronisation
dans la consommation

(d) synchronisation
dans la production

Figure 2.4 –Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.2.6 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé à un RdP fournit des indications essentielles sur le fonctionnement
du système qu’il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou infini, qu’il présente ou non
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des circuits, il reflète certaines des propriétés caractéristiques du système modélisé.

Définition 2.4 (Bornitude). Une placep ∈ P d’un réseau de Petri marqué(R,M0) estk-bornée (k ∈
N) si pour tout marquage accessibleM ∈ A(R;M0), le marquage de cette place vérifieM(p) ≤ k.
Dans le cas contraire, nous dirons quep est non-bornée. Enfin sip est1-bornée, on dit quep est binaire
(safe). Si on considère le Réseau de Petri de la figure2.1 on voit que pour le marquage initialM0 les
placesp1, p2 etp3 sont binaires (1-bornées) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’un RdP modélise un système manufacturier, certaines places représentent des convoyeurs ou
bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude du marquage du modèle est alors synonyme de
limitation de la taille des stocks internes du système. La bornitude du RdP reflète alors en quelque sorte
une propriété de "stabilité" du système de production modélisé.

Définition 2.5 (Vivacité). Étant donné un réseau de PetriR et un marquage initialM0, une transition
t estvivantepour le réseau marqué(R,M0) si pour tout marquageM accessible depuisM0, il existe
une suite de transitionss, comportant au moins une fois la transitiont, et telle ques soit franchissable
pourM.

Un réseau de Petri marqué(R,M0) est ditvivantsi toutes ses transitions sont vivantes.

La non-vivacité révèle souvent un problème de conception du système modélisé ; elle montre qu’une
partie du système n’est, à partir d’un état donné, plus sensible aux événements externes.

2.3 Les graphes d’événements temporisés

Suite à cette présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérêt va maintenant se porter sur une
sous-classe des réseaux de Petri : les graphes d’événements. On peut définir formellement les graphes
d’événements à partir des réseaux de Petri.

Définition 2.6 (Graphe d’événements).Un graphe d’événements est un réseau de Petri tel que toute
placep ∈ P a exactement une transition amont et une transition aval (nous nous restreignons au cas où
tous les arcs ont une valuation de1).

Notons que les graphes d’événements ne permettent pas de modéliser les situations de concurrence
telles que celles illustrées par les figures2.4.(a) et 2.4.(b). Néanmoins, cette sous-classe de réseaux
de Petri est intéressante pour de nombreuses applications où l’on doit essentiellement modéliser des
contraintes desynchronisation(voir figure2.4.(c) et figure2.4.(d)) entre plusieurs processus.

Remarque 2.7.Plusieurs études ont mis en évidence que des classes de réseaux de Petri plus générales
que celles des graphes d’événements temporisés peuvent être munies d’un modèle algébrique. Citons les
travaux de [Baccelli et al., 1995, Baccelli et al., 1996] sur les réseaux de Petri à choix libre2.

De même, dans [Cohen et al., 1998a], il est montré que les réseaux de Petri continus3 peuvent sous
certaines hypothèses être représentés par des récurrences polynomiales dans le demi-anneau (min, +).

2Cette classe de réseaux est très importante, car elle recouvre de nombreux cas réels. Il s’agit en fait de tous les cas où
le marquage d’une place autorise le franchissement de toutes ses transitions de sortie, et seule une intervention extérieure du
contexte permet de choisir l’action qui sera exécutée. Du point de vue du réseau, le choix reste libre.

3Version "continue" des réseaux de Petri pour lesquels les nombres des jetons sont des nombres réels au lieu de nombres
entiers.
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Pour les graphes d’événements pondérés plusieurs approches ont été envisagées. Les travaux de
Munier [Munier, 1993], consistent à modifier la structure du graphe d’événements pondéré afin de sup-
primer les pondérations des arcs pour, à la fin, aboutir à un simple graphe d’événements. Plus récem-
ment, [Trouillet et al., 2001] propose une alternative aux travaux de Munier ; l’idée est alors de mettre
en équation le comportement d’un graphe d’événements pondéré par l’intermédiaire d’une structure
"algébrique"(min, div) pour ensuite aboutir à une représentation linéaire au sens du dioïde(min, +).
L’avantage de ces travaux réside dans la fait que le graphe d’événements obtenu ne dépend pas du
marquage initial du graphe d’événements pondéré, contrairement à [Munier, 1993].

2.3.1 Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons brièvement quelques caractéristiques des graphes d’événements au travers des pro-
positions suivantes.

Proposition 2.8.Dans un graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit élémentaire est constant.

Démonstration.Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemin qui commence et se termine au
même sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant à un circuit élémentaire est franchie,
son franchissement prend un jeton dans une des places amont du circuit pour le remettre immédiatement
dans une autre place aval du circuit. L’opération de franchissement d’une transition d’un circuit laisse
donc invariant le nombre de jetons du circuit.

Proposition 2.9. SoitR un graphe d’événements etM0 son marquage initial, alors(R,M0) est vivant
si et seulement si tout circuit élémentaire contient une place initialement marquée.

Démonstration.Supposons qu’un circuit élémentaire d’un graphe d’événements ne soit pas initialement
marqué. En référence à la proposition2.8, ce circuit ne contiendra jamais de jeton et donc toutes ses
transitions sont en permanence non franchissables : le graphe d’événements n’est donc pas vivant.
Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition morte (qui n’est jamais tirée) pos-
sède obligatoirement en amont une transition également morte. En remontant ainsi d’une transition morte
à une autre située en amont, on aboutit inéluctablement à une transition appartenant à un circuit, circuit
qui est donc nécessairement sans jeton.

Remarque 2.10.Les graphes d’événements considérés dorénavant seront systématiquement vivants.

2.3.2 Introduction du temps dans les graphes d’événements

Les modèles de systèmes à événements discrets étudiés par la suite sont temporisés. Un graphe
d’événements est dittemporisé(GET) si à chaque placep ∈ P est associé un tempsθ(p), oùθ : P → N
est l’application qui à toute placep ∈ P associe sa temporisation. Un tempsθ(p) est interprété comme la
durée minimale de séjour d’un jeton dans la placep ; par exemple pour le graphe d’événements temporisé
de la figure2.5, le marquage initial de la place située entre les transitionsx1 etx2 étant nul, si la transition
x1 est franchie à la datet0, la transitionx2 n’est pas franchissable avant la datet0+3. De même, à chaque
transitiont ∈ T il est possible d’associer un tempsθ(t) représentant la durée minimale d’activation de
la transitiont. Il a été montré qu’il est toujours possible de se ramener au cas où seules les places sont
temporisées (cf. [Murata, 1989]).
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Exemple 2.11.Le graphe d’événements temporisé de la figure2.5peut représenter une cellule de pro-
duction fonctionnant comme suit : deux machines sont disponibles (les2 jetons dans la placeP2 signifient
que les2 machines sont libres) pour usiner des pièces. Les pièces sont amenées à l’une ou l’autre des
deux machines travaillant en parallèle (placeP3), le traitement d’une pièce prend au moins3 unités de
temps. A l’issue du traitement, la pièce finie est déposée dans un stockP4 (supposé de capacité infinie) et
la machine ayant traité la pièce redevient disponible (1 jeton revient dansP2), en attendant une nouvelle
pièce.

Figure 2.5 –Modèle GET d’une machine.

Remarque 2.12.Notons qu’au plus deux pièces peuvent être simultanément traitées, puisque d’après la
proposition2.8, le nombre de jetons dans un circuit est constant. Sur cet exemple, le régime permanent est
périodique : deux pièces sont traitées toutes les3 unités de temps, ce qui conduit à un taux de production
de 2

3 .

2.4 Représentation d’état des graphes d’événements temporisés

Le comportement dynamique d’un système tel que celui de la figure2.5 peut se représenter algé-
briquement de différentes façons. Classiquement, on considère la variation du marquage d’un réseau
de Petri, notée∆M, définie comme l’expression du produit d’une matriceW , appelée matrice d’inci-
dence, par un vecteur de tirs de transitions, notéS. L’évolution du marquage est représentée par une
équation de la formeMf = M0 + ∆M (cf. §2.2.4). Il s’agit du modèle mathématique le plus couram-
ment associé aux réseaux de Petri (le lecteur intéressé par ce modèle mathématique pourra se reporter à
[Murata, 1989]).

Si l’on se réfère à la figure2.5, la seule caractéristique que traduit une telle représentation concerne
l’état de la machineM (au sens logique) : machine libre ou occupée.

Pour pouvoir discuter des performances du système temporisé, c’est-à-dire déterminer son régime
transitoire et/ou son régime permanent, l’équipe(max, +) de l’INRIA a proposé dans [Cohen et al., 1985]
une modélisation considérant non pas l’état du marquage mais les dates de franchissements des transi-
tions.

2.4.1 Dateurs, forme implicite

Une façon naturelle de procéder consiste à associer à chaque transitioni, un dateurxi, qui est une
application croissantexi : Z → Zmax où, pour toutk ∈ Z, xi(k) ∈ Zmax désigne la date à laquelle
se produit lakième activation de la transitioni. Par convention, les événements (les tirs des transitions)
seront numérotés à partir de0 ; le tir n˚0 est le premier tir d’une transition. De plus,xi(k) = +∞
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signifie, par convention, que l’événement numéroték, ainsi que les événements suivants n’ont jamais eu
lieu. D’autre part, les jetons présents dans le graphe d’événements temporisé seront supposés disponibles
depuis "l’origine des temps" c’est-à-dire depuis la date−∞.

Pour introduire la mise en équation d’un graphe d’événements temporisé, on considère les exemples
élémentaires de la figure2.6, constitués de trois transitionst1, t2 et t3 et de deux placesp1 et p2 tempo-
risées avecθ(p1) = 1 etθ(p2) = 3.

(a) (b)

Figure 2.6 –Principe de la mise en équation du fonctionnement d’un graphe d’événements temporisé

Sur la figure2.6.(a), aucun jeton n’est présent initialement dans les places. La date au plus tôt de la
kième activation de la transitiont3 est donc conditionnée par la date de lakième activation det1 et de la
date de lakième activation det2. De plus il faut tenir compte du temps de séjour minimal d’un jeton dans
p1 et dansp2. Nous devons donc avoir

x3(k) ≥ 1 + x1(k) et x3(k) ≥ 3 + x2(k).

Finalement, on obtient donc pourx3(k) l’inéquation

x3(k) ≥ max (1 + x1(k), 3 + x2(k)) .

La figure2.6.(b) représente une situation plus générale, des jetons sont présents dans certaines places
à l’instant initial. Dans cette situation, la date au plus tôt de lakième activation det3 est conditionnée par
la date au plus tôt de la(k − 1)ième activation det1 (car un jeton est présent initialement dansp1) et par
la date au plus tôt de la(k − 2)ième activation det2 (car deux jetons sont présents initialement dansp2).
L’inéquation pourx3(k) peut alors s’écrire

x3(k) ≥ max (1 + x1(k − 1), 3 + x2(k − 2)) .

En appliquant ce principe au graphe de la figure2.5, on obtient le système





x1(k) ≥ max (x2(k − 2), u(k))
x2(k) ≥ 3 + x1(k)
y(k) ≥ x2(k)

Dans le dioïdeZmax = (Z ∪ {+∞,−∞}, max, +) où a ⊕ b = max(a, b) et a ⊗ b = a + b, ε =
−∞, e = 0, le système précédent se met sous la forme
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x1(k) º x2(k − 2)⊕ u(k)
x2(k) º 3⊗ x1(k)
y(k) º x2(k)

ou encore, matriciellement, cela s’écrit





(
x1(k)
x2(k)

)
º

(
ε ε
3 ε

)(
x1(k)
x2(k)

)
⊕

(
ε ε
ε ε

)(
x1(k − 1)
x2(k − 1)

)
⊕

(
ε e
ε ε

)(
x1(k − 2)
x2(k − 2)

)
⊕

(
e
ε

)
u(k)

y(k) º (
ε e

)(
x1(k)
x2(k)

)
.

Soit un système d’inégalités de la forme

x(k) º A0 ⊗ x(k)⊕A1 ⊗ x(k − 1)⊕A2 ⊗ x(k − 2)⊕B ⊗ u(k) (2.2a)

y(k) º C0x(k) (2.2b)

Alors, en notantM0(pi) le marquage initial pour toute placepi ∈ P et en posantM = max
pi∈P

(M0(pi)),

on obtient d’une manière générale un système de la forme :

x(k) º
M⊕

i=0

Aix(k − i)⊕
M⊕

j=0

Bju(k − j), (2.3a)

y(k) º
M⊕

l=0

Clx(k − l). (2.3b)

2.4.2 Forme explicite "ARMA", forme d’état

Dans le système d’inéquations (2.3) apparaît une inégalité sur l’étatx(k) et sur la sortiey(k). Cette
représentation n’est pas pleinement satisfaisante ; cependant un cas "limite" de fonctionnement appelé
fonctionnement au plus tôt peut être considéré. L’étude du fonctionnement "au plus tôt" 4 des graphes
d’événements temporisés est équivalent à l’étude des solutions minimales du système d’inéquations aux
dateurs (2.3).

Pour résoudre le système d’inéquations aux dateurs (2.3), on utilise les résultats du corollaire1.117
sur la résolution de systèmes du typex = ax⊕ b, la plus petite solution de(2.3a) étant donnée par

x(k) =
M⊕

i=1

Aix(k − i)⊕
M⊕

j=0

Bju(k − j), (2.4)

où A1 = A∗0A1, A2 = A∗0A2, . . . , B0 = A∗0B0, . . .. D’après le corollaire1.117, la plus petite solu-
tion de (2.3a) satisfait l’égalité, c’est-à-dire que l’équation (2.4) définit l’ensemble des dates au plus
tôt pour le fonctionnement du système. Ainsi, à partir de la donnée de la suite des vecteurs de com-
mandeu(1), u(2) . . . et de l’état initialx(0), (2.4) permet de déterminer successivement toutes les valeurs
x(1), x(2), . . . du vecteur d’état. L’équation(2.4) est l’analogue d’un modèle ARMA5.

4i.e. les transitions sont franchies dès qu’elles sont franchissables.
5Auto-Régressif à Moyenne Ajustée (Auto Regressive-Moving Average en anglais).
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A partir de la forme ARMA (2.4), il est toujours possible de passer à la forme suivant dite d’état :

x(k) = Ax(k − 1)⊕Bu(k) (2.5a)

y(k) = Cx(k) (2.5b)

Pour cela, il faut exprimer un graphe d’événements temporisé dont le comportement est équivalent à
celui représenté par (2.4) et tel que les matricesAi soient nulles pouri 6= 1 et tel que les matricesBj , Cl

soient nulles pouri, j > 0. Pour le graphe d’événements temporisé cela signifie :

• toute place située entre deux transitions internes doit contenir exactement un jeton ;

• toutes les places situées entre une transition source et une transition interne doivent être sans jeton ;

• toutes les places situées entre une transition interne et une transition puits doivent être sans jeton.

Ce qui revient à augmenter le vecteur d’état du système.

Par analogie avec la théorie des systèmes dynamiques linéaires, l’équation (2.5a) est l’équation d’état,
l’équation (2.5b) est l’équation d’observation (ou de sortie),x(.) ∈ Zn

max est le vecteur d’état,u(.) ∈
Zp

max est le vecteur d’entrée ou de commande ety(.) ∈ Zq
max est le vecteur de sortie ou d’observation.

De même on appelleA ∈ Zn×n
max la matrice d’état ou matrice dynamique,B ∈ Zn×p

max la matrice d’entrée
ou de commande,C ∈ Zq×n

max la matrice de sortie ou d’observation.

Remarque 2.13.En théorie des systèmes dynamiques linéaires, les équations d’état sont considérées
dans le domaine temporel (i.e. les systèmes sont décrits par des fonctions du tempst). L’analogue
consiste ici à associer à une transitionx ∈ T , la fonction t 7→ x(t) qui indique le nombre de tirs
de la transitionx ayant eu lieu jusqu’à la datet. Cette variable est appelée un "compteur" associé à la
transitionx. Ainsi, pour l’exemple de la figure2.5, en associant à chaque transitionx (resp. :u, y) une
variablex(t) (resp. :u(t), y(t)) représentant le nombre de tirs de la transitionx (resp. :u, y) jusqu’à
l’instant t, on obtient le système d’inéquations suivant en terme de compteurs :





x1(t) ≤ min (2 + x2(t), u(t))
x2(t) ≤ x1(t− 3)
y(t) ≤ x2(t)

Avec les notations du dioïdeZmin = (Z ∪ {+∞,−∞},min, +) (oùa⊕b = min(a, b) eta⊗b = a+b
et aveca º b ⇔ a⊕ b = a ⇔ a ≤ b), on peut écrire





x1(t) º 2⊗ x2(t)⊕ u(t)
x2(t) º x1(t− 3)
y(t) º x2(t)

En suivant la même démarche que pour les dateurs, on obtient un système pouvant s’écrire comme
(2.5), mais cette fois dans le dioïdeZmin et relativement aux fonctions compteurs. Les dioïdesZmax et
Zmin fournissent donc deux systèmes d’inégalités qui permettent de manière équivalente d’étudier la
dynamique du système modélisé.

2.4.3 Quelques éléments de théorie spectrale des matrices(max, +)

Dans cette partie, on rappelle certaines propriétés des matrices carrées à coefficients dans un dioïde.
Un des résultats essentiels est, pour une matriceA irréductible, l’existence d’une propriété decyclicité
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de la formeAn+c = λc ⊗ An, pourn assez grand, et oùλ est l’unique valeur propre de la matriceA.
Nous verrons que pour un GET en régime autonome, la cyclicité de la matriceA permet d’établir que
celui-ci atteint un régime périodique après un régime transitoire.

L’analyse spectrale de la matriceA vise donc à fournir un critère de performance sur le système
modélisé. Les résultats de la théorie spectrale des matrices(max, +) permettent donc d’aborder l’éva-
luation de performance des GET d’un point de vue algébrique. Le lecteur trouvera une démonstration
de ces résultats dans [Gondran and Minoux, 2001, §6], [Baccelli et al., 1992, §3.2.4],[Gaubert, 1992,
Gaubert, 1995] et [Terrason et al., 1998].

Considérons le système autonome suivant :

x(k) = Ax(k − 1) = Akx(0), (2.6)

Le problème de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres de la matrice carréeA s’exprime
comme la recherche de couples(λ, ν) où ν (avecν 6= ε) est appelévecteur propredeA pour lavaleur
propreλ, tels que

A⊗ ν = λ⊗ ν.

Pour l’évolution de l’état du système autonome, siλ est valeur propre deA et six(0) le vecteur d’état
initial est vecteur propre deA alors

x(k) = λx(k − 1) = λkx(0)

soit dans l’algèbre usuelle, pour chacune des transitioni du GET

xi(k) = λ + xi(k − 1) (2.7)

autrement dit, toutes les variables d’état sont incrémentées deλ lorsquek est incrémenté de1, l’inter-
prétation physique de(2.7) pour un GET représentant un système de production (cf. figure2.5) serait de
dire qu’une pièce est produite toutes lesλ unités de temps ;λ est donc l’inverse du taux de production,
c’est-à-dire le temps de cycle du GET. Pour ce cas particulier oùx(0) est un vecteur propre deA, le
régime permanent est atteint, sans passer par une phase de régime transitoire.

Théorème 2.14.Une matriceA ∈ (Zmax)
n×n irréductible6 admet une unique valeur propreλ égale au

rayon spectral

λ = ρ(A) =
n⊕

k=1

tr
(
Ak

)1/k
(2.8)

où tr
(
Ak

)
désigne la trace de la matriceAk, c’est-à-dire la somme (au sens de⊕) de ses éléments

diagonaux.

Remarque 2.15 (Cas réductible).Le cas plus général oùA est réductible a été également traité dans
[Gaubert, 1992]. Les résultats énoncés dans le cas réductible s’appuient sur une décomposition du
graphe de précédence deA en composantes fortement connexes, et une étude séparée de chacune des
composantes. Ce qui se dégage de cette étude est qu’il n’y a plus nécessairement unicité de la valeur
propre lorsqueA est réductible.

6G(A), le graphe de précédence associé àA, est fortement connexe.
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Remarque 2.16. Pour le calcul effectif du rayon spectral de la matriceA ∈ (Zmax)
n×n plusieurs

méthodes sont envisageables. Une méthode simple consiste à évaluer la formule(2.8). Une autre mé-
thode permettant de calculer la valeur propre d’une matrice consiste à appliquer un résultat dû à R.M
Karp (voir [Baccelli et al., 1992, §2.2.3],[ Gondran and Minoux, 1979]). En outre, une autre classe de
méthodes, dites d’itérations sur les politiques, sont plus rapides que l’algorithme de Karp ; le lecteur
intéressé pourra se reporter à [Terrason et al., 1998].

Le théorème qui suit montre qu’il est également possible de caractériser le taux de production direc-
tement à partir du graphe d’événements temporisé.

Théorème 2.17.Le taux de productionλ d’un graphe d’événements temporisé est caractérisé par

λ = min
circuits élémentaires

N(ci)
T (ci)

, (2.9)

où N(ci) dénote le nombre total de jetons du circuiti et T (ci) la somme des temporisations des places
du circuit i.

Exemple 2.18.Pour le GET de la figure2.5, on a

λ =
2
3
.

Remarque 2.19.Cette méthode de calcul consistant à énumérer les circuits du graphe et à calculer leur
poids moyen n’est praticable que pour des petits graphes.

Théorème 2.20 ([Cohen et al., 1983],[Chretienne, 1983]). Pour une matrice irréductibleA ∈ (Zmax)
n×n

de valeur propreλ, il existe deux entiersK et c tels que

∀k ≥ K, Ak+c = λc ⊗Ak,

l’entier c est appelé cyclicité deA.

Dans l’arithmétique traditionnelle, le théorème précédent signifie que, après un régime transitoire de
longueurK, le régime devient périodique, c’est-à-dire que

∀i , xi(k + c) = xi(k) + cλ.

2.5 Relation entrée-sortie d’un GET

Les différentes méthodes de commande que nous développerons dans les chapitres suivants s’ap-
puient essentiellement sur une représentation entrée-sortie des systèmes. Ce chapitre est donc consacré à
l’étude des différentes représentations les plus communément rencontrées dans la littérature.
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2.5.1 Réponse impulsionnelle

Partant de la forme d’état(2.5), le développement de la récurrence∀p ∈ N donne

y(k) = Cx(k)
= CAx(k − 1)⊕ CBu(k)
= CA2x(k − 2)⊕ CABu(k − 1)⊕ CBu(k)
= . . .

= CApx(k − p)⊕
p−1⊕
i=0

CAiBu(k − i).

En adoptant la conventionx(k) = ε et u(k) = ε pourk < 0, c’est-à-dire des conditions initiales
nulles, on peut réécrire le comportement entrée-sortie du GET

y(k) =
⊕
i∈Z

h(i)⊗ u(k − i) (2.10)

avec

h(i) =
{

ε si i < 0
CAiB sinon.

(2.11)

Il est possible de donner une interprétation des termes de la matriceh ∈ (Zmax)
q×p, oùq représente

le nombre de sorties etp le nombre d’entrées. L’élémenthij(k) est simplement la date duki-ème tir de la
sortieyi(.) dépendant de l’entréeuj(.) du type

uj(k) =
{

ε si k < 0
e sinon

(2.12)

toutes les autres entrées étantul(k) = ε, ∀l 6= j ∈ Z.
Une telle entréeuj(.) qui correspond au tir d’une infinité de jetons à la date0, peut être interprétée

comme l’équivalent d’uneimpulsionappliquée à l’entréeuj du GET et l’élémenthij(k) est alors la ré-
ponse impulsionnelle correspondante.

En considérant un GET mono-entrée mono-sortie, on peut remarquer que la sortie (2.10) correspond
alors à une convolution, plus exactement une sup-convolution (dans l’algèbre traditionnelle) de la réponse
impulsionnelle par l’entrée

y(k) =
⊕
i∈Z

h(i)⊗ u(k − i) = max
i=0,...,k

(h(i) + u(k − i)) def= (h ∗ u)(k). (2.13)

On remarque la forte analogie avec la relation entrée-sortie d’un système linéaire continu.

2.6 La transformée enγ

Les techniques de transformation jouent un rôle primordial dans l’étude des systèmes linéaires in-
variants. C’est le cas des transformées de Fourier ou Laplace pour les systèmes en temps continu. La
transformée enz est une particularisation pour les systèmes en temps discret. Elle est aux systèmes en
temps discret ce que la transformée de Laplace est aux systèmes en temps continu. La propriété la plus
remarquable est la mise en concordance de la convolution avec un produit dans le domaine transformé.
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La transformée enγ rappelée ici joue un rôle analogue à la transformée enz. En effet, elle va permettre
de transformer les sup-convolutions (présentées précédemment) en des produits de séries formelles. La
structure algébrique qu’il convient d’utiliser pour une telle représentation est en conséquence celle d’un
dioïde de séries formelles (cf. exemple1.81).

2.6.1 Définition

Pour un dateur{d(k)}k∈Z, la transformée enγ, notéeD(γ) est définie comme la série formelle

D(γ) =
⊕

k∈Z
d(k)γk.

Supposons deux dateurs reliés par l’égalitéx1(k) = x2(k − n0), ce qui correspond à deux transitions
séparées par une place contenantn0 jetons. La transformée enγ de chacun des dateurs est

X1(γ) =
⊕

k∈Z
x1(k)γk

=
⊕

k∈Z
x2(k − n0)γk

= γn0
⊕

k∈Z
x2(k − n0)γ(k−n0)

= γn0X2(γ).

Il apparaît que multiplier une série enγ parγn0 revient à décaler la séquence den0 unités. Il est donc pos-
sible d’interpréter l’opérateurγ comme opérateur de décalage "événementiel", ce que l’on écrit parfois
γx(k) = x(k − 1). Ceci est illustré par la figure2.7.

Figure 2.7 –Opérateur de décalage "événementiel"

Remarque 2.21 (DioïdeZmax[[γ]]). Comme il a été rappelé dans l’exemple1.81, un ensemble de séries
formelles à coefficients sur un dioïde complet peut également être muni d’une structure de dioïde complet
dont la loi⊕ est la somme de séries formelles et la loi⊗ le produit de séries formelles. La transformée
enγ des dateurs peut donc être considérée comme appartenant à un dioïde de séries formelles enγ.

Nous noteronsZmax[[γ]] le dioïde complet des séries formelles enγ à coefficients dansZmax et
exposants dansZ. L’élément neutre de l’addition deZmax[[γ]] est la sérieε(γ) =

⊕
k∈Z εγk (où ε =

−∞ est l’élément neutre de l’addition dansZmax) et l’élément neutre de la multiplication est la série
e(γ) = eγ0 (oùe = 0 est l’élément neutre de la multiplication deZmax).

2.6.2 Propriétés de la transformée enγ

Linéarité : La linéarité de la transformation signifie que la transformée d’une séquence obtenue par
combinaison linéaire d’autres séquences n’est rien d’autre que la combinaison linéaire (au sens du dioïde)
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des transformées correspondantes. Si

x(k) = ax1(k)⊕ bx2(k)

alors
X(γ) =

⊕

k∈Z
x(k)γk

= a

(⊕

k∈Z
x1(k)γk

)
⊕ b

(⊕

k∈Z
x2(k)γk

)

= aX1(γ)⊕ bX2(γ).

Convolution : Cette propriété est une des plus importantes et justifie à elle seule l’usage qui est fait de
la transformée enγ pour étudier les systèmes(max, +)-linéaires. Siy(k) est obtenu par convolution de
x(k) etg(k), on a

y(k) =
⊕

i∈Z
x(i)⊗ g(k − i).

La transformée enγ dey(k), soitY (γ), est obtenue par

Y (γ) =
⊕

k∈Z
y(k)γk

=
⊕

k∈Z

⊕

i∈Z
x(i)⊗ g(k − i)γk

=

[⊕

i∈Z
x(i)γi

]
⊗

[⊕

k∈Z
g(k − i)γ(k−i)

]

= X(γ)⊗G(γ).

2.6.3 Matrice de transfert

Nous avons vu au paragraphe2.4que, pour un GET, il était toujours possible d’obtenir une représen-
tation d’état canonique (2.5). Considérons la transformée enγ des dateursu(.), x(.) ety(.) de l’équation
(2.5a) ; on a

X(γ) = γAX(γ)⊕BU(γ).

Il s’agit d’une équation implicite. Le résultat du corollaire1.117donne la plus petite solution

X(γ) = (γA)∗BU(γ).

En reportant cette solution dans l’équation (2.5b), on obtient

Y (γ) = C(γA)∗BU(γ) = H(γ)U(γ) avec H(γ) = C(γA)∗B.

Cette equation exprime le comportement entrée-sortie du système. La série formelle

H(γ) = C(γA)∗B ∈ (
Zmax[[γ]]

)q×p
, (2.14)

est appeléesérie (ou matrice) de transfertdu système. On peut noter queH(γ) correspond bien à la
transformée enγ de la réponse impulsionnelle (2.11). On observe aussi que la sup-convolution (2.13)
de la réponse impulsionnelleh(.) par le signal d’entréeu(.) a été transformée en un produit des séries
formellesC(γA)∗B etU(γ).
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Exemple 2.22.Pour l’exemple de la figure2.5, on obtient la représentation par des séries formelles en
γ suivante 




X(γ) = =
(

ε γ2

3 ε

)
X(γ)⊕

(
e
ε

)
U(γ)

Y (γ) =
(
ε e

)
X(γ)

Le calcul de la matrice de transfertH(γ) = C(γA)∗B donneH(γ) = (3γ2)∗3.

Pour le système décrit dans l’exemple précédent, nous considérons le signal d’entréeU(γ) = e =
eγ0, la sortie résultante vautY (γ) = H(γ)U(γ) = (3γ2)∗3⊗e = (3γ2)∗3 = H(γ). Autrement dit, pour
U(γ) = e (entrée impulsionnelle), la sortieY (γ) coïncide avec la réponse impulsionnelle du système.
On peut alors penser queU(γ) = e correspond à la transformée enγ du signalu(k) décrit dans la partie
précédente (eq.2.12, §2.5.1).

Mais, la transformée enγ de ce signal correspondrait à la série formelle suivanteU(γ) = e ⊕ γ ⊕
γ2⊕ . . . = γ∗ (i.e. une infinité de jetons à la date0). Il apparaît immédiatement queeγ0 6= γ∗, cependant
il est possible de justifier le fait quee ∼ γ∗ dans le contexte des GET, mais il faut pour cela introduire
un nouveau dioïdeD[[γ]].

2.6.4 Filtrage des trajectoires monotones

Le dioïdeZmax[[γ]] permet de coder tous types de trajectoire. Or, par définition, l’évolution des da-
teursxi(k) associés aux transitions des GET sont monotones : leki-ème tir d’une transition est toujours
postérieur au(k − 1)i-ème. Par conséquent, le modèle mathématique utilisé pour représenter le compor-
tement d’un GET doit tenir compte de ce caractère monotone.

La propriété de monotonie d’une trajectoire de dateurd(k) se traduit par

∀k ∈ Z, {d(k) º d(k − 1)} ⇐⇒ {d(k) = d(k)⊕ d(k − 1)}.

En passant à la transformée enγ et en accord avec le corollaire1.117, on obtient donc, comme caracté-
risation de cette propriété,

{D(γ) = D(γ)⊕ γD(γ)} ⇐⇒ {D(γ) = γ∗D(γ)}.

Autrement dit, pour pouvoir prendre en compte les qualités de monotonie des séries formelles associées
aux transitions d’un GET, il nous faut considérer, parmi les séries deZmax[[γ]], celles qui restent inva-
riantes lorsqu’on les multiplie par la sérieγ∗. Cette propriété laisse entrevoir un début d’explication au
fait que pour un GET, on ae ∼ γ∗. Le théorème suivant précise cette notion et montre que cet en-
semble de "séries croissantes" a également une structure de dioïde qui est en outre isomorphe à un dioïde
quotient.

Théorème 2.23.

1. Le sous-ensembleγ∗Zmax[[γ]] des éléments de la formeγ∗D(γ) est un dioïde d’élément neutre
ε(γ) pour l’addition etγ∗ pour la multiplication. Ce dioïde sera notéD[[γ]].

2. Soit la congruenceRγ∗ suivante définie surZmax[[γ]] par

{D1(γ)Rγ∗D2(γ)} ⇐⇒ {γ∗D1(γ) = γ∗D2(γ)}.

Chaque classe du dioïde quotientZmax[[γ]]/Rγ∗ contient un plus grand élément qui appartient à
D[[γ]].
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3. Les dioïdesD[[γ]] etZmax[[γ]]/Rγ∗ sont isomorphes.

Démonstration.

1. il faut remarquer que l’ensembleD[[γ]] est stable pour la somme et le produit deZmax[[γ]] et admet
ε(γ) comme élément neutre pour l’addition etγ∗ comme élément neutre pour la multiplication
(γ∗γ∗ = γ∗). Cet ensemble a donc une structure de dioïde complet. En revanche, on peut remar-
quer que l’élément neutre pour la multiplication dansD[[γ]] (égal àγ∗) est différent de celui de
Zmax[[γ]] (égal àe), doncD[[γ]] n’est pas un sous-dioïdeZmax[[γ]] ;

2. SoitD1 un élément deZmax[[γ]], alors l’élémentγ∗D1 est dans la même classe d’équivalence que
D1 et il est aussi plus grand queD1 puisqueγ∗ º e. De plus, si on suppose qu’il existe un autre
élémentD2 ∈ D[[γ]] dans la même classe d’équivalence queD1, alors on peut écrireD2 = γ∗D3 et
γ∗D2 = γ∗D1. Commeγ∗γ∗ = γ∗, γ∗D2 = γ∗D3 = D2 d’où D2 = γ∗D1, ceci prouve l’unicité
de l’élémentγ∗D1 ∈ D[[γ]] appartenant à la même classe d’équivalence queD1. Finalement,
supposons qu’il existeD4, un autre élément deD[[γ]], qui soit plus grand queD1 ∈ Zmax[[γ]] ;
alorsD4 = γ∗D5 º D1 etγ∗D4 = γ∗D5 = D4 º γ∗D1, ce qui montre queγ∗D1 ∈ D[[γ]] est le
plus grand élément de la classe d’équivalence deD ∈ Zmax[[γ]].

3. Soit l’homomorphismeΠ : x 7→ γ∗x. D’après le théorème1.96, l’application[x]Π 7→ Π(x) définit
un isomorphisme du dioïdeZmax[[γ]]/Rγ∗ dansD[[γ]].

Ce théorème permet de conclure que le (véritable) dioïde des "transformées enγ des applications
dateurs" est donc le dioïdeD[[γ]] et nonZmax[[γ]]. Ce théorème permet aussi de justifier le fait quee est
équivalent àγ∗, c’est-à-dire que l’arrivée d’une infinité de jetons à la date0 peut-être codéee alors que,
normalement cette situation devrait être codéeγ∗.

2.6.5 Simplifications

Puisque les trajectoires de tir des GET sont codées par des séries deD[[γ]] et que ce dioïde est iso-
morphe àZmax[[γ]]/Rγ∗ , on manipulera indifféremment des séries deD[[γ]] ou des classes deZmax[[γ]]/Rγ∗ .

D’après le théorème1.95, les opérations d’addition et de multiplication sur les classes deZmax[[γ]]/Rγ∗

ne dépendent pas des séries deZmax[[γ]] choisies pour représenter ces classes. On peut donc ramener les
opérations surZmax[[γ]]/Rγ∗ à des opérations surZmax[[γ]] pour des représentants quelconques.

Par la suite, on adoptera la simplification d’écriture consistant à omettre les crochets[.]/Rγ∗ pour

désigner un élément deZmax[[γ]]/Rγ∗ . Les éléments manipulés seront donc tacitement des classes, bien
que les écritures employées ne fassent figurer que des représentants particuliers de ces classes.

En remarquant que surZmax[[γ]], on a

γ∗(γn ⊕ γn′) = γ∗γmin(n,n′),

en appliquant l’allégement d’écriture proposé précédemment, on peut écrire la règle de simplification
suivante surZmax[[γ]]/Rγ∗ :

γn ⊕ γn′ = γmin(n,n′). (2.15)

Remarque 2.24.La manipulation des représentants deZmax[[γ]]/Rγ∗ peut donc être assimilée à la ma-

nipulation des éléments deZmax[[γ]] à laquelle on ajoute la règle de simplification(2.15). De même
cette règle admet une interprétation simple en terme graphique. Par exemple, les graphes d’événements
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temporisés de la figure2.8.(a) sont équivalents du point de vue de la relation entrée-sortie, c’est-à-dire
qu’ils réalisent la même application au plus tôtu 7→ y.

(a) (b)

Figure 2.8 –Interprétation graphique des règles de simplification

2.6.6 Transformée enδ

Dans le domaine temporel (voir remarque2.13), la situation est complètement duale, puisque une
variable compteur{c(t)}t∈Z est une application croissante :Z → Zmin. Si on noteδ l’opérateur de
décalage, on a

C(δ) =
⊕
t∈Z

c(t)δt.

De même que précédemment, la propriété de monotonie (on se souviendra que l’ordre dans le dioïde
Zmin est l’inverse de l’ordre naturel, i.e.,a º b ⇔ a ⊕ b = a ⇔ a ≤ b) d’une trajectoire de compteur
c(t) se traduit par

∀t ∈ Z, {c(t + 1) ¹ c(t)} ⇐⇒ {c(t) = c(t)⊕ c(t + 1)} .

En passant à la transformée enδ, on obtient donc

{
C(δ) = C(δ)⊕ δ−1C(δ)

} ⇐⇒ {
C(δ) = (δ−1)∗C(δ)

}
.

Exemple 2.25.Pour l’exemple de la figure2.5, on obtient la représentation par des séries formelles en
δ suivante 




X(δ) = =
(

ε 2
δ3 ε

)
X(δ)⊕

(
e
ε

)
U(δ)

Y (δ) =
(
ε e

)
X(δ)

Le calcul de la matrice de transfertH(δ) = C(δA)∗B donneH(δ) = (2δ3)∗δ3.

Dans le paragraphe§2.6.4, nous avons vu qu’il était possible de "filtrer" les éléments deZmax[[γ]]
pour ne garder que ceux qui présentent une propriété de monotonie de leur trajectoire, on est alors arrivé
à une structure algébriqueD[[γ]] possédant la règle de simplification (2.15). De la même manière, en
considérant une représentation dans le domaine temporel et les transformées enδ correspondantes, et
en réalisant un filtrage analogue sur les éléments monotones, on aboutit à un dioïde notéD[[δ]]. Il est
possible de montrer que toutes les manipulations précédentes en dateurs admettent des versions duales
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dans le dioïdeD[[δ]]. De même que pour le dioïdeD[[γ]] il est possible de munir le dioïdeD[[δ]] de la règle
de simplification suivante (duale deγn ⊕ γn′ = γmin(n,n′)) :

δt ⊕ δt′ = δmax(t,t′). (2.16)

On peut voir sur la figure2.8.(b), une interprétation graphique de cette règle.

Remarque 2.26.On peut se demander si l’une des deux représentations est plus appropriée pour la
description des GET. L’approche dateur présente l’avantage de ne s’intéresser qu’à l’occurrence des
tirs.

L’approche compteur, quant à elle, dépend d’un pas d’observation temporel. Cette approche semble
donc plus naturelle par analogie avec la théorie des systèmes à temps discrets conventionnels. De
plus, elle permet une meilleure cohabitation avec les modélisations de RdP à choix libre proposées
par [Baccelli et al., 1995, Baccelli et al., 1996].

A notre avis seule l’application permet de trancher pour l’une ou l’autre des représentations. Donc,
pour un GET, soit on applique les règles de simplification de la transformée enγ (2.15), soit les règles
de simplification de la transformée enδ (2.16).

Une représentation dite bi-dimensionnelle à été introduite dans [Baccelli et al., 1992, Cohen, 1998b].
Dans cette représentation, les opérateursγ et δ sont traités de façon symétrique. Elle permet alors de
repousser le choix de la représentation et se révèle être fort élégante. Dans cette représentation, nous ma-
nipulerons des séries formelles en deux variables commutativesγ et δ à exposants dansZ et coefficients
dans le dioïde de BooleB, cet ensemble de séries formelles est un dioïde appeléB[[γ, δ]].

2.7 Représentation bi-dimensionnelle : dioïdeMax
in [[γ, δ]]

Nous rappelons ici la démarche qui permet de coder les trajectoires de tir des GET par des séries
formelles en deux variables commutatives,γ et δ, à exposants dansZ et à coefficients booléens. Les
aspects événementiel et temporel d’un GET sont alors considérés de manière symétrique.

Nous rappelons tout d’abord formellement comment certaines séries en ces deux variables commu-
tatives permettent la prise en compte de la monotonie des trajectoires de tir.

2.7.1 DioïdeB[[γ, δ]]

Définition 2.27 (DioïdeB[[γ, δ]]). On appelleB[[γ, δ]] le dioïde des séries formelles commutatives à
coefficients booléens en deux indéterminéesγ et δ et à exposants dansZ. Une série formelle deB[[γ, δ]]
s’écrira de manière unique

s =
⊕

n,t∈Z
s(n, t)γnδt ; (2.17)

avecs(n, t) = e ouε, B[[γ, δ]] est un dioïde complet.

Le support d’une séries est la partie deZ2 suivante

Supp(s) =
{
(n, t) ∈ Z2 | s(n, t) 6= ε

}
.



CHAPITRE 2 — Comportement linéaire des GET dans les dioïdes 57

2.7.2 Construction du dioïdeMax
in [[γ, δ]]

Il reste maintenant à traduire les règles de simplification (2.15) - (2.16) dans le dioïdeB[[γ, δ]]. Tout
d’abord, remarquons que si on associe au couple(n, t) l’information : "l’événementn a eu lieuau plus
tôt à l’instantt", alors(n, t) domine toutes les paires d’informations(n′, t′) telles quen′ ≥ n et t′ ≤ t.
Par conséquent la séries = γnδt devrait être équivalente à la séries′ de support

Supp(s′) =
{
(n′, t′) ∈ Z2 | n′ ≥ n, t′ ≤ t

}
=

{
(n + x, t− y) | (x, y) ∈ N2

}
.

Cela peut être traduit par

s′ =
⊕

(x,y)∈N2

γn+xδt−y = s (γ)∗
(
δ−1

)∗
.

On considère l’application

ϕ : B[[γ, δ]] → B[[γ, δ]] , ϕ(s) = s (γ)∗
(
δ−1

)∗
,

ϕ est une fermeture (ϕ ◦ ϕ = ϕ et ϕ º Id). En considérant l’applicationϕ, on peut donner la relation
d’équivalence suivante :

∀s, s′ ∈ B[[γ, δ]] , s ≡ s′ ⇐⇒ ϕ (s) = ϕ (s′) .

Définition 2.28 (DioïdeMax
in [[γ, δ]]). Nous appelonsMax

in [[γ, δ]] le dioïde quotientB[[γ, δ]]/Rϕ
. Dans

[Baccelli et al., 1992] il est montré queMax
in [[γ, δ]] est isomorphe àD[[γ]] et àD[[δ]].

Cela signifie que les classes deMax
in [[γ, δ]] sont également bien adaptées à la représentation des

trajectoires de tir d’un graphe d’événements temporisé.
Avant de présenterMax

in [[γ, δ]] comme outil de modélisation, nous rappelons quelques caractéristi-
ques de ce dioïde.

2.7.3 Manipulation des éléments deMax
in [[γ, δ]] et règles de simplification

La somme et le produit des classes deMax
in [[γ, δ]] étant indépendants des représentants deB[[γ, δ]]

choisis (th.1.95), un élément deMax
in [[γ, δ]] sera désigné par un représentant quelconque dansB[[γ, δ]].

La manipulation des éléments deMax
in [[γ, δ]] se fait donc avec les règles de somme et de produit du

dioïdeB[[γ, δ]] auxquelles on ajoute les règles de simplifications issues de (2.15) et (2.16) suivantes

γnδt ⊕ γn′δt = γmin(n,n′)δt (2.18)

γnδt ⊕ γnδt′ = γnδmax(t,t′) (2.19)

Rappelons les principales caractéristiques de ce dioïde.Max
in [[γ, δ]] est un dioïde complet distributif d’élé-

ment neutreε = ε(γ, δ) (la série nulle deB[[γ, δ]]) pour la loi⊕ et d’élément maximum> = (γ−1)∗δ∗.

Remarque 2.29.On utilisera parfois abusivement les notations suivantes pour le plus petit et le plus
grand élément deMax

in [[γ, δ]] : ε = γ+∞δ−∞ et> = γ−∞δ+∞.

Du fait de la structure de quotient deMax
in [[γ, δ]], il est possible de donner plusieurs expressions de

l’élément neutree pour la multiplication

e = γ∗(δ−1)∗ = γ∗ = (δ−1)∗ = γ0 = δ0 = γ0δ0.
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Ces éléments sont effectivement "équivalents" moduloRϕ (mais ne sont évidemment pas identiques en
tant qu’éléments deB[[γ, δ]]). L’ordre naturel¹ défini surMax

in [[γ, δ]] à partir de la loi⊕ permet d’établir
l’équivalence suivante

γnδt ¹ γn′δt′ ⇐⇒ n ≥ n′ et t ≤ t′.

Enfin, puisqueMax
in [[γ, δ]] est complet, tout couplea, b ∈Max

in [[γ, δ]] admet un plus grand minorant noté
a ∧ b. Dans le cas oùa et b sont des monômes, on obtient la relation

γnδt ∧ γn′δt′ = γmax(n,n′)δmin(t,t′) (2.20)

qui permet d’établir la borne inf de deux monômes deMax
in [[γ, δ]].

2.7.4 Représentation graphique des éléments deMax
in [[γ, δ]]

Nous nous appuyons sur la représentation des éléments deB[[γ, δ]] pour définir une représentation
graphique des éléments deMax

in [[γ, δ]].
Il paraît naturel de représenter une série deB[[γ, δ]] par la collection des points(n, t) du planZ2

appartenant au support de cette série. Pratiquement, la sérieγ1δ4 ⊕ γ2δ3 ∈ B[[γ, δ]] sera représentée par
les points de coordonnées(1, 4) et (2, 3) deZ2.

Pour un éléments ∈ B[[γ, δ]], on représente dans le planZ2 l’ensembleSupp(s).

Représentant maximal Comme l’applicationϕ est une fermeture, tout élémenta ∈Max
in [[γ, δ]] vérifie

l’égalité a = ϕ(a) = γ∗(δ−1)∗a. En particulier,γ∗(δ−1)∗a est le plus grand élément de la classe dea
dansB[[γ, δ]]. Graphiquement, le représentant dansZ2 deγ∗(δ−1)∗a est en quelque sorte le représentant
qui "couvre" la plus grande surface deZ2, c’est-à-dire qui inclut effectivement tous les représentants
possibles de cette classe. Ce représentant maximal de la classe dea ∈Max

in [[γ, δ]] étant canonique, il sera
choisi pour représenter graphiquement l’élémenta.

Prenons un monômeγnδt deMax
in [[γ, δ]]. Le représentant maximal de ce monôme est l’élément

γnδtγ∗(δ−1)∗. Multiplier γnδt par γ∗(δ−1)∗ revient simplement à "attacher" au point de coordonnées
(n, t) tous les points contenus dans le cône sud-est de sommet(n, t) du plan. Pour un élément quelconque
a =

⊕
(ni,ti)∈A γniδti deMax

in [[γ, δ]], le représentant graphique dea est donc l’union des cônes sud-est
de sommet(ni, ti) ∈ A.

On obtient la correspondance suivante entre les opérations sur les monômes deMax
in [[γ, δ]] et sur les

cônes deZ2:

1. la somme de deux monômesγnδt et γn′δt′ est représentée graphiquement par l’union des cônes
sud-est de sommets respectifs(n, t) et (n′, t′).

2. le produit de deux monômesγnδt et γn′δt′ est représenté par le cône de sommet(n + n′, t + t′)
(ce qui correspond au cône dont le sommet est la somme vectorielle des sommets(n, t) et(n′, t′)).

3. l’inf de deux monômesγnδt et γn′δt′ est représentée par l’intersection des cônes sud-est de som-
mets respectifs(n, t) et (n′, t′).
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Figure 2.9 –Représentation graphique des opérations surMax
in [[γ, δ]].

Représentant minimal Tout élément deMax
in [[γ, δ]] admet un représentant maximal dansB[[γ, δ]]. En

revanche, il est montré, notamment dans [Baccelli et al., 1992], que seuls certains éléments deMax
in [[γ, δ]]

admettent un représentant minimal dansB[[γ, δ]]. Graphiquement, on obtient ce représentant minimal en
ne codant que les sommets du représentant deMax

in [[γ, δ]]. A titre d’exemple, pour l’élémentγ1δ4⊕γ2δ3

deMax
in [[γ, δ]], l’élémentγ∗(δ−1)∗γ1δ4 est le représentant maximal (graphiquement, correspond à toute

la surface du cône de sommet(1, 4)) et γ1δ4 est son représentant minimal (seulement le sommet du
cône).

Le représentant minimal est également le représentant obtenu après avoir effectué toutes les simplifi-
cations d’écritures résultant des règles (2.15) et (2.16). On présentera par la suite, systématiquement, les
résultats sous leur forme minimale, lorsqu’elle existe.

2.7.5 Exemples de calculs sur des polynômes deMax
in [[γ, δ]]

On noteraMax
in [γ, δ] l’ensemble des polynômes deMax

in [[γ, δ]], c’est-à-dire l’ensemble des éléments
à support fini (cf exemple1.82). On propose ici quelques calculs sur des polynômes de manière à se
familiariser avec cette structure algébrique.

Soita, b ∈Max
in [γ, δ], a = γ1δ1⊕ γ3δ4 etb = γ2δ2⊕ γ4δ3⊕ γ5δ5. On peut vérifier graphiquement

(figure2.10) que ces éléments sont sous leur forme minimale.

a⊕ b = γ1δ1 ⊕ γ2δ2 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ5δ5 (on remarque en effet queγ4δ3 ¹ γ3δ4).

a⊗ b = (γ1δ1 ⊕ γ3δ4)⊗ (γ2δ2 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ5) = γ3δ3 ⊕ γ5δ4 ⊕ γ6δ6 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ7 ⊕ γ8δ9.

En remarquant queγ5δ4 ⊕ γ6δ6 ¹ γ5δ6, on obtient le représentant minimal

a⊗ b = γ3δ3 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ7δ7 ⊕ γ8δ9.

Enfin, on obtient la borne inf de ces éléments

a ∧ b = γ2δ1 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ4.

Nous terminons cette présentation en évoquant le moyen pratique de calculer la résiduéea◦\b.
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Les monômesγnδt deMax
in [[γ, δ]] sont inversibles :(γnδt)−1 = γ−nδ−t. En s’appuyant sur la rela-

tion (f.8), la résiduée d’un élément quelconqueb par un monômeγnδt est donc obtenue par

γnδt◦\b = γ−nδ−t ⊗ b.

D’autre part, puisque un élémenta deMax
in [[γ, δ]] s’écrit comme une somme de monômes (finie ou

infinie), soita =
⊕

i∈I γniδti , on peut écrire explicitement d’après (f.5)

a◦\b = (
⊕

i∈I

γniδti)◦\b =
∧

i∈I

γ−niδ−tib = γ−n1δ−t1b ∧ γ−n2δ−t2b ∧ . . . .

Lorsquea et b sont des polynômes, le calcula◦\b revient à calculer la borne inf d’un nombre fini de
polynômes.

Aveca = γ1δ1 ⊕ γ3δ4 et b = γ2δ2 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ4 on obtient

a◦\b = γ−1δ−1b ∧ γ−3δ−4b

= (γ1δ1 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ4δ3) ∧ (γ−1δ−2 ⊕ γ1δ−1 ⊕ γ2)
= γ1δ−1 ⊕ γ2.

Figure 2.10 –Manipulation de polynômes deMax
in [γ, δ].

2.7.6 Modélisation des graphes d’événements temporisés surMax
in [[γ, δ]]

La démarche, similaire à celle adoptée pour le codage dansD[[γ]] ouD[[δ]], est la suivante :

1. les trajectoires de tir des transitions du GET sont codées par des éléments deMax
in [[γ, δ]]

2. d’un point de vue dynamique, le GET peut alors être vu comme un système induisant des déca-
lages (événementiels et temporels) sur ces trajectoires, les opérateurs permettant de caractériser
ces décalages étant l’opérateurγ dans le domaine événementiel et l’opérateurδ dans le domaine
temporel.
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On rappelle tout d’abord comment coder les trajectoires de tir d’un GET par des éléments deMax
in [[γ, δ]].

Soitx(γ, δ) un élément deMax
in [[γ, δ]] associé à une transitionx d’un GET. Le représentant maximal

dansB[[γ, δ]] de cet élément peut être écritx(γ, δ)γ∗(δ−1)∗ =
⊕

i∈I γniδti . Il faut interpréter chacun
des monômesγniδti dex(γ, δ)γ∗(δ−1)∗ comme une information élémentaire connue sur l’histoire de la
transitionx. L’information élémentaire associée au monômeγniδti est :

le tir numéroni de la transitionx a lieu au plus tôt à la dateti

En résumé, un élément deMax
in [[γ, δ]] représente une infinité d’informations élémentaires concernant

les tirs d’une transition, parmi lesquelles certaines peuvent sembler redondantes. Le représentant minimal
d’un élément deMax

in [[γ, δ]] associé à une transitionx tient lieu d’information "essentielle" concernant la
trajectoire de tir de cette transition. Autrement dit, connaissant le représentant minimal d’un élément de
Max

in [[γ, δ]] codant la trajectoire de tir d’une transition, on est capable de déduire à quelles dates ont eu
lieu effectivement les tirs, ou symétriquement, pour une date donnée, combien de tirs ont eu lieu à cette
date.

Exemple 2.30.Nous formulons ici la représentation d’état du GET de la figure2.5. On utilise la même
notation pour désigner les transitions et les éléments deMax

in [[γ, δ]] codant leurs tirs. Les trajectoires
sont reliées par les égalités suivantes :

x1 = γ2x2 ⊕ u
x2 = δ3x1

y = x2

ou encore sous forme matricielle




X =
(

ε γ2

δ3 ε

)
X ⊕

(
e
ε

)
U

Y =
(
ε e

)
X

Pour le calcul de la matrice de transfert, on peut procéder très simplement ; en effet on peut reporterx1

dans l’équationx2, on obtient alorsx2 = δ3
(
γ2x2 ⊕ u

)
= δ3γ2x2 ⊕ δ3u ; en appliquant le corollaire

1.117, on peut résoudre cette équation implicite, on a alorsx2 = (γ2δ3)∗δ3u. Finalement en reportant
x2 dans l’équation de sortie, on obtient comme matrice de transfertH = CA∗B = δ3(γ2δ3)∗.

Remarque 2.31.On souligne ici le lien qui apparaît entre les résultats fournis par la théorie spectrale
et l’expression du transfert du GET de la figure2.5.

Puisque les transitions internes(x1, x2) appartiennent à une même composante fortement connexe,
il y a un temps de cycle unique pour l’ensemble du graphe de la figure2.5. Le rayon spectralρ(A) fournit
alors le temps de cycle de ce circuit critique (c’est ici le seul circuit), soitρ(A) = 2

3 , ce qui correspond
à un taux de production de 2 jetons toutes les3 unités de temps.
On peut noter que l’expression du transfert donnée dans l’exemple précédent met également en évidence
ce résultat. En effet, la forme du transfert du GET de la fig.2.5 fait apparaître le caractère ultimement
périodique de la réponse impulsionnelle : cette période ultime est décrite par la présence d’une seule
étoile de monôme, ici(γ2δ3)∗.

2.8 Réalisabilité, rationalité et périodicité

L’objet de la dernière partie de ce chapitre est de rappeler que tout transfert de GET peut se repré-
senter par une matrice constituée de séries périodiques deMax

in [[γ, δ]].
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Les définitions sont ici fournies dans le dioïdeMax
in [[γ, δ]], mais s’étendent naturellement aux dioïdes

D[[γ]] etD[[δ]].

Définition 2.32 (Causalité).Une séries ∈ Max
in [[γ, δ]] est ditecausalesi s = ε (la série est nulle) ou si

son représentant minimal est à exposants dansN. Une matrice est dite causale si toutes ses composantes
sont causales.

Remarque 2.33.Ainsi γ2δ3 ⊕ γ3δ−4 est un élément causal deMax
in [[γ, δ]], son représentant minimal

(obtenu après simplification) étant le monômeγ2δ3. De manière générale, un élément deMax
in [[γ, δ]] est

causal si les sommets de son représentant graphique appartiennent au cadran Nord-Est du planZ2.

Notation 2.34 (Max+
in [[γ, δ]]). L’ensemble des séries causales deMax

in [[γ, δ]] est stable pour la somme
et le produit deMax

in [[γ, δ]]. Cet ensemble forme un sous-dioïde complet deMax
in [[γ, δ]] notéMax+

in [[γ, δ]]
par la suite. Notons que l’élément maximum deMax+

in [[γ, δ]] estδ∗.

Définition 2.35 (Rationalité). Un éléments ∈Max
in [[γ, δ]] est ditrationnelsi l’un de ses représentants au

moins peut être obtenu par un nombre fini d’opérations⊕,⊗ et ∗ à partir de l’ensemble{ε, e, γ, δ}. On
dira qu’une matrice à coefficients dansMax

in [[γ, δ]] est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.

Remarque 2.36.Par définition, un élément rationnel est également causal.

Définition 2.37 (Réalisabilité). Un éléments ∈ Max
in [[γ, δ]] est réalisables’il existe un GET mono-

entrée/mono-sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisément, s’il existe trois
matricesC,A, B de tailles respectivementq × n, n × n et p × n à coefficients dans l’ensemble{ε, e}
telles que cet élément puisse s’écrireCA∗B.

Définition 2.38 (Périodicité). Un éléments deMax
in [[γ, δ]] estpériodiques’il existe deux polynômesp

et q deMax
in [[γ, δ]]

p =
α⊕

i=0

γniδti et q =
β⊕

j=0

γNjδTj

et un monôme causalr = γνδτ tels que

s = p⊕ qr∗.

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque 2.39.Cette notion est illustrée sur la figure2.11. De plus, notons que cette définition de la
périodicité n’impose pas la causalité de la série.

Théorème 2.40 ([Cohen et al., 1989]). SoitH ∈Max
in [[γ, δ]]p×m. Sont équivalents

(i) H est réalisable
(ii) H est rationnelle
(iii) H est périodique et causale

Démonstration.Nous renvoyons le lecteur à [Cohen et al., 1989] pour une preuve exhaustive de ce ré-
sultat.
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Figure 2.11 –Représentation graphique de la séries = e⊕ γδ ⊕ γ2δ2 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ6(γ2δ2)∗.

Définition 2.41 (Pente ultime). La pente ultime d’une série périodiques = p ⊕ q(γνδτ )∗ est notée
σ∞(s) et est définie comme le ratioσ∞(s) = ν/τ .

Théorème 2.42.L’ensemble des séries périodiques deMax
in [[γ, δ]] est stable pour la somme, le produit,

l’inf et la résiduation. En outre, pours1 ets2 deux séries périodiques non dégénérées (telles queν1, ν2 6=
0 et τ1, τ2 6= 0), on obtient les résultats suivants

σ∞(s1 ⊕ s2) = min(σ∞(s1), σ∞(s2)),
σ∞(s1 ⊗ s2) = min(σ∞(s1), σ∞(s2)),
σ∞(s1 ∧ s2) = max(σ∞(s1), σ∞(s2)).

Siσ∞(s1) ≤ σ∞(s2) alors

σ∞(s2◦\s1) = σ∞(s1),

sinon,s2◦\s1 = ε.

Démonstration.L’étude des séries périodiques est abordée par Gaubert dans [Gaubert, 1992, Chap. 7,
Annexe A] et [Gruet, 1995]. Le lecteur y trouvera les preuves des résultats énoncés dans ce théorème.

Une partie du problème de synthèse de correcteurs, proposée dans les chapitres suivants de ce mé-
moire, repose sur le résultat suivant.

Proposition 2.43. L’injection canoniqueI+ : Max+
in [[γ, δ]] → Max

in [[γ, δ]] est résiduable. Sa résiduée
sera notéePr+.

Démonstration.Max+
in [[γ, δ]] est un sous-dioïde complet deMax

in [[γ, δ]] ; par conséquent, il est possible
d’appliquer directement la proposition1.48.

Le calcul pratique dePr+ est le suivant. Soits ∈Max
in [[γ, δ]] que l’on écrit

s =
⊕

i∈I

s(ni, ti)γniδti .
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Pr+(s) s’obtient simplement en "annulant" danss les monômes non causaux, c’est-à-dire à exposants
strictement négatifs, soit

Pr+(s) = Pr+(
⊕

i∈I

s(ni, ti)γniδti) =
⊕

i∈I

s+(ni, ti)γniδti ,

oùs+(ni, ti) =
{

s(ni, ti) si (ni, ti) ≥ (0, 0)
ε sinon

.

Exemple 2.44 (Calcul dePr+ sur un élément périodique). Pr+(γ−2δ−3(γδ)∗) = Pr+(γ−2δ−3 ⊕
γ−1δ−2 ⊕ δ−1 ⊕ γ ⊕ γ2δ ⊕ . . .) = γ(γδ)∗. Graphiquement, le représentant dePr+(s) ne conserve que
les sommets du représentant des contenus dans le cadran Nord-Est du planZ2 (voir figure3.1).

Figure 2.12 –Représentation graphique de l’opération de projectionPr+.

Remarque 2.45. Il faut garder à l’esprit quePr+ étant un projecteur (i.e.Pr+ ◦ Pr+ = Pr+), si une
séries est causale elle est invariante parPr+, c.-à-d.

s ∈Max+
in [[γ, δ]] ⇐⇒ s = Pr+(s).

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté différents dioïdes permettant la représentation du comporte-
ment des GET. Une part importante des résultats présentés concerne la représentation d’état de système
(max, +)-linéaire ainsi que la présentation du dioïdeMax

in [[γ, δ]].
Nous avons également introduit les caractéristiques périodiques de la réponse impulsionnelle d’un

graphe d’événements temporisé. En particulier, le calcul du transfert des GET se ramène à la ma-
nipulation de séries rationnelles pour lesquelles il existe des logiciels permettant leur manipulation
[SW2001, 2001].

Le prochain chapitre est consacré pour une partie au problème de la synthèse de correcteur pour les
GET et pour l’autre partie à l’étude de leur robustesse.



CHAPITRE3
Commande et analyse

de la robustesse de
systèmes(max, +)-linéaires

3.1 Introduction

De manière analogue aux systèmes continus, on entend par commande de systèmes à événements dis-
crets le pilotage d’un système par le contrôle de ses entrées afin d’atteindre des performances spécifiées
au préalable.

Historiquement, les premiers travaux sur la commande de GET, obtenus par une approche(max, +),
apparaissent dans [Cohen et al., 1989]. L’objectif de commande est alors un problème de poursuite d’une
trajectoire connuea priori. Autrement dit, il s’agit d’établir une trajectoire d’entrée pour le système telle
que la réponse en sortie "suive au mieux" une trajectoire de consigne correspondant au comportement dé-
siré en sortie du système. L’approche proposée dans [Cohen et al., 1989] permet d’établir la plus grande
commande d’entrée telle que la réponse en sortie soit inférieure ou égale à un signal de consigne notéz.
Elle est donc optimale vis-à-vis du critère de juste-à-temps1.

Plus récemment, le problème de poursuite de modèle a été considéré dans différents
travaux[Libeaut, 1996, Libeaut and Loiseau, 1996, Cottenceau, 1999, Lüders and Santos-Mendes, 2002,
Maia et al., 2003]. L’objectif est la synthèse d’un correcteur modifiant le comportement dynamique du
système en vue d’obtenir pour le système corrigé des performances spécifiées sous la forme d’un modèle
dit de référence. Le système, et le modèle de référence, sont généralement représentés par leur fonction
de transfert. On peut distinguer trois approches.

La première consiste à synthétiser un précompensateur placé en amont du système nominal en vue
d’approcher au mieux le modèle de référence [Libeaut, 1996, Libeaut and Loiseau, 1996],[Gruet, 1995].
Le correcteur recherché est le plus grand, ce qui lui confère un caractère optimal vis-à-vis du critère de
juste-à-temps.

La deuxième approche consiste en un problème de commande en boucle fermée. Il s’agit cette
fois de synthétiser un contrôleur de type retour de sortie ou retour d’état permettant au système en
boucle fermée d’atteindre au mieux le modèle de référence [Cottenceau, 1999, Cottenceau et al., 2001,

1Juste-à-temps est une traduction littérale du terme anglais "Just-in-time". On ne doit pas interpréter ce terme comme
"au dernier moment", mais comme la "quantité juste" (égale au besoin) au "temps voulu" (date du besoin). Dans les milieux
industriels, on parle de méthode de production en juste-à-temps (ou encore en flux tendus), cela consiste à acheter ou à produire
la quantité juste nécessaire (de façon a minimiser les stocks internes) au moment où on en a besoin (satisfaction de la demande
client).
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Lüders and Santos-Mendes, 2002]. Là encore, les correcteurs recherchés sont les plus grands. Ils sont
donc également optimaux par rapport au critère de juste-à-temps.

Enfin, dernièrement, une nouvelle structure de commande généralisant ces approches a été considé-
rée. Cette nouvelle structure améliore les performances des commandes précédentes. Elle est basée sur
l’utilisation simultanée d’un précompensateur et d’un retour de sortie [Maia et al., 2003].

Les commandes décrites précédemment sont déterminées à partir d’un modèle du système réel
souvent appelé modèle nominal. Ce modèle correspond dans la plupart des cas à une approximation de
la réalité. Ses carences peuvent être multiples, citons par exemple les incertitudes sur certains paramètres
du modèle, les variations paramétriques du système au cours du temps ou suivant les conditions de
fonctionnement. Enfin, des facteurs externes imprévisibles peuvent venir perturber le fonctionnement du
système en boucle fermée. Il est donc souvent nécessaire d’étudier la robustesse des lois de commande
mises en oeuvre, afin d’évaluer leur sensibilité à ces aléas.

L’objectif de ce chapitre est donc d’étudier la robustesse des lois de commandes décrites pré-
cédemment. Dans un premier temps, nous étudions la robustesse de la commande introduite dans
[Cohen et al., 1989], c’est-à-dire une commande de type poursuite de trajectoire. Il s’agit de caractériser
l’ensemble des systèmes préservant l’objectif de commande, c’est-à-dire l’ensemble des systèmes qui
respectent le critère de juste-à-temps. Nous montrons notamment que la commande optimale vis-à-vis
du système nominal l’est également pour tous les systèmes de cet ensemble.

Ensuite, nous abordons la robustesse des lois de commande en boucle fermée. Dans cette partie,
nous dégageons des marges "admissibles" pour le système en boucle fermée, c’est-à-dire que pour toutes
variations du système comprises dans ces marges l’objectif de commande est toujours réalisé. Nous
montrons plus particulièrement que le correcteur calculé pour le modèle nominal reste optimal pour tous
les systèmes compris dans ces marges.

Ce chapitre rassemble les contributions de [Lhommeau et al., 2001a, Lhommeau et al., 2001b].

3.2 Préliminaires algébriques

L’étude de la robustesse de la commande en boucle ouverte requiert l’examen de deux applications,
Λa etΨa définies sur des dioïdes complets.

Notation 3.1. On noteraΛa etΨa les applications définies par

Λa : D → C
x 7→ x◦\a,

(3.1)

et
Ψa : C → D

x 7→ a◦/x,
(3.2)

oùD etC sont des dioïdes complets.

Proposition 3.2. Le couple d’applications antitones(Λa, Ψa) établit une correspondance de Galois
entre les dioïdesD etC.

Démonstration.Montrons d’abord l’antitonie. CommeD etC sont des dioïdes complets, on a l’équiva-
lence suivante :x º y ⇔ x = x⊕ y ⇔ y = x ∧ y, alors

Λa(x) = Λa(x⊕ y) ⇔ x◦\a = (x⊕ y)◦\a = x◦\a ∧ y◦\a = Λa(x) ∧ Λa(y) (d’après (f.5)),
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doncx º y ⇒ Λa(x) = Λa(x) ∧ Λa(y) ⇐⇒ Λa(x) ¹ Λa(y). L’antitonie deΨa se démontre en
suivant la même démarche. Il reste à montrer queΛa ◦Ψa º IdC et queΨa ◦ Λa º IdD. On a

Λa ◦Ψa(x) = (a◦/x)◦\a º x(a◦\a) º x ⇐⇒ Λa ◦Ψa º IdC (d’après (f.7) et par (f.2) on a(a◦\a) º e),
Ψa ◦ Λa(x) = a◦/(x◦\a) º (a◦/a)x º x ⇐⇒ Ψa ◦ Λa º IdD (d’après (f.7) et par (f.2) on a(a◦/a) º e).

En accord avec la définition1.63le couple d’applications(Λa,Ψa) établit bien une correspondance de
Galois entreD etC.

On rappelle que si(D,¹) est un ensemble ordonné, on note par(Dop,¹Dop) l’ensemble ordonné
opposé, c’est-à-dire l’ensemble pour lequela ¹Dop b ⇔ a ºD b.

Corollaire 3.3. Soient les applicationsΛa : D → Cop et Ψa : Cop → D, alors Λa est une application
résiduable et sa résiduée s’exprime parΛ]

a = Ψa. Dualement, soitΛa : Dop → C etΨa : C → Dop alors
Ψa est résiduable et sa résiduée vautΨ]

a = Λa.

Démonstration.Dans la proposition3.2, nous avons montré que le couple d’applications(Λa, Ψa) établit
une correspondance de Galois entreD etC. Alors, la proposition1.70conduit immédiatement au résultat.

Remarque 3.4.Ce résultat montre que la plus grande solution dansD de l’inéquationx◦\a º b esta◦/b,
de mêmeb◦\a est la plus grande solution de l’inéquationa◦/x º b. On trouve également ce résultat dans
[Menguy, 1997, Cohen, 1998a].

L’analyse de robustesse de la commande en boucle fermée repose pour une grande partie sur les
résultats qui suivent.

Notation 3.5. On noteraQa l’application définie par

Qa : D → D
x 7→ (xa)∗x,

(3.3)

oùD est un dioïde complet.

Remarque 3.6.L’applicationQa n’est pas résiduable. En effet,

Qa(x⊕ y) = ((x⊕ y)a)∗(x⊕ y) = (xa⊕ ya)∗(x⊕ y) 6= (xa)∗x⊕ (ya)∗y = Qa(x)⊕Qa(y),

c’est-à-dire que l’applicationQa n’est pas semi-continue inférieurement. Elle ne satisfait donc pas les
conditions du théorème1.97.

La proposition suivante montre queQa restreinte à son image est résiduable.

Proposition 3.7. SoitQa : D → D, x 7→ (xa)∗x une application isotone définie sur des dioïdes com-
plets. L’applicationImQa|Qa est résiduable et sa résiduée vaut

(
ImQa|Qa

)] = IImQa ,

où IImQa : ImQa → D est l’injection canonique.

Démonstration.Notons tout d’abord que l’applicationQa est une fermeture. En effet, d’après (1.36) et
(1.39), on a

Qa ◦Qa(x) = ((xa)∗xa)∗(xa)∗x = ((xa)+)∗(xa)∗x = (xa)∗(xa)∗x = (xa)∗x = Qa(x).

De plusQa º IdD, puisqueQa(x) = (xa)∗x = x ⊕ xax ⊕ . . . º x. Alors, d’après la définition1.52
l’applicationQa est une fermeture et grâce à la proposition1.61, on sait queImQa|Qa est une application
résiduable.
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3.3 Commande en boucle ouverte

3.3.1 Formulation du problème

Ce paragraphe présente la commande en boucle ouverte pour les GET. Un lecteur familier avec ce
type de commande pourra aisément s’affranchir de sa lecture.

Précisément, le problème de commande en boucle ouverte résolu est le suivant. On dispose d’un
système (un GET avecp entrées etq sorties) dont on connaît la matrice de transfertH ∈ Dq×p. On désire,
à l’aide des entréesu ∈ Dp, faire en sorte que les sorties du système suivent au mieux des trajectoires
déterminées dites de consignesz ∈ Dq. Dans [Cohen et al., 1989], il est montré que ce problème a une
solution optimale, c’est-à-dire qu’il existe une plus grande commande d’entréeuopt ∈ Dp telle que la
sortie résultant de cette entrée (yopt = Huopt) soit inférieure ou égale à la sortie désiréez. La commande
uopt est alors optimale vis-à-vis du critère de juste-à-temps (la sortieyopt est en juste-à-temps).

Figure 3.1 –Problématique générale de la commande en boucle ouverte.

Formellement, soitLH : Dp → Dq, u 7→ H ⊗ u, une application définie sur des dioïdes complets.
Déterminer la plus grande commande revient à s’intéresser à l’ensemble

{u ∈ Dp |LH(u) ¹ z},
et plus précisément à sa borne supérieure (notéeuopt) qui nous donnera la plus grande commande véri-
fiant la conditionLH(uopt) ¹ z. On peut déjà remarquer que cet ensemble n’est pas vide puisqueu = ε
est solution, c.-à-d.LH(ε) = ε ¹ z.

En fait, le calcul de cette commande est un problème d’inversion d’application définie sur des dioïdes.
La théorie de la résiduation (§1.5) permet de résoudre ce problème directement.

Proposition 3.8. La commande optimaleuopt existe et est donnée par :

uopt = sup {u ∈ Dp |LH(u) ¹ z} = L]
H(z) = H◦\z. (3.4)

Démonstration.Résulte immédiatement du fait queLH est une application résiduable (§1.11).

Remarque 3.9.La commande optimale pour un GET correspond à la commande faisant entrer les jetons
le plus tardivement possible dans le système.

3.3.2 Analyse de la robustesse

La synthèse de commande se fait sur la base d’un modèle dont la validité s’avère souvent limitée.
Il est donc naturel de se préoccuper de la robustesse de la loi de commande. Ceci revient à établir les
variations admissibles du système vis-à-vis du modèle nominal qui ne remettent pas en cause les perfor-
mances de la loi de commande.
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En théorie des systèmes linéaires [Alazard et al., 1999], une commande est dite robuste si elle garan-
tit un certainniveau de performances, malgré les variations (ou les incertitudes) du modèle nominal.

Dans notre contexte, le problème peut s’énoncer comme suit. Étant donné un modèle nominalH et
une loi de commande optimale associéeuopt garantissant queHuopt ¹ z (la performance désirée), il
s’agit de caractériser la borne supérieure (notéeHsup) de l’ensemble

H1 = {X ∈ Dq×p |Xuopt ¹ z} ,

oùHsup représente le plus grand système assurant l’objectif de commande : c.-à-d.Hsupuopt ¹ z.

Proposition 3.10. Soituopt une commande optimale pour un objectifz donné. Le plus grand transfert
Hsup garantissantHsupuopt ¹ z existe et est donné par

Hsup = supH1 = R]
uopt(z) = z◦/uopt.

Démonstration.Découle directement du fait queRuopt est une application résiduable (§1.11).

Remarque 3.11.PuisqueHuopt ¹ z, alorsH ¹ z◦/uopt = Hsup. Il résulte de la proposition3.10que
pour tout systèmeX ¹ Hsup, le niveau de performance est garanti, c’est-à-dire que pour toutX ¹ Hsup

on aXuopt ¹ z.

Remarque 3.12.De même, puisqueH ¹ Hsup, par isotonie on aHuopt ¹ Hsupuopt ¹ z.

Nous venons de déterminer le plus grand transfertHsup préservant le critère de juste-à-temps. La pro-
position suivante montre que la commande optimale obtenue pour le modèle nominal (uopt) est optimale
vis-à-vis deHsup.

Proposition 3.13. Le transfertHsup admet la même commande optimale que le systèmeH, c’est-à-dire
Hsup◦\z = H◦\z = uopt.

Démonstration.D’après la proposition3.10, on aHsup = z◦/uopt. On peut donc écrireHsup◦\z comme
Hsup◦\z = (z◦/uopt)◦\z. D’autre part la proposition3.8 donneuopt = H◦\z, on a alorsHsup◦\z =
(z◦/(H◦\z))◦\z. En considérant les applicationsΛz : x 7→ x◦\z et Ψz : x 7→ z◦/x (cf. proposition3.2),
l’expression(z◦/(H◦\z))◦\z peut s’écrire sous la forme :

Hsup◦\z = (z◦/(H◦\z))◦\z = Λz ◦Ψz ◦ Λz(H). (3.5)

Il résulte de la proposition3.2 que le couple(Λz, Ψz) d’applications établit une correspondance de
Galois. Or, d’après le corollaire3.3, Ψz = Λ]

z, donc l’égalité (3.5) peut aussi s’écrireΛz ◦Ψz ◦Λz(H) =
Λz◦Λ]

z◦Λz(H). Les applications résiduables admettent la propriété suivante :Λz◦Λ]
z◦Λz(H) = Λz(H)

(voir (1.7)), ce qui conduit immédiatement au résultatHsup◦\z = H◦\z = uopt.

Corollaire 3.14. La commandeuopt est optimale pour tous les transfertsHr tels queH ¹ Hr ¹ Hsup.

Démonstration.Soit Hr un transfert tel queH ¹ Hr ¹ Hsup. On rappelle que l’applicationΛz est
antitone (c’est-à-direx ¹ y ⇒ Λz(x) º Λz(y)). Alors la commande optimale donnée par (3.4) conduit
à uopt = Λz(H) º Λz(Hr) º Λz(Hsup). De plus, d’après la proposition3.13, Λz(Hsup) = Hsup◦\z =
H◦\z = Λz(H), on a donc l’égalitéuopt = H◦\z = Hr◦\z = Hsup◦\z.

Ce corollaire signifie que pour tous les systèmesHr tels queH ¹ Hr ¹ Hsup, le niveau de per-
formance est garanti (Hruopt ¹ z) et l’optimalité de la commande est préservée, c’est-à-dire que la
commandeuopt est également la commande optimale pour le transfertHr.
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3.3.3 Illustration

Considérons le modèle d’un atelier d’assemblage représenté sur la figure3.2. Cet atelier est constitué
de trois machinesM1,M2 etM3. Les pièces sont traitées en parallèle surM1 etM2 puis assemblées par
la machineM3. Notons que les machinesM1,M2 etM3 ont clairement des temps de cycle différents : la
première peut traiter une pièce toutes les deux unités de temps tandis que la seconde, quant à elle, peut
traiter une pièce toutes les 5 unités de temps. La machineM3, chargée de l’assemblage des pièces, peut
traiter trois pièces toutes les deux unités de temps.

Figure 3.2 –Exemple d’atelier d’assemblage.

En suivant la démarche proposée au paragraphe2.4, le fonctionnement de ce graphe d’événements
temporisé peut être décrit par les équations suivantes dans le dioïdeMax

in [[γ, δ]]

x = Ax⊕Bu
y = Cx

où

A =




ε γ ε ε ε ε
δ2 ε ε ε ε ε
ε ε ε γ ε ε
ε ε δ5 ε ε ε
ε δ ε δ3 ε γ3

ε ε ε ε δ2 ε




, B =




δ ε
ε ε
ε δ2

ε ε
ε ε
ε ε




C =
(
ε ε ε ε ε e

)

On obtient alors comme expression pour la matrice de transfert (on trouvera en annexe A, le script Scilab
permettant de calculer la matrice de transfert à partir de la représentation d’état) :

H = CA∗B =
(
δ6(γδ2)∗ δ12(γδ5)∗

)
. (3.6)

La consigne (la demande d’un client) est supposée donnée par

z = δ12 ⊕ γδ27 ⊕ γ4δ32(γδ5)∗ ⊕ γ12δ+∞.

Par convention, le premier tir étant le tir numéro0, cette trajectoire doit être interprétée comme suit :
on souhaite que la pièce0 soit disponible au plus tard à l’instant12, les pièces1, 2 et 3 au plus tard à
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(a) (b)

Figure 3.3 –Représentation graphique deuopt, z etyopt.

l’instant 27. Puis à partir de la pièce4 et de l’instant32 on désire en "moyenne"1 pièce toutes les5
unités de temps. Le dernier termeγ12δ+∞, signifie que la pièce11 est la dernière pièce pour cet ordre de
production, puisque la date de production de la pièce12 est+∞.

Le calcul de la commande optimale donne :

uopt = H ◦\z
=

(
δ6 ⊕ γδ17 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ21 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ41 ⊕ γ8δ46 ⊕ γ9δ51 ⊕ γ10δ56 ⊕ γ11δ61 ⊕ γ12δ+∞

e⊕ γδ5 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ15 ⊕ γ4δ20 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ35 ⊕ γ8δ40 ⊕ γ9δ45 ⊕ γ10δ50 ⊕ γ11δ55 ⊕ γ12δ+∞

)

Et la sortie correspondante vaut

yopt = Huopt = δ12⊕γδ23⊕γ2δ25⊕γ3δ27⊕γ4δ32⊕γ5δ37⊕γ6δ42⊕γ7δ47⊕γ8δ52⊕γ9δ57⊕γ10δ62⊕γ11δ67⊕γ12δ+∞.

On donne sur la figure3.3.(a) une représentation de la trajectoireuopt =
(
u11opt u21opt

)T
(voir

proposition3.8). On peut vérifier (figure3.3.(b)) que cette commande optimaleUopt respecte bien la
spécification, c’est-à-dire que la sortieyopt = H ⊗ uopt est bien inférieure ou égale à la consignez.

Nous allons maintenant analyser la robustesse de cette commande optimale. D’après la proposition
3.10, il existe un plus grand transfertHsup pour lequel la commandeuopt reste optimale. Ce transfert est
donné par

Hsup =
(
h11sup h12sup

)
= z◦/uopt

avec

h11sup =
(
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ15 ⊕ γ4δ20 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ35 ⊕ γ8δ40 ⊕ γ9δ45 ⊕ γ10δ50 ⊕ γ11δ61 ⊕ γ12δ+∞)

,

h12sup =
(
δ12 ⊕ γδ17 ⊕ γ2δ22 ⊕ γ3δ27 ⊕ γ4δ32 ⊕ γ5δ37 ⊕ γ6δ42 ⊕ γ7δ47 ⊕ γ8δ52 ⊕ γ9δ57 ⊕ γ10δ62 ⊕ γ11δ67 ⊕ γ12δ+∞)

.

SoitHr, le transfert réel du systèmeH. On sait (corollaire3.14) que, pourHr tel queH ¹ Hr ¹ Hsup,
le caractère optimal de la commande est conservé.

On donne sur la figure3.4une représentation graphique du transfert nominalH et du transfertHsup.
Sur cette figure, la zone grisée correspond aux variations admissibles pour le transfertHr.
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Figure 3.4 – Marge de robustesse, les zones grisées représentent les plages de variation deHr dans
lesquelles l’optimalité de la commande est toujours vérifiée.

D’un point de vue pratique, toute variation des machines1 à3 préservant une réponse impulsionnelle
à l’intérieur de cette zone grisée ne modifie en rien l’optimalité de la commande, c’est-à-dire que les en-
cours sont minimisés et la spécificationyopt = Hruopt ¹ z est toujours vérifiée. Par exemple, supposons
que pour une opération de maintenance, le temps de traitement de la machineM1 passe de2 à 4 unités
de temps à partir de la pièce4 et à l’instant13. La fonction de transfert du système réelHr devient :

Hr =
(
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ12(γδ4)∗ δ12(γδ5)∗

)

La figure3.5 représente les réponses impulsionnelles des transfertsh11sup et h11 ainsi que le transfert
réel h11r . On peut remarquer queh11 ¹ h11r ¹ h11sup , donc la modification de la composanteh11

(c.-à-d. entreu1 ety1) ne remet en cause ni l’optimalité de la commande ni le respect de la spécification.
Cela veut dire que la sortie du systèmeyopt = Hruopt est inchangée, elle est identique à celle de la
figure3.3.(b). On peut vérifier que la commandeuopt calculée pour le transfert nominalH est toujours
optimale pour le transfertHr. On a

uopt = Hr ◦\z
=

(
δ6 ⊕ γδ17 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ21 ⊕ γ4δ26 ⊕ γ5δ31 ⊕ γ6δ36 ⊕ γ7δ41 ⊕ γ8δ46 ⊕ γ9δ51 ⊕ γ10δ56 ⊕ γ11δ61 ⊕ γ12δ+∞
e⊕ γδ5 ⊕ γ2δ10 ⊕ γ3δ15 ⊕ γ4δ20 ⊕ γ5δ25 ⊕ γ6δ30 ⊕ γ7δ35 ⊕ γ8δ40 ⊕ γ9δ45 ⊕ γ10δ50 ⊕ γ11δ55 ⊕ γ12δ+∞

)

On remarque que les trajectoires deuopt = Hr◦\z sont les mêmes que celles décrites sur la figure
3.3.(a). La commandeuopt correspond donc toujours à la plus grande commande garantissant l’objectif
Hruopt = y ¹ z.

Remarque 3.15.En analysant le GET de la figure3.2, on s’aperçoit que la machineM2 (qui est la plus
lente) est une machine goulot, c’est-à-dire que cette machine impose son taux de production (d’après le
théorème2.17, λ = min(1/2, 1/5, 3/2) = 1/5) au reste du système.

Supposons que cet atelier fonctionne en flux tendu, c’est-à-dire que les machinesM1 etM2 sont ap-
provisionnées en pièces brutes dès qu’elles sont disponibles. Des pièces vont s’accumuler (inutilement)
en sortie deM1. Ce stock interne non borné peut être considéré comme une instabilité du système.

Dans ce cas précis, cette instabilité provient de la désadaptation des cadences maximales des ma-
chinesM1 et M2. Cette désadaptation est mise en évidence dans l’expression(3.6) de la matrice de
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Figure 3.5 –Représentation graphique deh11sup , h11 et du transfert réelh11r .

transfert du GET, puisque les deux composantes deH, données sous forme de séries périodiques, pré-
sentent des pentes asymptotiques différentes.

En fait, la marge disponible sur la composanteh11 vient de cette désadaptation. En effet, si on
regarde la représentation deHsup (figure 3.4), on voit queh11sup a une pente asymptotique différente
de celle deh11. Cela signifie qu’il est possible de ralentir la machine1 sans changer le comportement
entrée/sortie du GET (le taux de production du système étant imposé parM2 pour laquelleh12sup eth12

sont confondues).
La commande optimale prend en compte cette désadaptation (la commande étant aussi optimale

pour Hsup), c’est-à-dire qu’elle fournit les dates de tirs pouru1 et u2 les plus tardives permettant de
respecter l’objectif (yopt = H ⊗ uopt ¹ z). Elle évite, par conséquent, une accumulation inutile de
jetons en sortie deM1, en ralentissant l’alimentation de la machineM1 en pièces brutes.

3.4 Commande en boucle fermée : synthèse d’un retour de sortie

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la synthèse de correcteurs linéaires en boucle fermée pour
les graphes d’événements temporisés. Notre contribution repose sur l’analyse de la robustesse de ces
correcteurs vis-à-vis des variations (du nombre de jetons et/ou des temporisations) de modèle. Dans la
première partie de ce paragraphe nous faisons un tour d’horizon des principaux résultats concernant la
synthèse de correcteurs linéaires en boucle fermée dans les dioïdes, le lecteur intéressé pourra consulter
[Cottenceau, 1999, Cottenceau et al., 1999, Lüders and Santos-Mendes, 2002, Maia et al., 2003] pour une
étude plus exhaustive.

Avant d’aller plus loin, il peut sembler nécessaire de justifier l’approche de commande en boucle
fermée pour la commande de GET. Précédemment (remarque3.15), nous avons mis en évidence que pour
certains GET, il pouvait exister une désadaptation des taux de production dans les différents circuits de
celui-ci. Cette désadaptation peut entraîner une instabilité du GET (une accumulation infinie de jetons).

Le calcul de la commande optimaleuopt pour une consigne donnéez, montre que cette commande
optimale prend en compte cette désadaptation, puisque, d’une part elle fournit la commande la plus
tardive possible permettant d’atteindre l’objectif (Huopt ¹ z) et d’autre part, la commande étant la plus
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tardive possible, elle permet de diminuer le temps de séjour des jetons dans le GET ou, de manière
équivalente, permet une diminution du marquage instantané2.

Mais, pour une entréeu quelconque, cette accumulation de jetons persiste. Un des objectifs de la
commande en boucle fermée va être d’uniformiser les vitesses des différents chemins dans le GET, en
vue d’atténuer (voire de supprimer) cette instabilité.

Par exemple, pour le transfert de l’exemple précédent (cf. (3.6))

H =
(
δ6(γδ2)∗ δ12(γδ5)∗

)
,

on imagine facilement que le rôle du correcteur va être de ralentir l’alimentation de la machineM1,
pour aligner le fonctionnement de la brancheu1 → y (composanteh11) sur celui de la brancheu2 → y
(composanteh12).

Outre le contrôle de performances entrée-sortie du système, le contrôleur va permettre de diminuer
le temps de séjour des jetons dans le GET, comme pour la commande optimale en boucle ouverte.

3.4.1 Formulation du problème

Il s’agit ici de modifier la dynamique d’un systèmeH ∈ Dq×p par l’ajout d’un retour de sortie
F ∈ Dp×q (situé entre la sortiey ∈ Dq et l’entréeu ∈ Dp). La dynamique du système en boucle fermée
est alors modifiée par la dynamique du retour de sortie.

L’objectif de commande peut se présenter de la manière suivante : considérons un systèmeGref ∈
Dq×p (appelé modèle de référence), un systèmeH ∈ Dq×p (matrice de transfert du système à comman-
der) et un ensemble de retours de sortieF ∈ Dp×q. Il faut alors choisir un élémentF ∈ F et l’appliquer
à H de façon à ce que, pour les mêmes entrées, les deux systèmesGref et H muni de son correc-
teur de type retour de sortie aient les mêmes sorties. En théorie des systèmes linéaires, ce problème
de commande est similaire au problème classique de poursuite de modèle (model matching problem
[Wang and Desoer, 1972]). La figure 3.6 présente le schéma bloc du système nominal, du système en
boucle fermée et du modèle de référence.

Figure 3.6 – Commande avec modèle de référence : correction d’un systèmeH par un correcteur de
type retour de sortieF .

D’après la figure3.6, le système en boucle fermée vérifie
{

u = v ⊕ Fy
y = Hu

En accord avec le corollaire1.118, l’équation entrée-sortie s’écrit

y = H(FH)∗v = GF v. (3.7)

2Dans un contexte de production, ce marquage instantané correspond aux en-cours de production.
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D’un point de vue algébrique, ce problème nécessite l’étude de l’applicationMa : D → D, x 7→
a(xa)∗ définie sur le dioïde completD.

Par conséquent, l’applicationMH(F ) : Dp×q → Dq×p, F 7→ H(FH)∗ caractérise l’influence d’un
retour de sortieF sur le système en boucle fermée.

Formellement, ce problème de commande en boucle fermée consiste à chercher la borne supérieure
de l’ensemble des correcteurs

F = {F ∈ Dp×q |MH(F ) ¹ Gref} . (3.8)

La borne supérieure de cet ensembleF correspond au plus grand correcteurF qui fournit la plus
grande trajectoire de commande de typeu = Fy ⊕ v telle que le comportement entrée/sortie soit in-
férieur à un modèle de référenceGref . Pour un graphe d’événements temporisé, les trajectoires de la
commandeu = Fy⊕ v correspondent aux entrées effectives des jetons. En conséquence, obtenir le plus
grand retour de sortieF permet de retarder le plus possible l’entrée des jetons, tout en garantissant qu’ils
sortiront du GET avanty = Grefv.

La recherche de la borne supérieure deF repose sur la résiduation de l’applicationMH . En fait cette
application n’est pas résiduable, car elle n’est pas semi-continue inférieurement (c.-à-d.MH(x ⊕ y) 6=
MH(x)⊕MH(y)) et ne satisfait donc pas les conditions du théorème1.97.

Néanmoins, dans [Cottenceau, 1999, Cottenceau et al., 2001], il est montré qu’il existe des restric-
tions de l’ensemble d’arrivée de l’applicationMH résiduables, ce qui revient à dire qu’il existe un plus
grand compensateurF , dans l’ensemble des compensateursF , uniquement pour certains modèles de
référenceGref . La proposition suivante montre qu’il existe des restrictions deMH résiduables.

Remarque 3.16.En raison de l’égalité(1.37), MH(F ) s’écrit indifféremment

MH(F ) = H(FH)∗ = (HF )∗H.

Proposition 3.17 ([Cottenceau et al., 2001]). SoitMH : Dp×q → Dq×p, x 7→ H(xH)∗ définie sur des
dioïdes complets. Soient les ensembles

G1 = {G ∈ Dq×p | ∃A ∈ Dq×q, G = A∗H} ,
G2 = {G ∈ Dq×p | ∃B ∈ Dp×p, G = HB∗} .

Si Gref ∈ G1 ∪ G2, il existe un plus grand retour de sortie notéFopt tel queMH(Fopt) ¹ Gref , donné
par :

Fopt = sup {F ∈ Dp×q | H(FH)∗ ¹ Gref} = H◦\Gref ◦/H.

Démonstration.Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce résultat dans [Cottenceau et al., 2001].

Corollaire 3.18. Si Gref ∈ ImMH , alorsFopt = H◦\Gref ◦/H est la plus grande solution de l’équation
MH(Fopt) = Gref .

Démonstration.Observons d’abord queImMH ⊂ (G1∩G2) et queFopt correspond au plus grand retour
de sortieF tel queMH(F ) ¹ Gref . PuisqueGref ∈ ImMH , il est possible de considérer l’application
MH restreinte à son image :ImMH |MH : Dp×q → MH (Dp×q) , x 7→ H(xH)∗. Cette application
est surjective (c.-à-d.∀y ∈ ImMH , ∃x ∈ Dp×q,MH(x) = y, voir (1.10)). Par conséquent, pour tout
Gref ∈ ImMH , il existe un retour de sortieF tel queMH(F ) = Gref .
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3.4.2 Retour de sortie - analyse de la robustesse

Dans ce paragraphe, nous allons analyser la robustesse de la structure de contrôle précédente. C’est-
à-dire que nous allons chercher l’ensemble des systèmes qui préservent les performances attendues pour
le système nominal.

3.4.3 Formulation du problème

Nous supposons disposer d’un système corrigé par un correcteur de type retour de sortie. Nous note-
ronsF ce correcteur synthétisé pour un modèle nominalH.

De même, on noteraX le transfert réel du système, on cherche alors à préciser l’ensemble défini
ci-dessous

H2 = {X ∈ Dq×p | (XF )∗X ¹ (HF )∗H} . (3.9)

C’est-à-dire que nous cherchons à caractériser l’ensemble des systèmesX qui, corrigés par un retour
de sortieF ont un comportement aussi rapide que le système nominal corrigé. Autrement dit tout système
appartenant à cet ensembleH2 garantira le respect des performances voulues lors de la synthèse.

Nous cherchons donc la borne supérieure (notéeHsup ∈ Dq×p) de cet ensemble. Cette borne supé-
rieureHsup correspond au plus grand transfert garantissant l’objectif, c’est-à-dire

MHsup(F ) ¹ (HF )∗H ¹ Gref .

Proposition 3.19. SoientH ∈ Dq×p un transfert nominal etF ∈ Dp×q le correcteur de type retour de
sortie tel que(HF )∗H ∈ Dq×p, le transfert en boucle fermée, soit inférieur ou égal à un modèle de
référenceGref ∈ Dq×p. Alors,Hsup = (HF )∗H est la borne supérieure de l’ensembleH2, c.-à-d. ,

Hsup = (HF )∗H = sup {X ∈ Dq×p | QF (X) = (XF )∗X ¹ (HF )∗H} .

Démonstration.D’après la proposition3.7, ImQF |QF est une application résiduable avecIImQF
l’in-

jection canonique deImQF dansD, comme application résiduée. Comme(HF )∗H ∈ ImQF , on a
directement le résultatHsup = (HF )∗H.

Propriétés 3.20. D’une part, d’après la proposition3.19, le transfertHsup ∈ ImQF . D’autre part,
QF étant une fermeture, le transfertHsup appartient à l’ensemble des fermés deQF (voir §1.7). Par
conséquent le transfertHsup = (HF )∗H conduit à l’égalité,QF (Hsup) = (HsupF )∗Hsup = Hsup =
(HF )∗H.

Après avoir déterminé le plus grand transfertHsup conservant les performances entrée-sortie du
système en boucle fermée, nous donnons un ensemble de transferts satisfaisant ce même objectif.

Corollaire 3.21. Soit le comportement réel du système décrit par le transfertHr, alors pour toutHr tel
queH ¹ Hr ¹ Hsup, on a

(HF )∗H = (HrF )∗Hr = (HsupF )∗Hsup.

Autrement dit, il est suffisant que le comportement du systèmeHr soit dans l’intervalle[H, Hsup], pour
que le comportement entrée-sortie du système en boucle fermée reste inchangé. Il est naturellement
nécessaire queHr ¹ Hsup.
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Démonstration.Soit Hr le transfert tel queH ¹ Hr ¹ Hsup. Par isotonie du produit et de l’opérateur
étoile, on a

(HF )∗H ¹ (HrF )∗Hr ¹ (HsupF )∗Hsup.

D’autre part, la propriété3.20conduit à l’égalité(HF )∗H = (HrF )∗Hr = (HsupF )∗Hsup.

Proposition 3.22. Le contrôleurF est optimal pour tous les transfertsHr tels queH ¹ Hr ¹ Hsup.

Démonstration.SoitHr le transfert tel queH ¹ Hr ¹ Hsup. Par isotonie, on a(HF )∗H ¹ (HrF )∗Hr ¹
(HsupF )∗Hsup. D’autre part, le corollaire3.21 donne(HF )∗H = (HrF )∗Hr = (HsupF )∗Hsup.
Par conséquentF correspond au contrôleur optimal pour tous les transfertsHr tels queH ¹ Hr ¹
Hsup.

3.4.4 Illustration

On peut reprendre ici l’exemple de l’atelier traité précédemment (voir§3.3.3). On rappelle le transfert
du système en boucle ouverte (cf. (3.6)) :

H =
(
δ6(γδ2)∗ δ12(γδ5)∗

)
.

D’après la proposition3.17, en choisissant un modèle de référenceGref = A∗H, on est assuré de
l’existence d’un retour de sortie optimalFopt tel que

MH(Fopt) ¹ Gref .

Nous choisissons iciGref = (γδ5)∗H, soit

Gref =
(
δ6(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

)
.

On trouvera dans [Cottenceau, 1999] une discussion sur le choix du modèle de référence. On peut tou-
tefois noter que dans le modèle de référence choisi ici, les vitesses de fonctionnement des branches du
GET (u1 → y etu2 → y) ont le même taux de production ; il s’agit donc ici d’homogénéiser les flux des
deux éléments de la matrice de transfert nominalH.

Le correcteur de type retour de sortie optimal tel queMH(Fopt) ¹ Gref est donné par le calcul de

Fopt = H◦\Gref ◦/H

=
(

δ−6(γδ5)∗

δ−12(γδ5)∗

)

Pour ce retour de sortie on obtient les commandes suivantes (u = Fy ⊕ v) :

u1 = δ−6(γδ5)∗y ⊕ v1

u2 = δ−12(γδ5)∗y ⊕ v2.

Les formes implicites de ces commandes sont les suivantes :

u1 = γδ5u1 ⊕ δ−6y ⊕ v1

u2 = γδ5u2 ⊕ δ−12y ⊕ v2
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ce qui conduit en représentation dateur sur le dioïdeZmax aux récurrences suivantes :

u1(k) = 5u1(k − 1)⊕−6y(k)⊕ v1(k)
u2(k) = 5u2(k − 1)⊕−12y(k)⊕ v2(k).

Il est clair que sous cette forme, l’élaboration de la commandeu(k) (par le correcteuru = Fy ⊕ v)
nécessite de connaître le futur de la sortiey. Cette nécessité de prédire le futur pour pouvoir élaborer
la loi de commande est due au fait que le correcteurF n’est pas causal et est donc non réalisable (voir
théorème2.40).

On doit alors considérer l’opérateur de projectionPr+ : Max
in [[γ, δ]] → Max+

in [[γ, δ]] (proposition
2.43). En appliquant l’opérateur de projection surFopt, on obtient

Fopt+ = Pr+(Fopt) =
(

γ2δ4(γδ5)∗

γ3δ3(γδ5)∗

)
,

où Fopt+ est le plus grand retour de sortie causal (et réalisable). On peut voir une réalisation de ce
correcteur sur la figure3.7

Figure 3.7 –Réalisation du correcteur retour de sortieFopt+.

Il reste maintenant à analyser la robustesse de ce correcteur, vis-à-vis des variations du système. Il
a été montré (proposition3.19) qu’il existe un plus grand transfert notéHsup vérifiant la spécification,
c’est-à-dire

(HsupFopt+)∗Hsup = (HFopt+)∗H ¹ Gref .

Toujours d’après la proposition3.19, le plus grand transfertHsup est égal à

Hsup = (HFopt+)∗H

=
((

δ6(γδ2)∗ δ12(γδ5)∗
)(

γ2δ4(γδ5)∗

γ3δ3(γδ5)∗

))∗ (
δ6(γδ2)∗ δ12(γδ5)∗

)

=
(
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

)



CHAPITRE 3 — Commande et analyse de la robustesse de systèmes(max, +)-linéaires 79

La figure3.8 représente le modèle de référenceGref , le plus grand transfertHsup et le transfert
nominalH. On peut noter que l’on a bien le système en boucle ferméeHsup = (HFopt+)∗H qui est
toujours inférieur ou égal au modèle de référenceGref .

Si on suppose maintenant que le transfert réel du système, notéHr est soumis à des variations (du
nombre de jetons dans les places et/ou des temporisations), alors d’après le corollaire3.21la zone gri-
sée sur la figure3.8 correspond aux variations admissibles pour le transfertHr. C’est-à-dire que pour
tout comportement réelHr tel queH ¹ Hr ¹ Hsup, le comportement entrée-sortie du système reste
inchangé. Par exemple pourHr = Hsup, le transfert entrée-sortie vaut

(HsupFopt+)∗Hsup =
((

δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗
)
Fopt+

)∗ (
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

)
=

(
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

)

Donc, pourHr = Hsup, on vérifie bien que(HsupFopt+)∗Hsup = Hsup ¹ Gref , c’est-à-dire que
l’objectif de commande est toujours vérifié. De même, on peut vérifier que pourHr = Hsup, le correcteur
Fopt+ calculé pour le modèle nominal est toujours optimal ; on a

Fopt+ = Pr+ (Hsup ◦\Gref ◦/Hsup)
= Pr+

((
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

)
◦\ (

δ6(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗
)
◦/
(
δ6 ⊕ γδ8 ⊕ γ2δ16(γδ5)∗ δ12(γδ5)∗

))

=

(
γ2δ4(γδ5)∗

γ3δ3(γδ5)∗

)
.

Par conséquent, on remarque que le correcteurFopt+ calculé pourHsup est égal à celui calculé pour le
modèle nominalH.

En résumé,Hsup = (HFopt+)∗H est le plus grand transfert (c.-à-d. le système le plus lent) pour
lequel l’optimalité du correcteur est toujours vérifiée.

Figure 3.8 –Réponses impulsionnelles deGref ,Hsup etH.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des travaux portant sur la commande de graphes d’événements
temporisés dans l’algèbre des dioïdes. Les deux structures considérées sont la commande optimale en
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boucle ouverte où l’objectif est de poursuivre une trajectoire, puis la commande en boucle fermée par
retour de sortie dans un objectif de poursuite de modèle.

Ce chapitre a proposé l’analyse de la robustesse de ces deux structures. Nous avons caractérisé
l’ensemble des systèmes préservant les performances de la commande optimale. Dans le cas de la
commande optimale, il a été montré que le système (notéHr) peut évoluer entre deux trajectoires
(H ¹ Hr ¹ Hsup = z◦/uopt), sans remettre en cause l’optimalité de la commande.

Dans le cas de la commande en boucle fermée par retour de sortie, nous avons montré que tout
système dont le transfert est compris entreH et (HF )∗H préserve l’optimalité du correcteur.

Ces résultats permettent d’établir une garantiea posteriorisur les performances de la commande
vis-à-vis des variations du système. Cela veut dire que lors de la mise en oeuvre du correcteur on peut
établir les marges de variation admissibles deH.

Dans le prochain chapitre, nous supposerons connuesa priori les incertitudes du système et cherche-
rons à synthétiser des correcteurs robustes garantissant les performances voulues.



CHAPITRE4
Synthèse de contrôleurs

robustes pour les GET
4.1 Introduction

En 1979, R. Moore développe l’analyse par intervalle ([Moore, 1979]). Son but est alors de pouvoir
contrôler les erreurs numériques des calculateurs utilisant une représentation à virgule flottante.

Depuis l’analyse par intervalles a connu de nombreux développements, notamment en automatique
[Jaulin et al., 2001] où elle trouve de multiples applications. Un des intérêts de cette approche est de
pouvoir prendre en compte, par exemple, des incertitudes de mesure dans le cas où les données sont
issues de valeurs expérimentales.

On peut aussi considérer dans une certaine mesure que l’analyse par intervalle se présente comme
une alternative à l’approche probabiliste pour la représentation des incertitudes sur une variable aléa-
toire. En effet, dans l’analyse par intervalle, une quantité incertaine est représentée par un ensemble qui
la contient et non plus par une loi de probabilité.

Nous commençons ce chapitre par des préliminaires algébriques dans lesquels nous introduisons
deux dioïdes, le premierC(D) est construit à partir d’un produit direct de dioïdes, le second dioïde
CO(D) est constitué des couples ordonnés deC(D). Ensuite, nous présentons un dioïde d’intervalles
notéI(D). Parmi les résultats énoncés dans cette partie, nous montrons notamment qu’il est possible de
construire un isomorphisme entre les dioïdesCO(D) et I(D). Les résultats établis dans le dioïdeCO(D)
s’étendent alors naturellement au dioïde des intervalles. En particulier, il sera montré que l’application
produit définie surCO(D) est résiduable.

La troisième section s’intéresse à la modélisation de graphes d’événements temporisés dans un dioïde
d’intervalles. L’objectif est de pouvoir prendre en compte des incertitudes (erreurs de modélisation et/ou
variations paramétriques) en les représentant par des intervalles. Autrement dit, le nombre de jetons et
les temporisations associées aux places sont supposés évoluer dans un intervalle défini au moment de la
modélisation, le système est alors qualifié d’incertain.

La quatrième section présente la synthèse de correcteurs robustes pour des systèmes incertains dont
les paramètres appartiennent à des intervalles. Il s’agit de caractériser l’ensemble des contrôleurs véri-
fiant un objectif de commande spécifié sous la forme d’un intervalle. Autrement dit, supposant donné,
sous la forme d’un intervalle, un ensemble de modèles de référence spécifiant des comportements ad-
missibles du système corrigé, et supposant connus les intervalles auxquels appartiennent les paramètres
du modèle incertain, nous chercherons l’ensemble des correcteurs permettant d’imposer de manière ga-
rantie, au système corrigé, le respect de la spécification.

81
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Enfin, la cinquième partie propose un exemple d’application des résultats de ce chapitre. Dans cette
illustration l’objectif est de caractériser l’ensemble des correcteurs stabilisant un graphe d’événements
temporisé dans lequel le nombre des jetons et la durée des temporisations sont incertains.

Notre contribution est une extension des résultats de [Cottenceau et al., 2001] sur la synthèse de cor-
recteurs en boucle fermée au cas des systèmes incertains. Cette étude a fait l’objet de deux publications
[Lhommeau et al., 2003b, Lhommeau et al., 2003c].

4.2 Résultats préliminaires

4.2.1 DioïdeC(D)

Définition 4.1 (Dioïde produit). SoitD un dioïde ; sur l’ensemble produit

C(D) = D ×D,

considérons les lois de composition données par les formules

(x′, x′′)⊕ (y′, y′′) = (x′ ⊕ y′, x′′ ⊕ y′′),
(x′, x′′)⊗ (y′, y′′) = (x′ ⊗ y′, x′′ ⊗ y′′) ;

(4.1)

l’ensembleC(D) muni de ces deux lois de composition est un dioïde.
Pour établir l’associativité de la multiplication, considérons trois éléments

(x′, x′′), (y′, y′′), (z′, z′′)

deC(D) ; on a par définition

(x′, x′′)⊗ (y′, y′′) = (x′ ⊗ y′, x′′ ⊗ y′′), (y′, y′′)⊗ (z′, z′′) = (y′ ⊗ z′, y′′ ⊗ z′′) (4.2)

et par suite

((x′, x′′)⊗ (y′, y′′))⊗ (z′, z′′) = ((x′ ⊗ y′)⊗ z′, (x′′ ⊗ y′′)⊗ z′′) ,
(x′, x′′)⊗ ((y′, y′′)⊗ (z′, z′′)) = (x′ ⊗ (y′ ⊗ z′), x′′ ⊗ (y′′ ⊗ z′′)) ,

(4.3)

de sorte que l’associativité de la multiplication dansC(D) résulte de l’associativité des lois de composi-
tion données surD. De même, pour montrer l’associativité de l’addition, il suffit de remplacer dans (4.2)
et (4.3) la multiplication⊗ par l’addition⊕, pour remarquer là encore que l’associativité de l’addition
découle de l’associtivité des lois de composition surD.

On remarque immédiatement que la commutativité et l’idempotence de l’addition dansC(D) sont
également liées à la commutativité et à l’idempotence des lois de composition surD. Il en est de même
pour la distributivité de la multiplication sur l’addition, puisque

(x′, x′′)⊗ ((y′, y′′)⊕ (z′, z′′)) = (x′ ⊗ (y′ ⊕ z′), x′′ ⊗ (y′′, z′′))

et idem pour la multiplication à droite.
Le dioïdeC(D) possède l’élément neutre(ε, ε) (resp.(e, e)) pour l’addition (resp. la multiplica-

tion), oùε (resp.e) désigne l’élément neutre pour l’addition (resp. la multiplication) deD. On remarque
également que(ε, ε) est absorbant pour la multiplication surC(D).
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On obtient donc bien un dioïde en munissant l’ensemble produitC(D) = D×D des lois de compo-
sition définies plus haut (4.1).

Notons également que la loi⊕ définit une relation d’ordre canonique¹C(D) sur le dioïdeC(D) :

(
x′, x′′

)⊕ (
y′, y′′

)
=

(
y′, y′′

) ⇐⇒ (
x′, x′′

) ¹C(D)

(
y′, y′′

) ⇐⇒ x′ ¹D y′ etx′′ ¹D y′′.

où¹D est la relation d’ordre dansD.

Exemple 4.2. L’ensemble produitC(Zmax) = Zmax × Zmax (voir définition 4.1) muni des lois de
composition⊗ et⊕ définies par

(
x′, x′′

)⊕ (
y′, y′′

)
=

(
x′ ⊕ y′, x′′ ⊕ y′′

)
=

(
max(x′, y′), max(x′′, y′′)

)
,

(
x′, x′′

)⊗ (
y′, y′′

)
=

(
x′ ⊗ y′, x′′ ⊗ y′′

)
=

(
x′ + y′, x′′ + y′′

)
.

est un dioïde. On vérifie que l’élément neutre(ε, ε) = (−∞,−∞) de⊕ est absorbant pour⊗. Par
ailleurs,(e, e) = (0, 0), est l’élément neutre de⊗.

4.2.2 Propriétés du dioïdeC(D)

Propriétés 4.3. Si le dioïde(D,⊕,⊗) est complet, alors le dioïde(C(D),⊕,⊗) est complet.

Démonstration.Pour tout sous-ensemble{(x′α, x′′α)α} deC(D), la somme

⊕
α

(x′α, x′′α)α =

(⊕
α

x′α,
⊕

α

x′′α

)

est définie surC(D) puisque par hypothèseD est un dioïde complet, on a donc
⊕

α x′α ∈ D et
⊕

α x′′α ∈
D, ce qui entraîne(

⊕
α x′α,

⊕
α x′′α) ∈ C(D). Par ailleurs, pour tout(b′, b′′) ∈ C(D), on a

(
b′, b′′

)⊗
(⊕

α

(
x′α, x′′α

)
α

)
=

(⊕
α

(
b′ ⊗ x′α

)
,
⊕

α

(
b′′ ⊗ x′′α

)
)

=
⊕

α

(
b′ ⊗ x′α, b′′ ⊗ x′′α

)
=

⊕
α

((
b′, b′′

)⊗ (
x′α, x′′α

)
α

)
.

De même, on a(
⊕

α(x′α, x′′α)α)⊗ (b′, b′′) =
⊕

α(x′α ⊗ b′, x′′α ⊗ b′′) =
⊕

α ((x′α, x′′α)α ⊗ (b′, b′′)), pour
tout (b′, b′′) ∈ C(D).

Propriétés 4.4. Soit Π : D → D une application isotone définie sur des dioïdes complets, alors
l’application Π s’étend naturellement au dioïdeC(D), c’est-à-dire que pour(x′, x′′) ∈ C(D) on a
Π : D ×D → D ×D, Π((x′, x′′)) = (Π(x′),Π(x′′))

Exemple 4.5.L’application étoile de Kleene (voir notation1.99) est définie dansC(D) parK(x′, x′′) =
(K(x′),K(x′′)) = (x′∗, x′′∗). En effet,K((x′, x′′)) = (e, e) ⊕ (x′, x′′) ⊕ (x′, x′′) ⊗ (x′, x′′) . . . = (e ⊕
x′ ⊕ x′2 ⊕ . . . , e⊕ x′′ ⊕ x′′2 ⊕ . . .) = (K(x′),K(x′′)).

4.2.3 Résiduation dansC(D)

Considérons maintenant les applications suivantes définies sur le dioïdeC(D) :

L(a′,a′′) : (x′, x′′) 7→ (a′, a′′)⊗ (x′, x′′)
R(a′,a′′) : (x′, x′′) 7→ (x′, x′′)⊗ (a′, a′′)
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Proposition 4.6. Les applicationsL(a′,a′′) et R(a′,a′′) définies sur le dioïde completC(D) sont rési-
duables.

Démonstration.Observons d’abord queL(a′,a′′)(ε, ε) = (a′ε, a′′ε) = (ε, ε) ; de plus, comme le dioïde
C(D) est complet, on a

L(a′,a′′)

(⊕
α

(x′α, x′′α)α

)
=

⊕
α

L(a′,a′′) ((x′α, x′′α)α),

pour tout{(x′α, x′′α)α} deC(D). Par conséquent, l’applicationL(a′,a′′) est semi-continue inférieurement ; elle est
donc résiduable (cf. théorème1.97). On vérifie avec la même démarche que l’applicationR(a′,a′′) est résiduable.

Notation 4.7. On noteraL]
(a′,a′′)(x

′, x′′) = (a′, a′′)◦\(x′, x′′) (resp.R]
(a′,a′′)(x

′, x′′) = (x′, x′′)◦/(a′, a′′))
l’application résiduée deL(a′,a′′) (resp.R(a′,a′′)).

Corollaire 4.8. SoitL(a′,a′′) : (x′, x′′) 7→ (a′, a′′) ⊗ (x′, x′′) l’application définie sur le dioïde complet
C(D). L’équation

L(a′,a′′)(x′, x′′) = (a′, a′′)⊗ (x′, x′′) ¹C(D) (b′, b′′), (4.4)

admetL]
(a′,a′′)(b

′, b′′) = (a′, a′′)◦\(b′, b′′) = (a′◦\b′, a′′◦\b′′) comme plus grande solution.

Démonstration.D’après la proposition4.6, l’applicationL(a′,a′′) est résiduable, l’équation (4.4) admet
donc une plus grande solution. En considérant la relation d’ordre du dioïdeC(D), résoudre (4.4) revient
à chercher la plus grande solution de chacune des inéquations suivantes :

a′ ⊗ x′ ¹D b′ et a′′ ⊗ x′′ ¹D b′′.

Les applicationsLa′ etLa′′ définies surD étant résiduables (voir§1.11), on a directement :x′ ¹ a′◦\b′ et
x′′ ¹ a′′◦\b′′, d’où le résultatL]

(a′,a′′)(b
′, b′′) = (a′◦\b′, a′′◦\b′′).

4.2.4 DioïdeCO(D)

Définition 4.9 (DioïdeCO(D)). Nous noterons parCO(D) l’ensemble des couples(x̃′, x̃′′) tels quẽx′ ¹
x̃′′. Cet ensemble est naturellement inclus dansC(D). En outre, il est fermé pour la somme et le produit
deC(D). En effet, pour tous couples(x̃′, x̃′′) et (ỹ′, ỹ′′) deCO(D) on a

(x̃′, x̃′′)⊕ (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ ⊕ ỹ′, x̃′′ ⊕ ỹ′′) ∈ C(D)

de plus par isotonie de⊕,

x̃′ ¹ x̃′′ et ỹ′ ¹ ỹ′′ ⇒ x̃′ ⊕ ỹ′ ¹ x̃′′ ⊕ ỹ′′

autrement dit(x̃′ ⊕ ỹ′, x̃′′ ⊕ ỹ′′) ∈ CO(D). De même, par isotonie de⊗, on a

(x̃′, x̃′′)⊗ (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ ⊗ ỹ′, x̃′′ ⊗ ỹ′′) ∈ CO(D).

De plus,CO(D) contient l’élément neutre de la somme(ε, ε) et du produit(e, e) deC(D). Il s’agit donc
d’un sous-dioïde complet deC(D) (voir définition1.78). L’élément maximum est donné par(>,>).
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Proposition 4.10.L’injection canoniqueICO(D) : CO(D) → C(D) est résiduable. Sa résiduée sera notée

(
ICO(D)

)] : C(D) → CO(D) = PrCO(D).

Démonstration.Directe, puisqueCO(D) est un sous-dioïde complet deC(D). La proposition1.50donne
le résultat.

Remarque 4.11.Le calcul de cette projection est obtenu de la façon suivante. Soit un couple(x′, x′′) ∈
C(D), la projection est égale à

PrCO(D)

(
(x′, x′′)

)
= (x′ ∧ x′′, x′′) = (x̃′, x̃′′).

où(x′∧x′′, x′′) est le plus grand couple deCO(D) tel quex̃′ ¹ x′, x̃′′ ¹ x′′ et x̃′ ¹ x̃′′. Par exemple, soit
le couple(12, 7) deC(Zmax), la projection de ce couple dansCO(D) est donnée parPrCO(D) ((12, 7)) =
(12 ∧ 7, 7) = (7, 7). De même, notons quePrCO(D) étant un projecteur on a

(x̃′, x̃′′) ∈ CO(D) ⇐⇒ (x̃′, x̃′′) = PrCO(D)((x̃′, x̃′′)).

Proposition 4.12. L’application CO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)
: CO(D) → CO(D) est résiduable. Sa résiduée est

donnée par (
CO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)

)]
=

(
ICO(D)

)] ◦ (
L(ã′,ã′′)

)] ◦ ICO(D).

Démonstration.D’après la proposition4.6, l’applicationL(ã′,ã′′) définie surC(D) est résiduable, de plus
d’après la définition1.45, on a

(
CO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)

)]
=

(
CO(D)|L(ã′,ã′′) ◦ ICO(D)

)]

=
(
ICO(D)

)] ◦ (
CO(D)|L(ã′,ã′′)

)] (par (1.8))
=

(
ICO(D)

)] ◦ (
L(ã′,ã′′)

)] ◦ ICO(D) (par la proposition1.51).

Alors, en considérant(̃b′, b̃′′) ∈ CO(D) ⊂ C(D), la plus grande solution dansCO(D) de
L(ã′,ã′′)((x̃′, x̃′′)) = (ã′, ã′′) ⊗ (x̃′, x̃′′) ¹ (̃b′, b̃′′) estL]

(ã′,ã′′)((̃b
′, b̃′′)) = (x̃′, x̃′′) = (ã′, ã′′)◦\(̃b′, b̃′′) =

(ã′◦\b̃′ ∧ ã′′◦\b̃′′, ã′′◦\b̃′′).

4.3 Dioïde et analyse par intervalles

L’analyse par intervalles dans un demi-anneau idempotent a été proposée initialement par
[Litvinov and Sobolevskiı̆, 2001]. Les auteurs montrent que l’équationX = AX ⊕ B, où A,B et X
sont des intervalles définis sur un demi-anneau idempotent, admet une solution calculable en un temps
polynomial, contrairement à la résolution de cette même équation définie sur des intervalles classiques,
reconnue comme un problèmeNP -difficile.

Dans cette partie nous présentons la construction d’un dioïde d’intervalles et montrons notamment
que la théorie de la résiduation s’applique aux applications définies sur cet ensemble ordonné.
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Définition 4.13 (Intervalle). Un intervalle fermé dans un dioïdeD, notéx = [x, x], est l’ensemble
satisfaisant

x = {x ∈ D | x ¹ x ¹ x} , (4.5)

où x, x ∈ D (x ¹ x) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de l’inter-
vallex.

Remarque 4.14.Un intervalle pour lequelx = x est appelé un intervalle dégénéré. Les intervalles
dégénérés permettent de représenter des éléments sans incertitudes. Dans ce cas on identifiex avec ses
éléments, c.-à-d.x = x.

Remarque 4.15.Soientx et y deux intervalles, on dira quex ⊂ y si et seulement siy ¹ x ¹ x ¹ y.
En particulier,x = y si et seulement six = y etx = y.

Définition 4.16 (Ensemble des intervalles fermés d’un dioïde).On noteraI(D) l’ensemble des inter-
valles fermés du dioïdeD.

Proposition 4.17. SoitD un dioïde. L’ensembleI(D) des intervalles fermés deD muni des opérations
⊕ et⊗ définies par

x⊕y = [x⊕ y, x⊕ y] et x⊗y = [x⊗ y, x⊗ y]

est un dioïde.

Démonstration.Notons tout d’abord que l’ensembleI(D) est fermé pour l’opération⊕. En effet comme
x ¹ x ety ¹ y, on a toujours

x⊕ y ¹ x⊕ y.

L’ensembleI(D) est également fermé pour l’opération⊗ : par isotonie de la multiplication, il suffit de
remarquer, toujours pourx ¹ x ety ¹ y, que

x⊗ y ¹ x⊗ y,

ce qui prouve que l’ensembleI(D) est fermé pour les opérations⊕ et⊗. De plus, on vérifie aisément
que

- (I(D),⊕) est un monoïde commutatif. En effet,⊕ est associative et commutative, puisqueD est
associatif et commutatif.

- (I(D),⊕) admet pour élément neutre[ε, ε].
- (I(D),⊗) est un monoïde, puisque⊗ est associative.
- (I(D),⊗) admet pour élément neutre[e, e].
- La multiplication⊗ est distributive à droite et à gauche sur l’addition⊕.
- [ε, ε] est absorbant pour la multiplication⊗.

Par conséquent,I(D) est un dioïde (voir définition1.76).

Remarque 4.18.L’opération⊕ engendre une relation d’ordre canonique¹ dansI(D) :

x ¹ y ⇐⇒ x ¹ y et x ¹ y dans D.

Proposition 4.19 ([Litvinov and Sobolevskĭı, 2001]). Pour toutx, y ∈ I(D) l’intervalle x⊕y (respec-
tivementx⊗y) est le plus petit intervalle deI(D) contenant l’ensemble{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} (respec-
tivement{x⊗ y | x ∈ x, y ∈ y}).
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Démonstration.On considère l’intervallez de I(D) tel que{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z. On a alors
x⊕ y ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z etx⊕ y ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z.

Ainsi, z ¹ x⊕ y etx⊕ y ¹ z, c’est-à-dire,z ¹ x⊕ y ¹ x⊕ y ¹ z.
Ce qui signifie que l’intervalle[x⊕ y, x⊕ y] = x⊕y ⊂ z.
Autrement dit, l’intervalle[x ⊕ y, x ⊕ y] est contenu dans tout intervalle contenant l’ensemble

{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Soit t ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} et x ∈ x, y ∈ y tels quet = x ⊕ y. D’après la définition d’un

intervalle,x ¹ x ¹ x ety ¹ y ¹ y.
De plus, comme dans un dioïde la loi⊕ est compatible avec l’ordre, on peut écrirex⊕ y ¹ x⊕ y ¹

x⊕ y.
Ce qui signifie quet ∈ [x⊕ y, x⊕ y], c’est-à-dire{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ [x⊕ y, x⊕ y].
On peut donc conclure que[x ⊕ y, x ⊕ y] est le plus petit intervalle contenant l’ensemble

{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Pour la loi⊗ la démonstration est analogue.

Remarque 4.20.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

x⊕y = {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y},
x⊗y = {x⊗ y | x ∈ x, y ∈ y}

peuvent être représentées en utilisant seulement les bornes des intervallesx ety. On peut alors donner
du sens à une expression comme

∀a ∈ a,∀b ∈ b, ∀c ∈ c , a⊗ b⊕ c⊗ a

puisque l’on sait que le résultat de cette expression appartient à l’intervallea⊗b⊕c⊗a. Autre-
ment dit, l’ensemble{a ⊗ b ⊕ c ⊗ a | a ∈ a, b ∈ b, c ∈ c} est inclus dans l’intervalle[
(a⊗ b)⊕ (c⊗ a), (a⊗ b)⊕ (c⊗ a)

]
.

Comme pour le dioïdeC(D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioïde des
intervallesI(D). En considérant l’applicationΠ isotone, l’image parΠ d’un intervallex est donnée par

Π(x) = {Π(x) | x ∈ x} .

Comme la fonctionΠ est isotone, on peut calculer les valeurs deΠ(x) directement à partir des bornes
de l’intervallex, c’est-à-direΠ(x) = [Π(x), Π(x)], et en particulierx∗ = [x∗, x∗].

Propriétés 4.21. Les applications isotones conservent l’inclusion d’intervalles. Par conséquent, soit
l’application Π définie surI(D), on a

x ⊂ y ⇒ Π(x) ⊂ Π(y). (4.6)

Démonstration.Soientx = [x, x] et y = [y, y] deux intervalles deI(D). On suppose quex ⊂ y, alors
on ay ¹ x ¹ x ¹ y. Puisque l’applicationΠ est isotone, on obtient,Π(y) ¹ Π(x) ¹ Π(x) ¹ Π(y). On
vérifie donc bien queΠ(x) ⊂ Π(y).

Définition 4.22. SoientD un dioïde complet et{xα} un sous-ensemble infini deI(D). On définit la
somme (infinie) des éléments de ce sous-ensemble par

⊕
α

xα =

[⊕
α

xα,
⊕

α

xα

]
(4.7)
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Proposition 4.23. SiD est un dioïde complet, alorsI(D) est un dioïde complet en considérant la somme
infinie définie par(4.7).

Démonstration.SiD est complet, alors l’intervalle
⊕
α

xα défini par (4.7) appartient àI(D). Par ailleurs,

siD est complet, soitX ⊂ I(D) un ensemble vide, alors
⊕

X = [ε, ε] ety⊗
(⊕

X
)

=
(⊕

X
)
⊗y =

[ε, ε] pour touty ∈ I(D). Considérons maintenant le sous-ensemble non-videX = {xα} de I(D), on
vérifie aisément la propriété de distributivité infinie :

y⊗
(⊕

α

xα

)
=

[⊕
α

(
y ⊗ xα

)
,
⊕

α

(y ⊗ xα)

]
=

⊕
α

(y⊗xα)

de même pour
(⊕

αxα

)
⊗y =

⊕
α (xα⊗y) pour touty ∈ I(D). Ainsi, le dioïdeI(D) est complet si le

dioïdeD est complet.

Proposition 4.24 ([Litvinov and Sobolevskĭı, 2001]). L’intervalle
⊕

αxα contient l’ensemble
{⊕α xα | xα ∈ xα pour toutα} et c’est le plus petit intervalle deI(D) avec cette propriété. En par-
ticulier, les bornes de l’intervalle

⊕
αxα appartiennent à l’ensemble{⊕α xα | xα ∈ xα pour toutα}.

Démonstration.La preuve est similaire à la preuve de la proposition4.19.

4.3.1 Résiduation d’inéquations linéaires dans le dioïdeI(D)

Proposition 4.25.SoitD un dioïde complet. L’applicationLa : I(D) → I(D), x 7→ a⊗x est résiduable.
L’application résiduéeL]

a est donnée par

L]
a(b) = a◦\b = [a◦\b ∧ a◦\b, a◦\b].

Démonstration.Soit Ψ : CO(D) → I(D), (x1, x2) 7→ [x1, x2] l’application qui à un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir définition1.93) de
dioïdes puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la proposition4.12donne directement le résultat.

Remarque 4.26.On peut montrer de la même manière que l’applicationRa : I(D) → I(D),x 7→ x⊗a
est résiduable.

Proposition 4.27. Soit K : x 7→ x∗ l’application définie sur un dioïde completI(D). L’application

ImK|K est résiduable et sa résiduée est

(
ImK|K

)] = IImK.

où IImK est l’injection canonique deImK dansI(D).

Démonstration.Immédiate en remarquant que l’applicationK est isotone, autrement dit,K(x) peut
aussi s’écrireK(x) = [K(x),K(x)]. On remarque donc que l’on se ramène au problème de la résidua-
tion de l’applicationK sur un dioïdeD complet. On peut donc appliquer directement le résultat de la
proposition1.102sur la résiduation de l’applicationImK|K définie sur un dioïde.

Remarque 4.28.D’après la proposition précédente, on peut déduire quex = a∗ est la plus grande
solution de l’inéquationx∗ = [x∗, x∗] ¹ a∗ = [a∗, a∗].
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4.3.2 Matrices d’intervalles

Dans ce paragraphe on généralise les définitions et les règles précédentes sur les dioïdes d’intervalles
au cas matriciel. Une matricem× n d’intervalles est définie par

A = aij =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn




où aij sont des éléments deI(D). L’ensemble des matrices d’intervalles sera noté(I (D))m×n, si I(D)
est un dioïde alors(I (D))m×n peut être muni d’une structure de dioïde (voir exemple1.80). Une matrice
n × 1 d’intervalles est un vecteur noté(I (D))n. Les matricesA = aij et A = aij sont appelées,
respectivement, la matrice inférieure et supérieure de la matrice d’intervallesA. En considérant l’ordre
canonique partiel, il est possible de donner une autre description des matrices d’intervalles. En effet,
La matriceA ∈ (I (D))m×n correspond aussi à l’intervalle[A, A] =

{
B ∈ Dm×n | A ¹ B ¹ A

}
si

A = aij etA = aij ∈ Dm×n et siA = aij ¹ B = bij ce qui signifieaij ¹ bij pour touti, j.
Les additions⊕ et les multiplications⊗ de matrices d’intervalles s’étendent naturellement au dioïde

des matrices d’intervalles.

Remarque 4.29.Notons que les deux descriptions de matrices peuvent sembler différentes. En effet, pour
la première description on aA ∈ (I (D))m×n, alors que dans la deuxième description,A = [A,A] ∈
I (Dm×n). Il est possible de montrer que l’applicationA ∈ (I (D))m×n 7→ [A, A] ∈ I (Dm×n) est un
isomorphisme entre les dioïdes(I (D))m×n et I (Dm×n). Cet isomorphisme est évident en considérant la
proposition4.19. En effet cette proposition implique que les additions et les multiplications de matrices
d’intervalles sont réduites à l’addition et la multiplication de leurs matrices inférieures et supérieures.

4.4 Graphes d’événements temporisés et analyse par intervalles

4.4.1 Incertitudes de modélisation

On rappelle qu’il est toujours possible d’obtenir la représentation d’état d’un GET sous la forme
suivante : {

x = Ax⊕Bu
y = Cx

oùx ∈ (Max
in [[γ, δ]])n représente le vecteur d’état,u ∈ (Max

in [[γ, δ]])p représente le vecteur de commande
et y ∈ (Max

in [[γ, δ]])q est le vecteur de sortie. Par ailleurs, la matriceA ∈ (Max
in [[γ, δ]])n×n représente la

matrice d’évolution,B ∈ (Max
in [[γ, δ]])n×p représente la matrice de commande etC ∈ (Max

in [[γ, δ]])q×n

représente la matrice de sortie.
Cette représentation déterministe suppose que le modèle est parfaitement connu et ne fait pas l’objet

de variations paramétriques au cours du temps. Cette hypothèse peut parfois être trop restrictive, il semble
alors souhaitable de prendre en compte, dans le modèle, les informations relatives aux incertitudes ; soit
en considérant des hypothèses sur la nature statistique de ces incertitudes (voir [Baccelli et al., 1992]
pour l’étude des GET stochastiques), soit en émettant des hypothèses sur les amplitudes de variations
des paramètres. Nous considérons ici ce second point de vue.

La classe des systèmes incertains que nous allons donc considérer est celle des graphes d’événements
temporisés dans lesquels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places
sont incertains, mais supposés appartenir à un intervalle.
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4.4.2 Représentation d’état incertaine

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous allons considérer que les ma-
tricesA,B et C du système peuvent prendre n’importe quelle valeur dans des intervalles. La connais-
sance de l’amplitude maximale des variations de chacun des paramètres du système permettra d’établir
ce modèle incertain sous la forme d’un système décrit dans un dioïde d’intervalles.

Le système pourra donc s’écrire :

x = Ax⊕Bu (4.8)

y = Cx (4.9)

où A ∈ A ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))n×n, B ∈ B ∈ (I (Max

in [[γ, δ]]))n×p et C ∈ C ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×n.

Autrement dit, les éléments des matricesA,B etC appartiennent au dioïde des intervallesI(Max
in [[γ, δ]]),

et les bornes de chaque élément appartiennent au dioïdeMax
in [[γ, δ]].

A partir de cette représentation d’état, nous pouvons donner l’expression de l’intervalle conte-
nant l’ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Dans un premier temps,
le corollaire1.118donnex = A∗Bu comme plus petite solution de (4.8) (on rappelle queA∗ =
[A∗, A∗] ∈ I (Max

in [[γ, δ]]n×n)). De plus, d’après la proposition4.19, la matrice d’intervallesA∗B ∈
(I (Max

in [[γ, δ]]))n×p est la plus petite contenant l’ensemble

{A∗B | A ∈ A, B ∈ B} .

Ensuite, en reportant l’étatx dans l’équation de sortie (4.9), on a

y = CA∗Bu = Hu, (4.10)

oùH = CA∗B ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×p représente l’intervalle contenant l’ensemble des relations entrée-

sortie du GET incertain. En outre, soit l’ensemble

H = {CA∗B | C ∈ C, A ∈ A, B ∈ B} , (4.11)

des relations entrée-sortie possibles pour le GET, d’après la proposition4.19, on aH ⊂ H.
Pour illustrer cette représentation, considérons le graphe d’événements temporisé de la figure4.1. Sur

ce schémau1, u2 et y désignent les entrées et la sortie du système, les jetons en pointillés représentent
le fait qu’une ressource peut ou ne peut pas être présente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d’un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machineM2 a la possibilité de traiter1 ou 2 pièces en même temps et chaque
traitement dure3 unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste entre2 et 6 unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitionx3. Donc la machineM2 peut traiter au mieux2 pièces
toutes les3 unités de temps et au pire1 pièce toutes les3 unités de temps. La composante correspondante
dans la matriceA est par conséquenta22 = [γ2δ3, γδ3] où la borne inférieure de l’intervallea22 = γ2δ3

représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioïde) eta22 = γδ3 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioïde). De même, l’intervallea32 = [2, 6]
représente le temps de séjour dans la place en aval de la transitionx2 avant de pouvoir contribuer au tir
de la transitionx3.
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Figure 4.1 –Modélisation incertaine d’un graphe d’événements temporisé.

En appliquant la même démarche à l’ensemble du GET, nous obtenons le modèle suivant :

x =




[γ2δ2, γδ5] [ε, ε] [ε, ε]
[ε, ε] [γ2δ3, γδ3] [ε, ε]

[δ3, δ4] [δ2, δ6] [γ3δ2, γδ3]


x⊕




[e, e] [ε, ε]
[ε, ε] [e, e]
[ε, ε] ε, ε]


u

y =
(
[ε, ε] [ε, ε] [e, e]

)
x.

De cette représentation d’état, il est possible de donner l’intervalle contenant l’ensemble des trans-
ferts entrée-sortie du système. Tout d’abord, l’état s’exprime par :

x = A∗Bu =




[(
γ2δ2

)∗
,
(
γδ5

)∗] [ε, ε]
[ε, ε]

[(
γ2δ3

)∗
,
(
γδ3

)∗]
[
δ3

(
γ2δ2

)∗
, δ4

(
γδ5

)∗] [
δ2

(
γ2δ3

)∗
, δ6

(
γδ3

)∗]


u. (4.12)

En reportant, l’expression de l’état (4.12) dans l’équation de sortie (4.9), on obtient l’intervalle conte-
nant l’ensemble des relations entrée-sortie du GET incertain :

y = CA∗Bu = Hu =
([

δ3
(
γ2δ2

)∗
, δ4

(
γδ5

)∗] [
δ2

(
γ2δ3

)∗
, δ6

(
γδ3

)∗])
u.

La figure4.2montre l’ensemble des relations entrée/sortie possibles du graphe d’événements temporisé
de la figure4.1. En d’autres termes, les zones grisées de la figure4.2 caractérisent complètement le
comportement du GET (figure4.1) dans le cas où s’exercent des variations paramétriques comprises
dans les intervalles (prédéfinis au moment de la modélisation du système) associés au nombre de jetons
et/ou aux temporisations de chacune des places du GET.

4.5 Synthèse de contrôleurs robustes

Les variations du comportement d’un système au cours du temps1 rendent souvent insuffisante la
synthèse de correcteurs ne considérant que le modèle déterministe du système. Nous allons considérer

1Elles peuvent être dues aux variations physiques du système. Elles se traduisent généralement par des variations paramé-
triques du modèle.
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Figure 4.2 –Représentation deH ; les zones grisées correspondent à l’ensemble des comportements du
GET :H ⊂ [H,H] =

[
(h11 h12) ,

(
h11 h12

)]
.

dans ce paragraphe la synthèse de correcteurs lorsque le modèle est supposé appartenir à un ensemble de
type (4.11). L’approche proposée ici prend pour point de départ la synthèse de correcteurs de type retour
de sortie présentée dans le paragraphe3.4.

4.5.1 Présentation du problème standard

Le schéma traditionnellement associé à un problème de synthèse de correcteur est donné figure4.3,
oùH est la matrice de transfert etF la matrice du correcteur de type retour de sortie.

Figure 4.3 –Représentation traditionnelle d’un asservissement.

Le système en boucle fermée vérifie :

{
u = v ⊕ Fy
y = Hu

En considérant le corollaire1.118, on obtient la relation entrée-sortie du système en boucle fermée :

y = (HF )∗Hv. (4.13)



CHAPITRE 4 — Synthèse de contrôleurs robustes pour les GET 93

On rappelle alors que le problème de commande avec modèle de référence se formule de la façon
suivante : étant donné un système de transfertH et un modèle de référenceGref , existe-t-il un plus
grand retour de sortieF tel que le système en boucle fermée(HF )∗H soit inférieur ou égal au modèle
de référence. Formellement, cela revient à chercher la borne supérieure de l’ensemble suivant :

{
F ∈Max

in [[γ, δ]]p×q | (HF )∗H ¹ Gref

}
.

4.5.2 Formulation du problème de commande robuste

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le problème précédent dans le contexte des systèmes
incertains. Nous allons chercher à synthétiser des commandes robustes, c’est-à-dire des commandes
permettant au système en boucle fermée de respecter les spécifications quelles que soient les valeurs des
paramètres du modèle incluses dans des intervalles établis a priori.

Nous supposons donc connu un modèle incertain sous la forme (4.8) et (4.9), et nous cherchons à
synthétiser un correcteur garantissant le respect des performances pour tous les comportements découlant
de ce modèle.

D’après la proposition4.19, la relation de transfert d’un GET appartient à l’ensemble

H = {CA∗B | C ∈ C, A ∈ A, B ∈ B} ⊂ H = CA∗B ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×p .

Nous supposons donnéGref ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×p un intervalle spécifiant l’ensemble des com-

portements admissibles du système corrigé, et nous allons chercher le plus grand intervalleF ∈
(I (Max

in [[γ, δ]]))p×q au sens de l’ordre¹(I(Max
in [[γ,δ]]))p×q et notéF̂ garantissant que le comportement

du système corrigé soit représenté par un intervalle inférieur ou égal à la spécificationGref , quel que
soit le comportement du systèmeH ∈ H ⊂ H.

Formellement ce problème de commande consiste à déterminer la borne supérieure de l’ensemble
suivant : {

F ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))p×q | (HF )∗H ¹ Gref

}
. (4.14)

Si l’on considère des restrictions sur le choix des modèles de référence, le résultat suivant peut être
énoncé :

Proposition 4.30. SoitMH : (I(Max
in [[γ, δ]]))p×q → (I(Max

in [[γ, δ]]))q×p , F 7→ (HF )∗H une applica-
tion définie sur des dioïdes complets. On considère les ensembles suivants :

G1 =
{
G ∈ (I(Max

in [[γ, δ]]))q×p | ∃D ∈ (I(Max
in [[γ, δ]]))q×q , G = D∗H

}
,

G2 =
{
G ∈ (I(Max

in [[γ, δ]]))q×p | ∃D ∈ (I(Max
in [[γ, δ]]))p×p , G = HD∗}.

Pour toutGref ∈ G1 ∪ G2, il existe un plus grandF tel queMH(F ) ¹ Gref , donné par

F̂ =
⊕

{
F∈(I(Max

in [[γ,δ]]))p×q | (HF )∗H¹Gref

} F = H◦\Gref ◦/H.

Démonstration.ConsidéronsGref ∈ G1, alors il existe D tel que Gref = D∗H, par
conséquent on cherche la plus grande solution de(HF )∗H ¹ D∗H qui est encore égale à
(e⊕HF⊕HFHF⊕ . . .)H ¹ DH∗. On voit donc que résoudre(HF )∗H ¹ D∗H revient à sa-
tisfaire un ensemble d’inéquations :
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H ¹ D∗H (4.15)

HFH ¹ D∗H (4.16)

HFHFH ¹ D∗H (4.17)
...

∀n (HF )nH ¹ D∗H (4.18)

D’après la définition de l’applicationK, on aD∗ º e (voir § 1.11.2), donc (4.15) est satisfaite. De plus,
LH ◦RH(F ) est une application résiduable (théorème1.40), donc la plus grande solution de (4.16) est
donnée par

F̂ = R]
H ◦ L]

H(D∗H) = H◦\ (D∗H) ◦/H.

En outre,F̂ = H◦\ (D∗H) ◦/H est solution de (4.17) ; en effet on rappelle queD∗D∗ = D∗ et comme
HF̂H ¹ D∗H, on a

HF̂HF̂H ¹ D∗HF̂H ¹ D∗D∗H = D∗H.

On vérifie les autres égalités de la même façon, alorsF̂ est la plus grande solution. La démonstration
pourGref ∈ G2 s’effectue par la même démarche.

Remarque 4.31. La preuve donnée ci-dessus est une alternative à celle proposée dans
[Cottenceau et al., 2001].

Corollaire 4.32. SiGref ∈ ImMH , alors F̂ = H◦\Gref ◦/H est la plus grande solution de

MH(F̂ ) = (HF̂ )∗H = Gref .

Démonstration.Notons tout d’abord queImMH ⊂ (G1∩G2) doncImMH |MH est résiduable. De plus, si
Gref ∈ ImMH , alors il existe unF ∈ I(Max

in [[γ, δ]]p×q) tel queMH(F ) = Gref . En d’autres termes,

l’applicationImMH |MH est surjective. Par conséquent d’après (1.10), on aImMH |MH ◦(
ImMH |MH

)] =
IdImMH

, autrement dit siGref ∈ ImMH alorsMH(H◦\Gref ◦/H) = Gref .

Ci-dessous, nous considérons l’ensemble des contrôleurs robustes, notéF , tel que le transfert du
système en boucle fermée soit inclus dans l’intervalleGref pour toutH ∈ H ⊂ H, c’est-à-dire

F = {F ∈Max
in [[γ, δ]]p×q | (HF )∗H ⊂ Gref} . (4.19)

Corollaire 4.33. SiGref ∈ ImMH , alors F̂ ⊂ F .

Démonstration.Si Gref ∈ ImMH , alors d’après le corollaire4.32, on aMH(F̂ ) = Gref , c’est-à-dire
(HF̂ )∗H ⊂ Gref (voir remarque4.15). Par conséquent,∀F ∈ F̂ , (HF )∗H ⊂ Gref , ce qui conduit
au résultat.

Ce dernier corollaire montre que si l’ensemble des modèles de référenceGref appartient à l’image
de l’applicationMH , alors tout contrôleurF ∈ F̂ est aussi dans l’ensembleF . D’un point de vue
pratique cela signifie que pour toutes variations de jetons et/ou de temporisations dans les intervalles
spécifiés lors de la modélisation, le système en boucle fermée est inclus dans l’ensemble des modèles de
référenceGref caractérisé sous forme d’intervalles.
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Corollaire 4.34. SiGref ∈ ImMH , alors la borne supérieure de l’intervallêF , notéeF̂ , correspond à
la borne supérieure de l’ensembleF .

Démonstration.D’après le corollaire4.32, si Gref ∈ ImMH alors (HF̂ )∗H = Gref , c’est-à-dire

d’après la relation d’ordre que(HF̂ )∗H = Gref . De plus, la borne supérieure dêF , soit F̂ , s’exprime

par F̂ = H ◦\ Gref ◦/ H qui est bien le plus grand retour de sortie tel que(HF̂ )∗H = Gref , et donc le
plus grand retour de sortie dans l’ensembleF .

Corollaire 4.35. Si Gref = H, alors l’ensemble des contrôleurs robustesF peut être confondu avec

l’intervalle [ε, F̂ ], c’est-à-dire

F ≡ [ε, F̂ ].

Démonstration.Si Gref = H, alorsGref ∈ ImMH puisqueGref = (Hε)∗H ; F̂ est donc la borne
supérieure de l’ensembleF (corollaire4.34). Par ailleursε assure que(Hε)∗H = H, c’est-à-dire que
la spécification est respectée même siF = ε. Il s’agit donc du plus petit correcteur.

Remarque 4.36.D’un point de vue pratiquêF est donné par

F̂ = H◦\Gref ◦/H
= [H,H]◦\[Gref , Gref ]◦/[H,H] = [H◦\Gref ∧H◦\Gref , H◦\Gref ]◦/[H,H]
= [(H◦\Gref ∧H◦\Gref )◦/H ∧H◦\Gref ◦/H, H◦\Gref ◦/H]
= [H◦\Gref ◦/H ∧H◦\Gref ◦/H ∧H◦\Gref ◦/H,H◦\Gref ◦/H].

La dernière expression est simplifiable. En effet,(H◦\Gref )◦/H º (H◦\Gref )◦/H par antitonie de l’appli-
cationa◦/x (c.-à-d.x1 º x2 ⇒ a◦/x1 ¹ a◦/x2), par conséquentH◦\Gref ◦/H∧H◦\Gref ◦/H = H◦\Gref ◦/H.
Finalement,

F̂ = H◦\Gref ◦/H = [H◦\Gref ◦/H ∧H◦\Gref ◦/H,H◦\Gref ◦/H]. (4.20)

4.6 Exemple d’application

Nous proposons maintenant une illustration de la méthode de synthèse de contrôleurs robustes pré-
sentée dans les paragraphes précédents, ceci dans un objectif de stabilisation. On rappelle que l’accu-
mulation "possible" de jetons dans le GET (ou non bornitude) peut être vue comme un phénomène
d’instabilité du modèle (voir le chapitre2). Dans le cas d’un système manufacturier, l’instabilité du mo-
dèle est synonyme d’une possible "explosion" de la taille des stocks internes du système modélisé. Par
conséquent, la stabilisation d’un GET constitue un enjeu important.

Pour les GET, la stabilité est une propriété liée aux caractéristiques structurelles du modèle. En
effet, on sait que le nombre de jetons d’un circuit d’un GET est invariant. Aussi, il est suffisant que le
GET soit fortement connexe pour qu’il soit stable. En d’autres termes, le GET est stable si toutes ses
transitions "fonctionnent en moyenne à la même vitesse", ce qui évite l’accumulation de jetons dans
les places du GET. Il a été montré qu’un GET structurellement contrôlable et observable pouvait être
stabilisé par un retour de sortie tout en préservant le taux de production du système [Cohen et al., 1984,
Cohen et al., 1991].
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Théorème 4.37 ([Baccelli et al., 1992, §6.6.2]). Tout graphe d’événements structurellement contrôlable
et observable peut être stabilisé par un retour de sortie.

Le problème de stabilisation de GET est par conséquent souvent relié au problème de synthèse de
contrôleur de type retour de sortie dans la littérature.

L’objectif visé dans cet exemple va être de caractériser des contrôleurs de type retour de sortie assu-
rant la stabilité d’un graphe d’événements temporisé à paramètres incertains, tout en conservant son taux
de production compris à l’intérieur d’un intervalle. Nous considérons le GET incertain de la figure4.1
qui a pour relation entrée-sortie

y = CA∗Bu = Hu =
([

δ3
(
γ2δ2

)∗
, δ4

(
γδ5

)∗] [
δ2

(
γ2δ3

)∗
, δ6

(
γδ3

)∗])
u.

La méthode de stabilisation que nous allons mettre en oeuvre est très proche de celle présentée
dans [Cottenceau et al., 2003]. Il s’agit de stabiliser un GET par la synthèse d’un contrôleur de type
retour de sortie avec un objectif de poursuite de modèle. Pour utiliser cette approche, il nous faut tout
d’abord déterminer le modèle de référenceGref . Le choix du modèle de référence pour le problème
de stabilisation est lié aux différents taux de production du GET à stabiliser. Dans notre exemple, il est
possible de déterminer les différents taux de production directement à partir du graphe d’événements
temporisé. Pour un GET incertain, le taux de production appartiendra à un intervalle, où les bornes de
l’intervalle seront respectivement, le taux minimum et le taux maximum de production. Le taux minimum
correspond au fonctionnement le plus lent du système (représenté sur la figure4.4.(a)), une énumération
de tous les circuits du GET nous donne :

λ = min
(

1
5 , 1

3 , 1
3

)
= 1

5 . (4.21)

De même, le taux de production maximum correspondant au fonctionnement le plus rapide (représenté
sur la figure4.4.(b)) est donné par

λ = min
(

2
2 , 2

3 , 3
2

)
= 2

3 , (4.22)

on obtient finalement comme taux de production, l’intervalleλ =
[

1
5 , 2

3

]
. La figure 4.4 donne une

représentation (traits gras) des deux circuits critiques correspondant aux bornes de l’intervalle. D’un
point de vue pratique, cet intervalle contient l’ensemble des taux de productions que peut prendre le
GET quand il est soumis à des variations de jetons et/ou de temporisations dans les intervalles spécifiés
lors de la modélisation.

Remarque 4.38.L’énumération naïve de tous les circuits n’est possible que pour des graphes de pe-
tites tailles puisque pour un graphe àn sommets, cela conduit à une complexité enO((n − 1)!).
Dans le cas de graphes de grandes tailles, il est plus judicieux d’utiliser l’algorithme de Karp (voir
[Baccelli et al., 1992, §2.2.3],[ Gondran and Minoux, 1979]) dont la complexité est enO(mn) oum dé-
signe le nombre d’arcs du graphe etn son nombre de sommets.

Dans cet exemple l’instabilité du GET vient de la désadaptation des taux de production des chemins
allant deu1 → y et u2 → y. Dans le cas du fonctionnement le plus lent (figure4.4.(a)) on voit que la
machineM1 est la machine goulot (elle ralentit l’ensemble du système). Par conséquent, dans le cas d’un
fonctionnement au plus tôt du système il va y avoir une accumulation de jetons en aval de la machine
M2. De même, pour le fonctionnement le plus rapide (figure4.4.(b)), la machine goulot se trouve être la
machineM2, donc il va y avoir une accumulation de jetons en aval de la machineM1.
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(a) (b)

Figure 4.4 –Taux de production minimum et maximum du GET

Nous nous proposons dans ce contexte incertain de stabiliser ce GET tout en conservant son taux de
production, et en minimisant le nombre de jetons dans les arcs du retour de sortie.

La procédure de stabilisation sera réalisée en deux étapes.

- la première consiste à établir un intervalle de modèles de référence stabilisant le GET (voir
[Gaubert, 1992]) ;

- la seconde consiste à établir le plus grand intervalle de contrôleurs stabilisant en appliquant les
résultats de la proposition4.30.

4.6.1 Choix du modèle de référence

En accord avec le théorème4.37, le GET peut être stabilisé (en le rendant fortement connexe) tout
en conservant son taux de production. Pour cela il est nécessaire d’ajouter des arcs entre les sorties et
les entrées. Les arcs via des places devront contenir un nombre de jetons garantissant la conservation
du taux de production. Ces jetons pouvant représenter des ressources il est intéressant d’en limiter le
nombre2. Il s’agit donc de minimiser le marquage initial de ces places tout en stabilisant le GET et en
préservant le taux de production. Ce problème d’optimisation de ressources a été initialement formalisé
dans [Cohen et al., 1983].

Dans le cas d’un GET déterministe àp entrées etq sorties, il suffit d’ajouter des arcs entre les
transitions de sortie et les transitions d’entrée via des places contenant au moins un jeton (pour assurer la
vivacité du système en boucle fermée) pour obtenir la forte connexité du graphe. Le problème consiste
alors à calculer le nombre minimum de jetons à placer dans chacune de ces places de manière à conserver
le taux de production du système en boucle ouverte. Cet ensemble d’arcs et de places peut être vu
comme un correcteur de type retour de sortie, représenté par une matriceF = (Fij) ∈ Max

in [[γ, δ]]p×q

où Fij = γqij avecqij le nombre de jetons mis dans la place entre la sortiej et l’entréei ; en l’absence
d’arc,Fij = ε.

Il s’agit donc de minimiserq = {qij} avec comme contrainte de préserver le taux de production du
système en boucle ouverte. Cette minimisation se traduit en un problème de programmation linéaire en

2Dans un contexte manufacturier, ces jetons peuvent représenter des moyens de transport dans une cellule automatisée.
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nombre entier où la fonction coût est donnée par

J(q) =
i=p,j=q∑
i=1,j=1

αijqij ,

avecαij une pondération associée à chaque ressource. Les contraintes sont données par

λ(q) ≥ λbo

avecλbo le taux de production du système en boucle ouverte etλ(q) le taux de production avec les arcs
stabilisants.

En notantwNc(q) la somme des jetons d’un circuitc etwTc la somme des temporisations de ce même
circuit alors

λ(q) = min
c

wNc(q)
wTc

,

c’est-à-dire que pour chaque circuit élémentaire, les contraintes peuvent s’écrire

wNc(q) ≥ λbo× wTc .

La solution de ce problème fournit lesqij jetons à mettre initialement dans les places. Nous noterons
FRO ce correcteur de type retour de sortie qui stabilise, minimise le nombre de ressources et préserve le
taux de production.

Remarque 4.39.Le problème d’optimisation de ressources a également été abordé par Gaubert dans
[Gaubert, 1992, Gaubert, 1995]. Il propose une alternative à l’énumération des circuits d’un GET (opé-
ration de complexitéO((n − 1)!), envisageable seulement pour des graphes de petites dimensions. Il
montre en effet que le problème d’optimisation peut se ramener à un problème de programmation li-
néaire àn2 inégalités (oùn correspond au nombre de sommets du graphe).

L’application de ce correcteurFRO conduit au comportement en boucle fermée égal àMH(FRO).
Il est ensuite aisé d’améliorer les performances de ce correcteur vis-à-vis du critère de juste-à-temps
en considérant le plus grand correcteurF̂RO+ préservant ce comportement, c’est-à-direMH(F̂RO+) =
MH(FRO).

En considérant le corollaire3.18, ce plus grand correcteur est donné par

F̂RO+ = Pr+ (H◦\MH(FRO)◦/H) .

L’extension au GET incertain est assez naturelle puisqu’il suffit de considérer l’intervalle de variation
du taux de production

[
λ, λ

]
et l’intervalle de variation de la somme (au sens classique) des temporisa-

tions de chaque circuit
[
wTc

, wTc

]
. Les contraintes s’écrivent dans l’algèbre usuelle :

[
wNc

(q), wNc(q)
] º [

λ, λ
]× [

wTc
, wTc

]
=

[
min(λwTc

, λwTc , λwTc
, λwTc), max(λwTc

, λwTc , λwTc
, λwTc)

]
,

Autrement dit,∀wNc(q) ∈
[
wNc

(q), wNc(q)
]

et ∀λwTc ∈
[
λ, λ

] × [
wTc

, wTc

]
, on doit avoirwNc º

λwTc . Puisqueλ, λ, wTc
etwTc ∈ R+, cela revient à satisfaire la contrainte :

wNc
(q) º max(λwTc

, λwTc , λwTc
, λwTc) = λwTc .

La solution de ce nouveau problème de programmation linéaire en nombre entier fournit le correcteur
FRO qui stabilise le système incertain et préserve son taux de production tout en minimisant le nombre
de ressources.
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Dans l’exemple de la figure4.1, la forte connexité du graphe est assurée en ajoutant deux arcs (via
deux places), l’un entrey etu1 et l’autre entrey etu2. C’est-à-dire que le correcteur s’écrira

FRO =
(

γq11

γq21

)
.

Nous considérons donc la fonction coût

J(q) = q11 + q21 (soitα11 = α21 = 1),

et les contraintes obtenues par énumération des circuits (λ =
2
3

voir (4.22)) :

wNc1
(q) º λ× wTc1

=
2
3
× 4

wNc2
(q) º λ× wTc2

=
2
3
× 6

où wNc1
(resp.wTc1

) représente la somme des jetons (resp. la somme des temporisations) du circuit
élémentaire créé par l’arc de retoury → u1 et wNc2

(resp.wTc2
) représente la somme des jetons (resp.

la somme des temporisations) du circuit élémentaire créé par l’arc de retoury → u2.
La résolution du problème donneq11 = 3 etq21 = 4, soit un contrôleur de type retour de sortie de la

forme :

FRO =
(

γ3

γ4

)
(4.23)

Passons maintenant au calcul du modèle de référence proprement dit. Notons que le correcteur (4.23)
est considéré dans la suite comme un intervalle dégénéré. L’expression du modèle de référence est donnée
par

Gref =
([

g
+11

, g+11

] [
g
+12

, g+12

])
= MH(FRO) =

(
H

(
γ3

γ4

))∗
H

Après calcul, nous obtenons comme valeur pourGref =
[
Gref , Gref

]
:

Gref =
[
g
+11

, g
+12

]
=

[
δ3 ⊕ γ2δ5 ⊕ γ3δ6 ⊕ γ4δ7 ⊕ γ5δ8 ⊕ γ6δ9 ⊕ γ7δ10 ⊕ γ8δ11 ⊕ γ9δ12 ⊕ γ10δ14(γ2δ3)∗, δ4(γδ5)∗

]

Gref =
[
g+11

, g+12

]
=

[
δ2(γ2δ3)∗, δ6 ⊕ γδ9 ⊕ γ2δ12 ⊕ γ3δ15 ⊕ γ4δ18 ⊕ γ5δ21 ⊕ γ6δ25(γδ5)∗

]
.

Notons que ce modèle de référence appartient à l’image de l’applicationMH : x 7→ (Hx)∗H.
La figure4.5donne une représentation du système en boucle ouverteH ainsi qu’une représentation

du modèle de référenceGref . Maintenant que l’on dispose du modèle de référence, il est alors pos-
sible de déterminer le plus grand intervalle de contrôleurs robustesFRO+ = [FRO+, FRO+] tel que
(HFRO+)∗H ¹ Gref . D’après la proposition4.30, cet intervalle de contrôleurs robustes est donné par

FRO+ =

(
[fRO+11

, fRO+11
]

[fRO+21
, fRO+21

]

)
=

[
FRO+, FRO+

]
= Pr+

(
H◦\Gref ◦/H

)

= Pr+
(
[H◦\Gref ◦/H ∧H◦\Gref ◦/H,H◦\Gref ◦/H]

)
.
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Figure 4.5 – Représentation deGref = [Gref , Gref ] =
[
(g

ref11
g

ref12
), (gref11

gref12
)
]

et H =

[H, H] =
[
(h11 h12), (h11 h12)

]
.
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Figure 4.6 – Représentation de l’intervalle de contrôleurs robustesFRO+ = [FRO+, FRO+] =[
(fRO+11

fRO+21
)t, (fRO+11

fRO+21
)t

]
.

Après calcul, nous obtenons les valeurs suivantes :

[
fRO+11

, fRO+11

]
=

[
γ3 ⊕ γ4δ ⊕ γ5δ2 ⊕ γ6δ3 ⊕ γ7δ4 ⊕ γ8δ5 ⊕ γ9δ6 ⊕ γ10δ8(γ2δ3)∗ , γ3(γδ5)∗

]
[
fRO+21

, fRO+21

]
=

[
γ4(γ2δ3)∗ , γ2 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ5δ9 ⊕ γ6δ13(γδ5)∗

]
.

La figure4.6donne une représentation de l’intervalleFRO+ contenant l’ensemble des contrôleurs ro-
bustes. On peut faire plusieurs remarques concernant cet intervalle de contrôleurs robustes. Tout d’abord,
commeGref ∈ ImMH , d’après le corollaire4.32, l’intervalle FRO+ est le plus grand tel que

(HFRO+)∗H = Gref .

D’autre part, il faut rappeler que l’objectif de commande robuste est de caractériser l’ensemble sui-
vant :

F =
{
F ∈Max

in [[γ, δ]]p×q | (HF )∗H ⊂ Gref

}
,

c’est-à-dire de chercher l’ensemble des contrôleurs de type retour de sortie tel que l’ensemble des sys-
tèmes en boucle fermée soit inclus dans l’ensemble des modèles de référence. Or, d’après le corollaire
4.33, commeGref ∈ ImMH on a

FRO+ ⊂ F .

Par conséquent, l’objectif de commande robuste est atteint, puisque

∀F ∈ FRO+ , (HF )∗H ⊂ Gref .

Donc, tous les correcteursF ∈ FRO+ réalisent l’objectif de commande. C’est-à-dire que tous les contrô-
leursF ∈ FRO+ stabilisent le GET incertain malgré les possibles variations (du nombre de jetons et/ou
de la durée des temporisations) du GET dans les intervalles définis lors de la modélisation, tout en gardant
le taux de production dans l’intervalle

[
1
5 , 2

3

]
.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué la synthèse de correcteurs robustes aux incertitudes paramé-
triques. Ce problème de commande peut être vu comme une extension des résultats présentés dans la
troisième partie de ce mémoire.

Le problème de commande robuste pour les systèmes(max, +)-linéaires est appréhendé avec le
formalisme de l’analyse par intervalles dans les dioïdes. La formulation par intervalles permet de carac-
tériser de façon rigoureuse les incertitudes de ces systèmes. Pour un graphe d’événements temporisé, les
incertitudes concernent le nombre de jetons et/ou la durée des temporisations. La caractérisation de ces
incertitudes au moyen d’intervalles sur un dioïde conduit également à borner les comportements entrée-
sortie possibles d’un GET incertain. A la différence des approches ponctuelles, l’ensemble de correcteurs
solution tient compte de toute l’information qui était contenue dans le problème de départ et qui était sus-
ceptible de nous intéresser.

Le chapitre suivant s’intéresse à la commande de systèmes(max, +)-linéaires en présence de per-
turbations sur les états. Ce problème de commande comporte certaines analogies avec le très classique
problème du rejet de perturbations de la théorie des systèmes continus, où l’objectif est la synthèse d’une
loi de commande telle que la perturbation n’affecte pas la sortie du système.



CHAPITRE5
Commande de systèmes

(max, +)-linéaires en
présence de

perturbations
5.1 Introduction

En théorie des systèmes linéaires, le problème du rejet de perturbations consiste à trouver (si possible)
une commande telle que la sortie du système soit indépendante de la perturbation. Ce problème a pu être
mieux appréhendé grâce au développement de la théorie géométrique des systèmes multivariables. Dans
ce contexte, le problème consiste à rechercher une commande capable de maintenir l’état du système dans
le noyau de la matrice de sortie. En théorie des systèmes, ce problème a été résolu par Wonham et Morse
[Wonham and Morse, 1970, Wonham, 1985] en utilisant les notions de sous-espace(A,B)-invariant et
de sous-espace de commandabilité, dans le cas de la synthèse de commande par retour d’état.

Ce chapitre s’intéresse au problème analogue dans le contexte des systèmes (max, +)-linéaires. Nous
allons proposer la synthèse de lois de commande lorsque des entrées non maîtrisables (des perturbations)
agissent sur le système. L’objectif de la synthèse sera de maintenir l’état du système dans le noyau de la
matrice de sortie. Bien que l’énoncé du problème soit analogue à celui des systèmes linéaires classiques,
la solution ne conduit pas à annuler l’influence de la perturbation sur la sortie. En effet, le noyau d’une
application définie sur des ensembles ordonnés ne correspond pas à un sous-espace ayant une image
nulle mais à un ensemble de classes d’équivalences. Chacune de ces classes d’équivalences regroupe
l’ensemble des éléments ayant la même image.

Par conséquent, la commande recherchée sera une commande visant à maintenir l’état dans la classe
d’équivalence générée par la trajectoire de la perturbation. Plus précisément nous chercherons la plus
grande des commandes respectant ce critère, il s’agira donc de la commande optimale (dans le sens du
juste-à-temps) telle que la sortie soit inchangée au regard de celle générée par la perturbation.

Pour un graphe d’événements temporisé, le problème de commande en présence de perturbations
consiste à retarder au plus le tir des transitions d’entrée contrôlables, tout en poursuivant la trajectoire
de sortie due aux transitions non contrôlables. En effet, il est possible de retarder l’entrée des jetons
qui se retrouveraient inutilement bloqués à l’intérieur du graphe du fait des perturbations, sans retarder
davantage le tir des transitions de sortie.

Rappelons que depuis 1996 l’équipe(max, +) de l’INRIA forge les outils nécessaires à l’élabora-
tion d’une théorie géométrique des systèmes (max,+)-linéaires (voir§ 1.12,1.13) [Cohen et al., 1996,
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Cohen et al., 1997]. Ces outils ont largement contribué à la présentation et à la résolution des problèmes
de commande présentés ici.

Ce chapitre est composé comme suit.

Dans un premier temps nous proposons les définitions d’ensemblesA-invariants et(A,B)-invariants
dans les dioïdes. Nous montrons notamment qu’il est possible de caractériser le plus grand idéal principal
A-invariant, notéV∗, inclus dans un idéal principalK. Ce résultat est assez proche de celui proposé par
Ines Klimann [Klimann, 2003] dans le contexte de la théorie des langages.

Nous montrons également qu’il existe un plus grand correcteur de type retour d’état tel que le plus
grand idéal principal(A⊕BF )-invariant inclus dansK, notéV̂, soit égal àV∗.

Dans le paragraphe5.3, nous appliquons ces résultats au problème de synthèse de commande en
présence de perturbations. Nous considérons successivement le problème de la synthèse de correcteurs
de type retour d’état puis de type retour de sortie.

Dans le cas des correcteurs de type retour d’état, nous verrons que deux correcteurs peuvent être
considérés. Le premier est le plus grand qui assureV∗ = V̂. Nous montrons naturellement que ce cor-
recteur satisfait l’objectif qui est de maintenir l’état dans le noyau de la matrice de sortie. Le second
correcteur est le plus grand laissant les trajectoires du vecteur d’état inchangées (par conséquent il main-
tient le vecteur d’état dans la même classe d’équivalence que celle générée par la trajectoire des entrées
non maîtrisables), ce correcteur se révèle réellement neutre vis-à-vis du comportement interne du sys-
tème.

Dans le cas du correcteur de type retour de sortie, nous verrons également la synthèse de deux cor-
recteurs. Le premier est le plus grand préservant l’état dans le noyau de la matrice de sortie. Le second,
plus petit, permet de maintenir l’état inchangé.

Finalement nous traiterons un exemple illustrant l’intérêt de notre approche.

Les premiers éléments de cette étude ont été publiés dans [Lhommeau et al., 2002b,
Lhommeau et al., 2002a] pour la commande en boucle fermée et dans [Lhommeau et al., 2003a]
pour la commande en boucle ouverte.

5.2 Notations et préliminaires algébriques

Soit un système(max,+)-linéaire

x = Ax⊕Bu (5.1)

oùx ∈Max
in [[γ, δ]]n est le vecteur d’état etu ∈Max

in [[γ, δ]]p le vecteur des entrées. Les applications

A : Max
in [[γ, δ]]n →Max

in [[γ, δ]]n et B : Max
in [[γ, δ]]p →Max

in [[γ, δ]]n

sont représentées par leurs matrices (avecA ∈Max
in [[γ, δ]]n×n etB ∈Max

in [[γ, δ]]n×p).

Nous allons nous intéresser aux possibilités qu’offre la commandeu pour que la trajectoire résultant
du système (5.1) reste à l’intérieur d’un sous-ensemble donné de l’ensemble deMax

in [[γ, δ]]n.
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5.2.1 Les sous-ensemblesA-invariants

Définition 5.1. Soit N un sous-ensemble deMax
in [[γ, δ]]n. L’ensemble image deN par l’application

A : Max
in [[γ, δ]]n →Max

in [[γ, δ]]n, notéAN , est donné par

AN = {x ∈Max
in [[γ, δ]]n | ∃n ∈ N , An = x}

= {An | n ∈ N} .

En considérant une commandeu = ε dans le système (5.1), il est possible de définir la notion
d’ensembleA-invariant.

Définition 5.2 (A-invariant). SoitA : Max
in [[γ, δ]]n →Max

in [[γ, δ]]n une application définie sur un dioïde.
L’ensembleN ⊂Max

in [[γ, δ]]n est ditA-invariant siAN ⊂ N .

En d’autres termes,N est un ensembleA-invariant du système (5.1) si toute trajectoire issue deN
reste dansN , c’est-à-dire pour toutx ∈ N , Ax ∈ N et par extensionA∗x ∈ N .

Définition 5.3. Soit k̂ ∈Max
in [[γ, δ]]n, nous définissons par

K =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ k̂

}
,

l’idéal principal deMax
in [[γ, δ]]n (voir définition1.24) généré par l’élément̂k ; clairementsupK = k̂.

Notation 5.4. L’ensemble des idéaux principaux deMax
in [[γ, δ]]n sera notéS (Max

in [[γ, δ]]n).

Notation 5.5. Nous noterons parI (A,K), l’ensemble des idéaux principauxA-invariants inclus dans
un idéal principalK, c’est-à-dire

I (A,K) = {V ∈ S (Max
in [[γ, δ]]n) | AV ⊂ V ⊂ K} .

Remarque 5.6.L’ensemble des idéaux principauxA-invariants,I (A,K), n’est jamais vide. En effet, le
plus petit élément du dioïdeε engendre l’idéal principal{ε}, de plus l’élémentε estA-invariant, puisque
Aε = ε.

Proposition 5.7. Les ensembles ordonnés(Max
in [[γ, δ]]n,¹) et (S (Max

in [[γ, δ]]n) ,⊂) sont isomorphes
(voir remarque1.6).

Démonstration.La définition d’un idéal (définition1.24) donne

∀a, b ∈Max
in [[γ, δ]]n, a ¹ b ⇒ Va = {x ∈Max

in [[γ, δ]]n | x ¹ a} ⊂ Vb = {x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ b} ,

∀Va,Vb ∈ S (Max
in [[γ, δ]]n) ,Va ⊂ Vb ⇒ supVa = a ¹ supVb = b.

Nous nous intéressons à présent à la caractérisation du plus grand idéal principalA-invariant inclus
dans un idéal principalK donné. Pour cela considérons le lemme et la proposition qui suivent.

Lemme 5.8. Le système d’équations suivant
{

Ax ¹ x

x ¹ k̂
(5.2)

admetx̂ = A∗◦\k̂ comme plus grande solution.
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Démonstration.D’une part, l’applicationLA : x 7→ Ax est résiduable (§1.11), par conséquent le sys-
tème (5.2) s’écrit aussi {

x ¹ A◦\x
x ¹ k̂

(5.3)

D’autre part, par définition de la borne inférieure (définition1.87), résoudre le système (5.3) est équi-
valent à chercher la plus grande solution de l’inéquation

x ¹ A◦\x ∧ k̂.

Finalement, le corollaire1.120, donnex̂ = A∗◦\k̂.

Proposition 5.9. SoitK un idéal principal deMax
in [[γ, δ]]n généré par l’élément̂k. Alors, lesup I(A,K),

notéV∗ (le plus grand idéal principalA-invariant inclus dansK) est donné par

sup I(A,K) = V∗ =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ A∗◦\k̂

}
.

Démonstration.D’une part, d’après la définition5.3,K est défini parK =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ k̂

}
.

D’autre part, compte tenu de l’isomorphisme entre(S (Max
in [[γ, δ]]n) ,⊂) et (Max

in [[γ, δ]]n,¹) (lemme
5.7), chercher la borne supérieure de l’ensembleI(A,K), revient à chercher le plus grandv tel queAv ¹
v ¹ k̂. Le lemme5.8donne directement̂v = A∗◦\k̂ comme plus grande solution. Par conséquent l’idéal

principal généré par l’élément̂v, c’est-à-direV∗ =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ v̂ = A∗◦\k̂

}
, correspond au

plus grand idéal principalA-invariant inclus dansK.

5.2.2 Les sous-ensembles(A,B)-invariants

Définition 5.10. Un sous-ensemble non videN est dit(A,B)-invariant par rapport au système (5.1) si
∀x ∈ N il existe une commandeu telle queAx⊕Bu = x ∈ N .

Autrement dit, siN est (A,B)-invariant, il est possible de maintenir l’état du système dans l’en-
sembleN à l’aide d’une commande adéquate.

Exemple 5.11.Le sous-ensemble{ε} ⊂ Max
in [[γ, δ]]n est (A,B)-invariant puisqu’il suffit de prendre

x = ε etu = ε.

Proposition 5.12. Tout sous-ensembleA-invariant est(A,B)-invariant.

Démonstration.D’après la définition5.2d’un A-invariant, il suffit de prendreu = ε.

Nous allons maintenant préciser le lien entre la notion d’(A,B)-invariance et les bouclages (retour
de sortie/retour d’état).

Définition 5.13. Un sous-ensemble non videN deMax
in [[γ, δ]]n est dit(A ⊕ BF )-invariant par rapport

au système (5.1) s’il existe une applicationF : Max
in [[γ, δ]]n →Max

in [[γ, δ]]p telle que(A⊕BF )N ⊂ N .

En d’autres termes, dire que l’ensembleN est(A ⊕ BF )-invariant pour le système (5.1) revient à
dire que pour tout étatx ∈ N il existe une commande en boucle fermée de type retour d’étatu = Fx
telle que l’état résultant(A⊕BF )x appartient toujours àN .

Nous cherchons à présent à caractériser le plus grand idéal principal(A ⊕ BF )-invariant qui soit
inclus dans un idéal principal.
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Proposition 5.14.L’ensemble des idéaux principaux(A⊕BF )-invariants inclus dans un idéal principal
K possède un plus grand élément pour la relation d’inclusion, défini par

V̂ = sup I ((A⊕BF ) ,K) =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ (A⊕BF )∗◦\k̂

}
.

Démonstration.En posantÂ = (A ⊕ BF ), chercher le plus grand idéal principal(A ⊕ BF )-invariant
inclus dans un idéal principalK est équivalent à déterminer le plus grandÂ-invariant inclus dansK, soit

ÂK ⊂ K. La proposition5.9donneV̂ =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ Â∗◦\k̂ = (A⊕BF )∗◦\k̂

}
.

Propriétés 5.15. SoientK un idéal principal deS (Max
in [[γ, δ]]n), V∗ le plus grand idéal principalA-

invariant inclus dansK et V̂ le plus grand idéal principal(A⊕BF )-invariant inclus dansK. Ils vérifient

V̂ ⊂ V∗ ⊂ K.

Démonstration.Rappelons que par définitionA∗ º e (puisqueA∗ = e ⊕ A+) et (A ⊕ BF )∗ º A∗.
L’antitonie de l’applicationx 7→ x◦\a implique

(A⊕BF )∗◦\k̂ ¹ A∗◦\k̂ ¹ k̂.

Finalement(S (Max
in [[γ, δ]]n) ,⊂) et (Max

in [[γ, δ]]n,¹) étant isomorphes, on a

(A⊕BF )∗◦\k̂ ¹ A∗◦\k̂ ¹ k̂ ⇐⇒ V̂ ⊂ V∗ ⊂ K.

En regroupant les résultats précédents, nous pouvons énoncer :

Proposition 5.16. SoitK un idéal principal deMax
in [[γ, δ]]n, les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) K estA-invariant.
(ii) Il existe un correcteur de type retour d’étatu = Fx, tel queK soit (A⊕BF )-invariant.

Démonstration.
(i) ⇒ (ii) Supposons queK soit A-invariant, c’est-à-direAK ⊂ K, alors, il existe toujours un

correcteur retour d’étatF tel que(A⊕BF )K ⊂ K, en effet il suffit de prendreF = ε.
(ii) ⇒ (i) SoitF un correcteur de type retour d’état tel que(A⊕ BF )K ⊂ K, alors on aAK ⊂ K

etBFK ⊂ K. Par conséquent siK est(A⊕BF )-invariant, il est égalementA-invariant.

Proposition 5.17. SoitK un idéal principal deMax
in [[γ, δ]]n généré par un élément̂k, c’est-à-direK ={

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ k̂

}
. Le plus grand correcteurF de type retour d’état tel quêV = V∗ est donné

par
F̂ = B◦\(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂).

Démonstration.

• Montrons queF̂ = B◦\(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂) est le plus grand correcteur tel queV∗ ⊂ V̂. Tout d’abord,
d’après (1.38) et (f.6),

V∗ ⊂ V̂ ⇔ (A∗◦\k̂) ¹ (A⊕BF )∗◦\k̂ = (A∗(A⊕BF )∗)◦\k̂ = (A⊕BF )∗◦\(A∗◦\k̂).
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En considérant les résultats sur les correspondances de Galois de la section3.2(voir aussi remarque
3.4), nous avons

(A∗◦\k̂) ¹ (A⊕BF )∗◦\(A∗◦\k̂) ⇐⇒ (A⊕BF )∗ ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂).

Notons que(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂) =
(
(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂)

)∗
(voir théorème1.126) et rappelons que (cf.

chapitre 1, remarque1.103) x∗ ¹ a∗ admetx = a∗ comme plus grande solution. Par conséquent

(A⊕BF )∗ ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂) ⇐⇒ A⊕BF ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂).

De plus, commeA∗◦\k̂ est la borne supérieure du plus grand idéal principalA-invariant inclus dans
K, on aAV∗ ¹ V∗ ⇐⇒ A(A∗◦\k̂) ¹ (A∗◦\k̂) ⇐⇒ A ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂). Par conséquent

A⊕BF ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂) ⇐⇒ BF ¹ (A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂),

finalement

F ¹ B◦\(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂) = F̂ .

• Montrons quêV ⊂ V∗. La propriété5.15a montré que pour toutF , V̂ ⊂ V∗.

Par conséquent̂F est le plus grand correcteur tel queV̂ = V∗.

Remarque 5.18.La proposition précédente montre que le correcteurF̂ est le plus grand correcteur tel
que V̂ = sup I ((A⊕BF ) ,K), le plus grand idéal principal(A ⊕ BF )-invariant, soit égal àV∗ =
sup I (A,K), plus grand idéal principalA-invariant inclus dans l’idéal principalK.

5.3 Commande en présence de perturbations

5.3.1 Commande en boucle ouverte

Considérons la représentation(max,+)-linéaire suivante :

{
x = Ax⊕Bu⊕ Sq
y = Cx

(5.4)

où x ∈ Max
in [[γ, δ]]n est le vecteur d’état,u ∈ Max

in [[γ, δ]]p le vecteur des entrées,y ∈ Max
in [[γ, δ]]r le

vecteur des sorties etq ∈Max
in [[γ, δ]]m le vecteur des perturbations. Les applications

A : Max
in [[γ, δ]]n →Max

in [[γ, δ]]n , B : Max
in [[γ, δ]]p →Max

in [[γ, δ]]n,
C : Max

in [[γ, δ]]n →Max
in [[γ, δ]]r et S : Max

in [[γ, δ]]m →Max
in [[γ, δ]]n

sont représentées par leurs matrices (oùA ∈ Max
in [[γ, δ]]n×n, B ∈ Max

in [[γ, δ]]n×p, C ∈ Max
in [[γ, δ]]r×n

etS ∈Max
in [[γ, δ]]n×m).

Le vecteurq ∈ Max
in [[γ, δ]]m regroupe des entrées exogènes non maîtrisables. Les trajectoires que

décrivent les composantes de ce vecteur ont pour effet de ralentir le franchissement des transitions sur
lesquelles elles agissent.
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Figure 5.1 –Représentation du système en boucle ouverte (5.4).

En théorie des systèmes le problème du rejet de perturbations s’énonce comme suit. Existe-t-il une
commandeu pour le système (5.4) telle que la perturbationq n’affecte par la sortiey. Autrement dit, le
rejet de perturbations est effectif siy = 0 pour toute perturbationq ∈ Q, c’est-à-dire que la commande
maintient l’état du systèmex dans le noyau de l’applicationC (notékerC).

Dans le contexte des systèmes(max, +)-linéaires, l’annulation de la sortie ne peut être considérée
comme objectif puisque les trajectoiresu, x, y et q sont par nature non décroissantes.

Néanmoins la définition du noyau dans un dioïde (définition1.104) préserve un sens à l’objectif de
maintien de l’état dans le noyau de l’applicationC. En effet, la définition1.104précise que le noyau
d’une application définie sur des dioïdes ne correspond pas à un sous-espace du domaine de l’application
conduisant à une image nulle, mais correspond à une décomposition du domaine de l’application en
classes d’équivalences conduisant à une même image.

Par conséquent, dans le cas de systèmes(max,+)-linéaires, il s’agit de déterminer une commande
u qui maintient l’étatx dans la classe d’équivalence engendrée parq. Autrement dit, il s’agit d’établir
une commande qui ne modifie pas la sortie due à la perturbationq. Dans l’ensemble des commandes qui
permettent d’atteindre cet objectif, nous allons chercher la plus grande, c’est-à-dire celle qui satisfait le
critère de juste-à-temps.

Formellement le problème énoncé précédemment peut s’établir de la manière suivante. Soit la plus
petite solution de l’équation d’état du système (5.4) :

x = A∗Bu⊕A∗Sq (5.5)

conduisant à la sortie
y = CA∗Bu⊕ CA∗Sq.

Nous cherchons donc la plus grande commandeu qui maintient l’étatx dans la classe d’équivalence
deA∗Sq modulokerC (notée aussi[A∗Sq]C , voir notation1.106). C’est-à-dire, qu’il faut déterminer
une commandeu telle que

A∗Sq
ker C≡ x.

Soit l’expression dex donnée par (5.5), on a

A∗Sq
ker C≡ A∗Bu⊕A∗Sq.

En considérant la définition du noyau d’une application (voir définition1.104) définie sur des dioïdes,
nous avons les équivalences suivantes

A∗Sq
ker C≡ x ⇐⇒ A∗Sq

ker C≡ A∗Bu⊕A∗Sq ⇐⇒ CA∗Sq = CA∗Bu⊕ CA∗Sq. (5.6)
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La dernière équivalence montre que l’objectif est assuré si et seulement siCA∗Sq º CA∗Bu. Dans
l’ensemble des commandes vérifiant l’équivalence (5.6), nous cherchons la plus grande (notéeuopt),
c’est-à-dire

uopt = sup
{

u ∈Max
in [[γ, δ]]p | A∗Bu⊕A∗Sq

ker C≡ A∗Sq

}
. (5.7)

En considérant le lemme1.112, le plus grand élément de la classe d’équivalence[A∗Sq]C est donné
par

ΠC(A∗Sq) = C] ◦ C(A∗Sq).

Cependant, ce plus grand élément de la classe[A∗Sq]C n’est pas toujours commandable, c’est-à-dire
qu’il n’existe pas toujours de commandeu permettant de l’atteindre. Il faut pas conséquent considérer la
projection deΠC(A∗Sq) dansImA∗B (voir proposition1.115), définie par

ξ = ΠA∗B ◦ΠC(A∗Sq) = A∗B ◦ (A∗B)] ◦ C] ◦ C(A∗Sq).

L’élémentξ correspond au plus grand état dansImA∗B qui soit sous-équivalent au plus grand élément
de la classe[A∗Sq]C . Autrement dit, l’élémentξ est tel queC(ξ) ¹ C(A∗Sq).

La commande optimaleuopt permettant d’atteindre ce plus grand état commandable, connaissantq,
est

uopt = (A∗B)] ◦ C] ◦ C(A∗Sq) = (CA∗B)◦\(CA∗Sq). (5.8)

Remarque 5.19.Remarquons que si l’égalité

C ◦ΠA∗B ◦ΠC = C (5.9)

est vérifiée, alors en accord avec le paragraphe1.13.3, le projecteurΠC
A∗B = ΠA∗B ◦ ΠC existe. Cela

signifie queξ = ΠC
A∗B(x) est dans la même classe d’équivalence quex modulokerC ou autrement

dit queImA∗B rencontre toutes les classes d’équivalence dekerC. En d’autres termes, on dira que le
système est commandable puisque toutes les sorties peuvent être atteintes par une commande ad-hoc,
c’est-à-dire que l’applicationH : u → y = CA∗Bu est surjective. Par ailleurs, si ce projecteur existe
et si l’égalité

ΠC
A∗B ◦A∗B = A∗B (5.10)

est vérifiée, alors tous lesx ∈ ImA∗B restent invariants parΠC
A∗B, en d’autres termes, cela traduit le

fait queImA∗B intersecte les classes d’équivalence dekerC au plus en un point ; le système est donc
observable puisqueImB ∩ [x]C est un singleton. En outre, si les égalités(5.9) et (5.10) sont toutes les
deux vérifiées (existence et unicité du projecteurΠC

A∗B), alorsΠC
A∗B (x) correspond à la projection dex

dans l’image deA∗B parallèlement au noyau deC.

Remarque 5.20.Notons que le système(5.4) peut représenter un graphe d’événements temporisé, oùu
représente les transitions d’entrée,x les états internes du GET,y représente les transitions de sortie etq
représente des transitions incontrôlables1 ayant pour effet de ralentir le franchissement des transitions
sur lesquelles elles agissent. Dans ce contexte, il y a une accumulation inutile de jetons dans les places
se trouvant en amont des transitions perturbées. L’objectif est donc de retarder le plus possible le tir
des transitions d’entrée en prenant en compte l’évolution de la perturbation. La commandeuopt (5.8)
correspond à cette plus grande commande lorsque des perturbations agissent sur le système.

1dans un contexte manufacturier ces entrées peuvent représenter des arrêts machines dus à des pannes ou des ruptures
d’approvisionnement
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5.3.2 Commande en boucle fermée

5.3.2.1 Correcteur de type retour d’état

Dans cette partie nous allons étudier une loi de commande en boucle fermée de type retour d’état.
C’est-à-dire une loi de commande de la forme

u = Fx (oùF ∈Max
in [[γ, δ]]p×n).

Sous l’action de cette loi de commande, l’équation d’état

x = Ax⊕Bu⊕ Sq (5.11)

devient
x = (A⊕BF )x⊕ Sq. (5.12)

En considérant le corollaire1.118, nous avons

x = (A⊕BF )∗Sq
= (A∗BF )∗A∗Sq (par (1.38))

où (A ⊕ BF )∗S représente la matrice de transfert liant la perturbationq à l’étatx. L’équation de sortie
est alors donnée par

y = C(A⊕BF )∗Sq.

Le système (5.4) muni du correcteurF est représenté sur la figure5.2.

Figure 5.2 –Schéma de la commande en boucle fermée (retour d’état).

L’objectif du correcteurF est de prélever des informations sur l’action de la perturbation au niveau
du vecteur d’état afin d’en tenir compte au moment de l’élaboration de la commandeu = Fx.

Le correcteur recherché ne devra pas modifier le comportement de la sortie. Dans le contexte des
GET, il s’agit d’un correcteur qui génère une commande qui retarde l’entrée des jetons sans modifier la
trajectoire de sortie, ou, autrement dit, qui retarde sans altérer les performances du système. Il ne fait
qu’éviter l’entrée prématurée de jetons.

Formellement il s’agit donc de maintenir le vecteur d’état dans la classe d’équivalence générée par
la perturbation modulokerC.

Deux correcteurs atteignant cet objectif sont présentés :
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• Le premier génère un vecteur d’état supérieur à celui obtenu en l’absence de correcteurs bien que
n’altérant pas la sortie. Dans le contexte des graphes d’événements temporisés, cela signifie que le
tir des transitions internes sera plus tardif sous l’action du correcteur bien que le tir des transitions
de sortie soit identique à celui obtenu en l’absence de correcteur.

• Le second vise à maintenir l’état du système inchangé. Ce correcteur est neutre vis-à-vis du com-
portement interne du graphe d’événements temporisé mais le tir des transitions d’entrée est plus
tardif.

Notons tout d’abord qu’en considérant une commandeu = ε dans l’équation (5.11) nous obtenons
l’état x = A∗Sq. L’objectif est donc d’obtenir un correcteurF tel que le vecteur d’état résultant soit dans
la classe d’équivalence deA∗Sq modulokerC.

5.3.2.2 Correcteur de type retour d’état accroissant les trajectoires du vecteur d’état et laissant
les sorties inchangées

Formellement, nous cherchons un correcteurF tel que

(A⊕BF )∗Sq
ker C≡ A∗Sq.

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Dans ce premier cas nous allons considérer le plus grand élément de la classe[A∗Sq]C , c’est-à-dire

le plus grandx
ker C≡ A∗Sq. Le lemme (1.112) nous donne directement ce plus grand élément

ΠC(A∗Sq) = C] ◦ C(A∗Sq). (5.13)

Il génère l’idéal principal suivant

K1 =
{
x ∈Max

in [[γ, δ]]n | x ¹ ΠC(A∗Sq)
}

. (5.14)

Naturellement nous avons
[A∗Sq]C ⊂ K1. (5.15)

Autrement dit la classe d’équivalence modulokerC générée parA∗Sq est incluse dans l’idéal principal
K1.

Proposition 5.21. SoitV∗1 le plus grand idéal principalA-invariant inclus dans l’idéal principalK1.
SoitV̂1 le plus grand idéal principal(A⊕BF )-invariant inclus dans l’idéal principalK1. Le correcteur

F̂1 =
(
B◦\ (

A∗◦\ΠC(A∗Sq)
))
◦/
(
A∗◦\ΠC(A∗Sq)

)
= (CA∗B◦\CA∗Sq) ◦/ (CA∗◦\CA∗Sq)

est le plus grand correcteur de type retour d’état tel queV∗1 = V̂, c’est-à-dire tel que(A ⊕ BF̂1)V∗1 ⊂
V∗1 ⊂ K1.

Démonstration.Il s’agit d’une application directe de la proposition5.17, en prenant̂k = supK1 =
ΠC(A∗Sq).

Remarque 5.22.Cette proposition montre qu’une trajectoirex ∈ V∗1 en absence de contrôle reste dans
V∗1 lorsqu’on applique la commandeu = F̂1x. En outre,F̂1 est le plus grand correcteur satisfaisant
cette propriété. La proposition suivante montre que l’état obtenu en présence du correcteur appartient à
[A∗Sq]C .
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Proposition 5.23. Le correcteurF̂1 =
(
B◦\ (

A∗◦\ΠC(A∗Sq)
))
◦/
(
A∗◦\ΠC(A∗Sq)

)
garantit que l’état

x = (A⊕BF̂1)∗Sq ∈ [A∗Sq]C .

Démonstration.D’après (f.2) on aSq ¹ CA∗◦\(CA∗Sq), c’est-à-direSq ∈ V∗1 (d’après la proposition
5.21). En accord avec la définition5.2, on a donc(A⊕BF1)∗Sq ∈ V∗1 , c’est-à-dire que

(A⊕BF1)∗Sq ¹ CA∗◦\(CA∗Sq) ¹ C◦\(CA∗Sq) = ΠC(A∗Sq).

Par ailleurs(A⊕BF1)∗Sq º A∗Sq, nous avons donc

A∗Sq ¹ (A⊕BF1)∗Sq ¹ ΠC(A∗Sq),

c’est-à-dire(A⊕BF1)∗Sq ∈ [A∗Sq]C .

Remarque 5.24.Notons que l’état obtenu(A⊕BF̂1)∗Sq est supérieur ou égal à celui obtenu en l’ab-
sence de contrôleur,A∗Sq.

Remarque 5.25.Pratiquement, l’objectif est d’obtenir un contrôleurF1 tel que

(A⊕BF1)∗Sq
ker C≡ A∗Sq

pour toutq ∈Max
in [[γ, δ]]m. C’est-à-dire queF1 doit être tel que

(A⊕BF1)∗S
ker C≡ A∗S.

Ceci conduit à considérer la classe d’équivalence[A∗S]C et son plus grand élément qui estΠC(A∗S) ;
on obtient alors le plus grand correcteur suivant

F̂1 =
(
B◦\ (

A∗◦\ΠC(A∗S)
))
◦/
(
A∗◦\ΠC(A∗S)

)
= (CA∗B◦\CA∗S) ◦/ (CA∗◦\CA∗S) . (5.16)

5.3.2.3 Correcteur de type retour d’état laissant le vecteur d’état inchangé

Cette partie concerne l’étude d’un contrôleur de type retour d’état qui laisse le vecteur d’état inchangé
par rapport à l’état généré par la perturbationq, et qui par conséquent maintient l’étatx dans la classe
d’équivalence engendrée par la perturbationq modulokerC. Nous cherchons donc un contrôleurF tel
que

(A⊕BF )∗Sq = A∗Sq

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Considérons cette fois l’idéal principal (voir définition5.3) généré par la perturbationq suivant :

K2 = {x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ A∗Sq} . (5.17)

Proposition 5.26. SoitV∗2 le plus grand idéal principalA-invariant inclus dansK2, alors

V∗2 = K2.
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Démonstration.D’après la proposition5.17, V∗2 = {x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ A∗◦\A∗Sq} ; considérons

l’applicationLA∗ : x 7→ A∗x, cette application est une fermeture, puisqueLA∗◦LA∗ = LA∗ etLA∗ º Id.
En considérant cette application nous avonssupV∗2 = L]

A∗ ◦LA∗(Sq) et supK2 = LA∗(Sq). D’après la

proposition1.62, L]
A∗ ◦ LA∗ = LA∗ d’où le résultat

A∗◦\(A∗Sq) = A∗Sq ⇐⇒ V∗2 = K2.

Proposition 5.27. Le correcteur

F̂2 = (B◦\ (A∗◦\(A∗Sq))) ◦/ (A∗◦\(A∗Sq)) = B◦\(A∗Sq)◦/(A∗Sq),

est le plus grand correcteur de type retour d’état tel que
(
A⊕BF̂2

)
K2 ⊂ K2.

Démonstration.Tout d’abord la proposition5.26donneV∗2 = K2. Ensuite, la proposition5.17établit
que F̂2 = B◦\ (A∗◦\(A∗Sq)) ◦/ (A∗◦\(A∗Sq)) est le plus grand correcteur tel queV̂2 = V∗2 (en prenant
k̂ = supK2 = A∗Sq). De plus, commeA∗◦\(A∗Sq) = A∗Sq (cf. preuve de la proposition5.26), nous
obtenons finalementB◦\(A∗Sq)◦/(A∗Sq).

Proposition 5.28. Le correcteurF̂2 = B◦\(A∗Sq)◦/(A∗Sq) est le plus grand correcteur qui garantit que
l’état x = A∗Sq reste inchangé, c’est-à-dire

A∗Sq = (A⊕BF̂2)∗Sq.

Démonstration.D’une part, notons queSq ∈ K2 et d’après la proposition5.27, F̂2 est le plus grand
correcteur tel que(A⊕BF̂2)K2 ⊂ K2, par conséquent

(A⊕BF̂2)∗Sq ∈ K2 ⇐⇒ (A⊕BF̂2)∗Sq ¹ A∗Sq.

D’autre part, comme(A⊕BF̂2)∗ º A∗, on a

A∗Sq ¹ (A⊕BF̂2)∗Sq ¹ A∗Sq,

soitA∗Sq = (A⊕BF̂2)∗Sq.

Remarque 5.29.Ce correcteur est celui qui fournit la plus grande commande de typeu = F̂2x telle
que l’état reste identique à celui généré par la perturbation en l’absence de contrôleur. C’est-à-dire qu’il
retarde autant que possible l’entrée des jetons sans modifier le tir des transitions internes. Naturellement,
la sortie est inchangée, c’est-à-direCA∗Sq = C(A⊕BF̂2)∗Sq.

Remarque 5.30.Rappelons que l’objectif initial était d’obtenir le plus grand correcteur de type retour
d’état (conservant l’état) tel que

(A⊕BF )∗Sq = A∗Sq

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m. Autrement dit, le plus grand correcteurF doit vérifier

(A⊕BF )∗S = A∗S.

Cela revient à considérer le contrôleur suivant

F̂2 = B◦\(A∗S)◦/(A∗S). (5.18)
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Figure 5.3 –Schéma de la commande en boucle fermée (retour de sortie).

5.3.2.4 Correcteur de type retour de sortie

Nous avons étudié dans la première partie deux correcteurs de type retour d’état. Le problème posé
maintenant est la synthèse de correcteurs de type retour de sortie, réalisant les mêmes objectifs que pré-
cédemment. Autrement dit, nous allons chercher à synthétiser deux correcteurs de type retour de sortie,
l’un donnant un vecteur d’état plus grand que celui obtenu en l’absence de correcteurs et l’autre conser-
vant l’état. L’objectif global étant de maintenir la sortie inchangée au regard de la perturbation. Dans
le contexte des graphes d’événements temporisés, il s’agit de la commandeu = Fy qui retarde le plus
l’entrée des jetons sans modifier la trajectoire de sortie.

Soit le système(max, +)-linéaire suivant :
{

x = Ax⊕Bu⊕ Sq
y = Cx

bouclé par le retour de sortieF fournissant la commande :

u = Fy

oùF ∈Max
in [[γ, δ]]p×r. Le système en boucle fermée se schématise comme suit et a pour équation

{
x = Ax⊕BFy ⊕ Sq
y = Cx

En posanty = Cx dans l’équation d’état, nous obtenons

x = Ax⊕BFCx⊕ Sq = (A⊕BFC)x⊕ Sq.

La plus petite solution (cf. corollaire1.118) de cette dernière équation est donnée par

x = (A⊕BFC)∗Sq.

La sortie s’exprime alors par :
y = C(A⊕BFC)∗Sq,
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oùC(A⊕BFC)∗S ∈Max
in [[γ, δ]]r×m représente la matrice de transfert liant la perturbationq à la sortie

y.

Nous introduisons à présent les outils permettant de transposer au cas des correcteurs de type retour
de sortie les méthodes étudiées dans la première partie de ce chapitre et relatives au cas des correcteurs
de type retour d’état.

Définition 5.31 ((A⊕BFC)-invariants). Un sous-ensembleN est dit(A⊕BFC)-invariant s’il existe
un correcteur de type retour de sortieF : Max

in [[γ, δ]]r →Max
in [[γ, δ]]p tel que

(A⊕BFC)N ⊂ N .

En d’autres termes, dire que l’ensembleN est(A⊕BFC)-invariant revient à dire que pour tout état
x ∈ N , il existe une commande de type retour de sortieu = Fy telle que l’état résultant(A⊕ BFC)x
reste dansN . On remarque immédiatement qu’il s’agit d’un cas particulier d’(A⊕BF )-invariants.

La proposition qui suit donne une caractérisation du plus grand idéal principal(A⊕BFC)-invariant
inclus dans un idéal principalK.

Proposition 5.32. L’ensemble des idéaux principaux(A⊕BFC)-invariants inclus dans un idéal prin-
cipalK possède un plus grand élément pour la relation d’inclusion. Cet élément est donné par

Ṽ = sup I ((A⊕BFC) ,K) =
{

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ (A⊕BFC)∗◦\k̂

}
.

Démonstration.Immédiate, en posantÂ = (A ⊕ BFC) cela revient à déterminer le
plus grand Â-invariant inclus dansK. Alors la proposition 5.9 donne directementṼ ={

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ Â∗◦\k̂ = (A⊕BFC)∗◦\k̂

}
.

Proposition 5.33. SoitK un idéal principal deMax
in [[γ, δ]]n généré par un élément̂k, c’est-à-direK ={

x ∈Max
in [[γ, δ]]n | x ¹ k̂

}
. Le plus grand correcteurF de type retour de sortie tel quẽV = V∗ est

donné par

F̃ = B◦\
((

A∗◦\k̂
)
◦/
(
A∗◦\k̂

))
◦/C.

Démonstration.Découle directement de la proposition5.17en prenant̃FC = F̂ = B◦\(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂),
et comme l’applicationRC est résiduable (voir§1.11) on a directementF̃ = F̂ ◦/C =
B◦\

(
(A∗◦\k̂)◦/(A∗◦\k̂)

)
◦/C.

Remarque 5.34.La proposition précédente montre que le correcteurF̃ est le plus grand tel que le plus
grand idéal principal(A ⊕ BFC)-invariant soit égal au plus grand idéal principalA-invariant inclus
dans l’idéal principalK.
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5.3.2.5 Correcteur de type retour de sortie accroissant les trajectoires du vecteur d’état et laissant
la sortie inchangée

L’objectif est ici d’établir le plus grand correcteur de type retour de sortie tel que

(A⊕BFC)∗Sq
ker C≡ A∗Sq

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Proposition 5.35.SoitV∗1 le plus grand idéal principalA-invariant inclus dans l’idéal principalK1. Soit
Ṽ1 le plus grand idéal principal(A⊕BFC)-invariant inclus dans l’idéal principalK1. Le correcteur

F̃1 =
(
B◦\ (

A∗◦\ΠC(A∗Sq)
)
◦/
(
A∗◦\ΠC(A∗Sq)

))
◦/C = (CA∗B)◦\(CA∗Sq)◦/(CA∗Sq)

est le plus grand correcteur de type retour de sortie tel queV∗1 = Ṽ1, c’est-à-dire tel que(A⊕BFC)V∗1 ⊂
V∗1 ⊂ K1.

Démonstration.Il s’agit d’une application directe de la proposition5.33, en prenant̂k = supK1. De
plusA∗◦\ΠC(A∗Sq) = (CA∗)◦\(CA∗Sq), alors

F̃1 = (B◦\(CA∗◦\(CA∗Sq))◦/(CA∗◦\(CA∗Sq))) ◦/C
= ((CA∗B)◦\(CA∗Sq))◦/(CA∗◦\(CA∗Sq)) ◦/C (d’après (f.6))
= ((CA∗B)◦\(CA∗Sq))◦/(C(CA∗◦\(CA∗Sq))) (d’après (f.6))

et finalement, comme

C((CA∗)◦\(CA∗Sq)) = C(A∗◦\ΠC(A∗Sq)) = CA∗Sq (d’après le lemme1.112),

on obtient donc̃F1 = (CA∗B)◦\(CA∗Sq)◦/(CA∗Sq).

Remarque 5.36.Cette proposition montre qu’une trajectoirex ∈ V∗1 en absence de contrôle reste dans
V∗1 lorsqu’on applique la commandeu = F̃1y. En outre,F̃1 est le plus grand correcteur satisfaisant
cette propriété. La propriété suivante montre que l’état obtenu en présence du correcteur appartient à
[A∗Sq]C .

Proposition 5.37. Le correcteurF̃1 = (CA∗B)◦\(CA∗Sq)◦/(CA∗Sq) garantit que l’étatx ∈ [A∗Sq]C .

Démonstration.Identique à la preuve de la proposition5.23 en remplaçant(A ⊕ BF̂1)∗ par (A ⊕
BF̃1C)∗.

Remarque 5.38.Ce résultat signifie que le contrôleur̃F1 maintient l’étatx = (A⊕BF̃1C)∗Sq dans la
classe d’équivalence[A∗Sq]C , c’est-à-dire celle générée par la perturbationq.

Proposition 5.39. Le correcteurF̃1 = (CA∗B)◦\(CA∗Sq)◦/(CA∗Sq) est également le plus grand cor-
recteurF de type retour de sortie tel que

(A⊕BFC)∗Sq ¹ ΠC(A∗Sq),

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.
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Démonstration.Tout d’abord, d’après la définition deΠC(A∗Sq), on a

(A⊕BFC)∗Sq ¹ ΠC(A∗Sq) = C◦\(CA∗Sq).

Par ailleurs, par définition de la résiduation (x ¹ a◦\b ⇔ ax ¹ b), nous avons donc l’équivalence
suivante :

(A⊕BFC)∗Sq ¹ C◦\(CA∗Sq) ⇐⇒ C(A⊕BFC)∗Sq ¹ CA∗Sq

En considérant (1.38) et (1.37), on a

C(A⊕BFC)∗Sq = C(A∗BFC)∗A∗Sq = (CA∗BF )∗CA∗Sq ¹ CA∗Sq,

et comme l’applicationRCA∗Sq est résiduable, cela conduit à

(CA∗BF )∗ ¹ (CA∗Sq)◦/(CA∗Sq).

Par ailleurs, notons que((CA∗Sq)◦/(CA∗Sq)) = ((CA∗Sq)◦/(CA∗Sq))∗ (voir théorème1.126) et rap-
pelons que (cf. chapitre1, remarque1.103) x∗ ¹ a∗ admetx = a∗ comme plus grande solution. Par
conséquent, on a alors l’équivalence

(CA∗BF )∗ ¹ (CA∗Sq)◦/(CA∗Sq) ⇐⇒ CA∗BF ¹ (CA∗Sq)◦/(CA∗Sq)

d’où

F ¹ (CA∗B)◦\(CA∗Sq)◦/(CA∗Sq) = F̃1.

Remarque 5.40.Le correcteurF̃1 correspond au plus grand retour de sortie qui garantit que l’état
appartient à[A∗Sq]C .

Remarque 5.41.Pratiquement, l’objectif est d’obtenir le plus grand contrôleurF1 tel que

(A⊕BF1C)∗Sq
ker C≡ A∗Sq

pour toutq ∈Max
in [[γ, δ]]m. Ceci revient à dire queF1 doit être tel que

(A⊕BF1C)∗S
ker C≡ A∗S.

Ce qui conduit à considérer la classe d’équivalence[A∗S]C et son plus grand élément qui estΠC(A∗S) ;
on obtient alors le plus grand correcteur suivant

F̃1 = (CA∗B)◦\(CA∗S)◦/(CA∗S). (5.19)
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5.3.2.6 Correcteur de type retour de sortie laissant le vecteur d’état inchangé

L’objectif est ici d’établir le plus grand correcteur de type retour de sortie tel que

(A⊕BF2C)∗Sq = A∗Sq

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Proposition 5.42. Le correcteur

F̃2 = B◦\(A∗Sq)◦/(CA∗Sq)

est le plus grand correcteurF de type retour de sortie tel que

(A⊕BFC)K2 ⊂ K2.

Démonstration.Dans un premier temps la proposition5.26 donneV∗2 = K2. Ensuite, la proposition
5.33établit queF̃2 = B◦\((A∗◦\(A∗Sq))◦/(A∗◦\(A∗Sq)))◦/C est le plus grand correcteur tel queṼ2 = V∗2
(en prenant̂k = supK2 = A∗Sq). En outre,A∗◦\A∗Sq = A∗Sq (voir proposition5.26), alorsF̃2 =
(B◦\(A∗Sq)◦/(A∗Sq)) ◦/C qui s’écrit aussĩF2 = B◦\(A∗Sq)◦/(CA∗Sq) (par f.6).

Proposition 5.43. Le correcteurF̃2 = B◦\(A∗Sq)◦/(CA∗Sq) est le plus grand correcteur qui garantit
que l’étatx = A∗Sq reste inchangé, c’est-à-dire que

A∗Sq = (A⊕BF̃2C)∗A∗Sq.

Démonstration.Identique à la preuve de la proposition5.28, en remplaçant(A⊕BF̂2) par(A⊕BF̃2C).

Remarque 5.44.Ce correcteur est celui qui fournit la plus grande commande de typeu = F̃2x telle
que l’état reste identique à celui généré par la perturbation. Ceci revient à dire qu’il retarde autant que
possible l’entrée des jetons sans modifier le tir des transitions internes. Par conséquent, la sortie est
inchangée, c’est-à-dire queCA∗Sq = C(A⊕BF̃2C)∗Sq.

Remarque 5.45.Rappelons que l’objectif considéré était d’obtenir un contrôleurF2 tel que

(A⊕BF2C)∗Sq = A∗Sq

pour toutq ∈ Max
in [[γ, δ]]m, c’est-à-dire(A⊕ BF2C)∗S = A∗S. Par conséquent, le plus grand correc-

teur de type retour de sortiêF2, qui maintient l’état dans la classe d’équivalence[A∗S]C pour toutq est
donné par

F̃2 = B◦\(A∗S)◦/(CA∗S). (5.20)

5.3.3 Récapitulatif des résultats

Nous venons de voir qu’il était possible de considérer quatre correcteurs pour résoudre le problème
de commande en présence de perturbations. Le tableau ci-dessous récapitule l’objectif et l’expression de
chacun de ces correcteurs :
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Expression du correcteur Objectifs

F̂1 =
(
B◦\(A∗◦\ΠC(A∗S))

)
◦/(A∗◦\ΠC(A∗S))

= (CA∗B◦\CA∗S) ◦/ (CA∗◦\CA∗S)

(Correcteur de type retour d’état)

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

(A⊕BF̂1)V∗1 ⊂ V∗1 ⊂ K1.

Il assure que l’état reste dans[A∗Sq]C et génère
un état tel que

(A⊕BF̂1)∗Sq º A∗Sq,

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

F̂2 = B◦\(A∗S)◦/(A∗S)

(Correcteur de type retour d’état)

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

(A⊕BF̂2)∗Sq = A∗Sq,

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Il assure naturellement que l’état reste dans
[A∗Sq]C .

F̃1 = (CA∗B)◦\(CA∗S)◦/(CA∗S)

(Correcteur de type retour de sortie)

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

(A⊕BF̃1C)∗Sq
ker C≡ A∗Sq,

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Il génère un état tel que

(A⊕BF̃1C)∗Sq º A∗Sq,

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

F̃2 = B◦\(A∗S)◦/(CA∗S)

(Correcteur de type retour de sortie)

Il s’agit du plus grand correcteur tel que

(A⊕BF̃2C)∗Sq = A∗Sq,

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Il assure naturellement que l’état reste dans
[A∗Sq]C .

Table 5.1 –Récapitulatif des correcteurs

Le choix du correcteur à appliquer se fera en fonction de l’application considérée et des objectifs
assignés au contrôleur vis-à-vis du critère de juste-à-temps.

Dans le cas des correcteurs de type retour de sortie :

- Le correcteurF̃1 génère une plus grande commande que celle deF̃2. Il est donc préférable vis-à-
vis du critère de juste-à-temps, cependant ce correcteur réduit les marges qui pouvaient exister au
niveau des transitions internes d’un GET.

- A l’inverse, F̃2 est neutre vis-à-vis du comportement interne puisqu’il ne retarde que le tir des
transitions d’entrée.
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5.4 Prise en compte d’une commande

Précédemment la synthèse a été considérée en supposant qu’initialement la commandev était nulle,
c’est-à-direv = ε. Si tel n’est pas le cas, il est possible de considérer le principe de superposition des
systèmes linéaires pour ajouter le signalu à la commande générée par le contrôleurF .

5.4.1 Correcteur de type retour d’état

Soit le schéma du système en boucle fermée suivant :

Figure 5.4 –Schéma de la commande en boucle fermée (retour d’état) avec une consignev.

En présence d’une telle commande

u = Fx⊕ v

l’équation d’état devient (en considérant le corollaire1.118) :

x = (A⊕BF )x⊕Bv ⊕ Sq = (A⊕BF )∗Bv ⊕ (A⊕BF )∗Sq.

Clairement on s’aperçoit que le correcteurF risque de modifier la relation de transfert entre le vecteur
d’étatx et l’entréev. De même, en considérant l’équation de sortie :

y = C(A⊕BF )∗Bv ⊕ C(A⊕BF )∗Sq

on remarque que le correcteurF risque de modifier la relation de transfert entre la sortiey et l’entréev.
Afin d’éviter que le correcteurF ne modifie le transfert entre l’étatx et l’entréev, il doit satisfaire

l’égalité suivante :
(A⊕BF )∗B = A∗B.

C’est-à-dire que la relation de transfert entrev etx en présence du correcteur doit être égale à cette même
fonction de transfert en l’absence du correcteur.

De même, pour que le correcteurF préserve le transfert entre la sortiey et l’entréev, il doit respecter
l’égalité

C(A⊕BF )∗B = CA∗B,
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dans ce cas, la relation de transfert entrev et y en présence du correcteur doit être égale à cette même
fonction de transfert en l’absence du correcteur.

Proposition 5.46. Pour préserver la relation de transfert entre l’entréev et l’état x, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F ¹ (A∗B)◦\(A∗B)◦/(A∗B).

Démonstration.Tout d’abord, nous avons les équivalences suivantes

(A⊕BF )∗B ¹ A∗B ⇐⇒ (A∗BF )∗A∗B ¹ A∗B ⇐⇒ (A∗BF )∗ ¹ (A∗B)◦/(A∗B).

Par ailleurs, notons que(A∗B)◦/(A∗B) = ((A∗B)◦/(A∗B))∗ (voir théorème1.126) et rappelons que (cf.
chapitre 1, remarque1.103) x∗ ¹ a∗ admetx = a∗ comme plus grande solution. Par conséquent, on a
alors l’équivalence

(A∗BF )∗ ¹ (A∗B)◦/(A∗B) ⇐⇒ A∗BF ¹ (A∗B)◦/(A∗B)

d’où
F ¹ (A∗B)◦\(A∗B)◦/(A∗B).

Proposition 5.47.Pour préserver la relation de transfert entre l’entréev et la sortiey, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F ¹ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(A∗B).

Démonstration.Soit les équivalences suivantesC(A ⊕ BF )∗B ¹ CA∗B ⇐⇒ C(A∗BF )∗A∗B ¹
CA∗B ⇐⇒ CA∗B(FA∗B)∗ ¹ CA∗B ⇐⇒ (FA∗B)∗ ¹ CA∗B◦\CA∗B, notons queCA∗B◦\CA∗B =
(CA∗B◦\CA∗B)∗ (voir théorème1.126) et rappelons que (cf. chapitre 1, remarque1.103) x∗ ¹ a∗ admet
x = a∗ comme plus grande solution. Par conséquent, on a alors l’équivalence

(FA∗B)∗ ¹ CA∗B◦\CA∗B ⇐⇒ FA∗B ¹ CA∗B◦\CA∗B,

d’où
F ¹ CA∗B◦\CA∗B◦/A∗B.

Méthodologiquement, le correcteur à mettre en place lors de la présence de perturbations seraF̂1 (ou
F̂2 suivant les objectifs souhaités vis-à-vis du critère de juste-à-temps) sous les contraintes données par
les propositions5.46et5.47.

C’est-à-dire que le contrôleur à mettre en place, dans le cas où l’on souhaite conserver le transfert
entre l’étatx et l’entréev, sera

F = F̂1 ∧ (A∗B)◦\(A∗B)◦/(A∗B)
ou F = F̂2 ∧ (A∗B)◦\(A∗B)◦/(A∗B).

Dans le cas où l’on désire conserver le transfert entre la sortiey et l’entréev, le correcteur sera donné
par l’une des expressions suivantes

F = F̂1 ∧ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(A∗B)
ou F = F̂2 ∧ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(A∗B).
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5.4.2 Correcteur de type retour de sortie

La même démarche conduit à considérer une commandeu = FCx⊕ v. D’après le schéma suivant

Figure 5.5 –Schéma de la commande en boucle fermée (retour de sortie) avec une consignev.

l’équation d’état s’écrit

x = (A⊕BFC)x⊕Bv ⊕ Sq = (A⊕BFC)∗Bv ⊕ (A⊕BFC)∗Sq

et l’équation de sortie est donnée par

y = C(A⊕BFC)∗Bv ⊕ C(A⊕BFC)∗Sq.

Le correcteur devra donc être tel que la relation de transfert entre l’entréev et la sortiey satisfasse
l’égalité suivante

C(A⊕BFC)∗B = CA∗B

c’est-à-dire que l’action du correcteur doit être neutre vis-à-vis de la relation d’entrée-sortie.

Proposition 5.48.Pour préserver la relation de transfert entre l’entréev et la sortiey, le correcteur doit
satisfaire la contrainte suivante :

F ¹ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B).

Démonstration.Considérons tout d’abord l’applicationMH : x 7→ H(xH)∗ (oùH = CA∗B), le calcul
de ce correcteur neutre revient à résoudre l’équation suivante

MH(F ) ¹ H.

CommeH ∈ ImMH , le corollaire3.18donne directement l’expression du plus grand correcteur neutre :

F ¹ H◦\H◦/H = (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B).

Remarque 5.49.Par conséquent, le correcteur à mette en oeuvre en présence de perturbations seraF̃1

ou F̃2 sous cette contrainte, c’est-à-dire

F = F̃1 ∧ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B)
ou F = F̃2 ∧ (CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B).
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Figure 5.6 –Graphe d’événements temporisé en présence de perturbations.

5.5 Illustration

De façon à concrétiser les résultats présentés dans ce paragraphe, nous allons examiner un exemple.
Soit le graphe d’événements temporisé de la figure5.6. Il peut représenter un système d’assemblage où
deux machinesM1 etM2 produisent des pièces assemblées sur la machineM3.

Les transitionsq1, q2 et q3 représentent des entrées non contrôlables qui ont pour effet de retarder
la sortie des pièces des machinesM1,M2 et M3. Dans un contexte de production, ces entrées non maî-
trisables peuvent représenter des incidents sur le fonctionnement de la ligne d’assemblage, comme par
exemple des ruptures d’approvisionnements, des pannes machines,. . .. Elles représentent donc des per-
turbations sur le fonctionnement du système.

Un telle panne entraîne inévitablement l’arrêt de la ligne de production. Cet arrêt se fait plus ou moins
rapidement suivant l’importance des stocks entre les différentes machines. Pour illustrer ce blocage,
considérons la figure5.7représentant de façon schématique la ligne de production que pourrait modéliser
le GET de la figure5.6en l’absence du correcteurF . Le mécanisme de paralysie progressive de la ligne
est décrit sur la figure5.8. La panne de la machineM2 empêche la poursuite de l’approvisionnement du
stock amont (stock4) de la machineM3, provoquant :

- un vidage progressif du stock aval (stock4) de la machineM2, qui une fois vide, conduit à l’arrêt
de la machineM3;

- une saturation du stock amont (stock2) de la machineM2 et des stocks de la machineM1 (stock
1 et stock3).

Notre objectif est donc le contrôle optimal des entrées du système afin d’assurer une bonne gestion
des stocks internes. Pour cela nous allons synthétiser un correcteur (notéF sur la figure5.6) de type
retour de sortie accroissant les trajectoires du vecteur d’état (correcteurF̃1 dans le tableau5.1) et laissant
la sortie inchangée.
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Figure 5.7 –Ligne de production en fonctionnement normal.

Figure 5.8 –Propagation des effets d’une panne.

Commençons par donner la représentation d’état du GET de la figure5.6dans le dioïdeMax
in [[γ, δ]] :

x = Ax⊕Bu⊕ Sq
y = Cx

avec

A =




γ2δ4 ε ε
ε γ2δ6 ε
δ7 δ7 γδ6


 , B =




δ6 ε
ε δ9

ε ε


 , S =




e ε ε
ε e ε
ε ε e


 etC =

(
ε ε δ

)
.

L’expression de la fonction de transfert du système est donnée par :

H = CA∗B︸ ︷︷ ︸
Hu

u⊕ CA∗S︸ ︷︷ ︸
Hq

q,

où la matrice

Hq = CA∗S =
(
δ8

(
γδ6

)∗
δ8

(
γδ6

)∗
δ
(
γδ6

)∗) (5.21)

détermine la relation de transfert entre la perturbationq et la sortiey. Par ailleurs, la matrice

Hu = CA∗B =
(
δ14

(
γδ6

)∗
δ17

(
γδ6

)∗) (5.22)

détermine la relation de transfert entre l’entréeu et la sortiey.
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5.5.1 Synthèse de correcteur de type retour de sortie accroissant l’état et laissant la sortie
inchangée

Les résultats précédents s’appliquent directement. D’après proposition5.35et en considérant la re-
marque5.41, nous avons

F̃1 = Pr+ ((CA∗B)◦\(CA∗S)◦/(CA∗S))

=
(

γ3δ4
(
γδ6

)∗
γ3δ

(
γδ6

)∗
)

.

Ce correcteur̃F1 correspond au plus grand correcteur tel que

(A⊕BF̃1C)∗Sq
ker C≡ A∗Sq

pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Remarque 5.50.Notons que ce correcteur n’est pas nécessairement causal, on doit donc considérer sa
projection dans l’ensemble des causauxMax+

in [[γ, δ]] donnée par l’opérateurPr+ (voir §2.8 pour plus
de détails).

Rappelons que le correcteur final (notéF sur la figure5.6) doit également être neutre vis-à-vis
du transfert entre l’entréev et la sortiey. Nous devons donc considérer la proposition5.48 (ainsi que
la remarque5.49) sur la contrainte que doit vérifier le contrôleur final. Par conséquent le plus grand
correcteur assurant la commande en présence de perturbations et laissant le transfert inchangé entre
l’entréev et la sortiey est donné par

F = F̃1 ∧ Pr+ ((CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B))

=
(

γ3δ4
(
γδ6

)∗
γ3δ

(
γδ6

)∗
)
∧ Pr+ ((CA∗B)◦\(CA∗B)◦/(CA∗B))

=
(

γ3δ4
(
γδ6

)∗
γ3δ

(
γδ6

)∗
)

.

On peut voir une réalisation de ce correcteur sur la figure5.9. Ce correcteur̂F fournit les commandes

u1 = γ3δ4(γδ6)∗y ⊕ v1

u2 = γ3δ(γδ6)∗y ⊕ v2

Les formes implicites de ces commandes sont les suivantes :

u1 = γδ6u1 ⊕ γ3δ4y ⊕ v1

u2 = γδ6u2 ⊕ γ3δy ⊕ v2.

Les équations récurrentes donnant l’expression des commandesu1 et u2 en fonction des étatsx1 et x2

sont les suivantes sur le dioïdeZmax :

u1(k) = 6u1(k − 1)⊕ 4y(k − 3)⊕ v1(k)
u2(k) = 6u2(k − 1)⊕ 1y(k − 3)⊕ v2(k).
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Figure 5.9 –Réalisation du correcteurF .

Nous allons à présent vérifier si le correcteurF remplit correctement les objectifs. Tout d’abord,
considérons le transfert entre l’état et la perturbation en boucle ouverte donné par

A∗S =




(γ2δ4)∗ ε ε
ε (γ2δ6)∗ ε

δ7(γδ6)∗ δ7(γδ6)∗ (γδ6)∗




et comparons-le, avec la relation de transfert entre l’état et la perturbation en boucle fermée ; on a

(A⊕BFC)∗S =




e⊕ γ2δ4 ⊕ γ3δ18
(
γδ6

)∗
γ3δ18(γδ6)∗ γ3δ11(γδ6)∗

γ3δ18(γδ6)∗ e⊕ γ2δ6 ⊕ γ3δ18(γδ6)∗ γ3δ11
(
γδ6

)∗
δ7

(
γδ6

)∗
δ7

(
γδ6

)∗ (
γδ6

)∗


 .

On remarque que(A ⊕ BFC)∗S º A∗S, c’est-à-dire que la relation de transfert en boucle fermée est
supérieure à celle en boucle ouverte. Par ailleurs, par isotonie on vérifie aisément que

(A⊕BFC)∗ Sq º A∗Sq , ∀q ∈Max
in [[γ, δ]]m.

De même, on peut s’assurer que l’état en boucle fermée(A⊕BFC)∗ Sq appartient à la classe
d’équivalence[A∗Sq]C , puisque

Hqbf
= C(A⊕BFC)∗S =

(
δ8(γδ6)∗ δ8(γδ6)∗ δ(γδ6)∗

)
= Hq.

On s’aperçoit que la fonction de transfert entre la perturbationq et la sortiey en boucle fermée est
inchangée par rapport à celle en boucle ouverte (5.21). Donc, en considérant la proposition1.108, pour
tout transfertX tel que

A∗S ¹ X ¹ (A⊕BFC)∗S ⇒ CA∗S = CX = C(A⊕BFC)∗S
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ou encore par isotonie

CA∗Sq = C(A⊕BFC)∗Sq , ∀q ∈Max
in [[γ, δ]]m.

Par conséquent(A⊕BFC)∗Sq ∈ [A∗Sq]C pour toute perturbationq ∈Max
in [[γ, δ]]m.

On considère maintenant le vecteur de consigne suivant (demande client) :

(
v1

v2

)
=

(
δ20(γδ6)∗

δ20(γδ6)∗

)
.

Par convention, le premier tir étant le numéro0, ces trajectoires doivent être interprétées comme suit : on
souhaite que la pièce0 soit mise en production à l’instant20 puis ensuite on désire "en moyenne" une
pièce toute les6 unités de temps. L’application de cette loi de commande a permis l’obtention de l’état
x = A∗Bv en boucle ouverte suivant (avecq = ε, c’est-à-dire en absence de perturbations) :




x1v

x2v

x3v


 = A∗Bv =




δ6(γ2δ4)∗ ε
ε δ9(γ2δ6)∗

δ13(γδ6)∗ δ16(γδ6)∗




(
δ20(γδ6)∗

δ20(γδ6)∗

)
=




δ26(γδ6)∗

δ29(γδ6)∗

δ36(γδ6)∗


 , (5.23)

à partir de cet état, nous pouvons alors calculer la sortie du système (sans la perturbation) donnée par

yv = δ37
(
γδ6

)∗
.

Jusqu’à présent nous avons supposé que l’état du système n’était pas perturbé. Considérons à présent
qu’une panne surgisse à la sortie de la machineM2 (perturbationq2). Dans cet exemple, nous supposons
que la panne surM2 intervient à l’événement6 et que cette perturbation repousse le tir de la transitionx2

à l’instant85 (au lieu de65) c’est-à-dire que la machine s’est arrêtée20 unités de temps. Formellement
le vecteur des perturbations est de la forme suivante




q1

q2

q3


 =




ε
γ6δ85

ε


 , (5.24)

d’où l’expression de l’état en présence de la perturbation donnée par

x =




x1

x2

x3


 = A∗Bv ⊕A∗Sq

=




δ26
(
γδ6

)∗
δ29 ⊕ γδ35 ⊕ γ2δ41 ⊕ γ3δ47 ⊕ γ4δ53 ⊕ γ5δ59 ⊕ γ6δ85 ⊕ γ8δ91 ⊕ γ10δ97 ⊕ γ12δ103 ⊕ γ13δ107

(
γδ6

)∗
δ36 ⊕ γδ42 ⊕ γ2δ48 ⊕ γ3δ54 ⊕ γ4δ60 ⊕ γ5δ66 ⊕ γ6δ92

(
γδ6

)∗


 .

La sortie en présence de la perturbation est alors donnée par

y = δ37 ⊕ γδ43 ⊕ γ2δ49 ⊕ γ3δ55 ⊕ γ4δ61 ⊕ γ5δ67 ⊕ γ6δ93
(
γδ6

)∗
.

On donne sur la figure5.10 la représentation de l’état non perturbéxv ainsi que la représentation
de l’état perturbéx. On donne également la représentation de la sortie avec et sans la présence de la
perturbation (respectivementybo etyv). Remarquons qu’une perturbation sur la machineM2 se propage
sur la machineM3 ; en effet on voit que l’étatx3 (correspondant à la sortie de la machineM3) est retardé.
Par ailleurs, on s’aperçoit qu’à l’instant13, l’étatx2 (l’état perturbé) rattrape l’état non perturbéx2v . Ceci
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Figure 5.10 –Représentation des états perturbés :x1, x2 etx3 ; des états non perturbés :x1v , x2v etx3v

; de la sortie perturbéeybo, et la sortie non perturbéeyv.
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est dû au fait que la machineM2 a un taux de production (2 pièces toutes les6 unités de temps) plus
élevé que celui de la machineM3 (1 pièce toutes les6 unités de temps).

Il est alors possible de déterminer les trajectoires de la commande produites par le correcteurF , en
considérant la loi de commandeu = Fy ⊕ v. On obtient

u =
(

u1

u2

)
= Fy ⊕ v

=
(

δ20 ⊕ γδ26 ⊕ γ2δ32 ⊕ γ3δ41 ⊕ γ4δ47 ⊕ γ5δ53 ⊕ γ6δ59 ⊕ γ7δ65 ⊕ γ8δ71 ⊕ γ9δ97
(
γδ6

)∗
δ20 ⊕ γδ26 ⊕ γ2δ32 ⊕ γ3δ38 ⊕ γ4δ44 ⊕ γ5δ50 ⊕ γ6δ56 ⊕ g7δ62 ⊕ γ8δ68 ⊕ γ9δ94

(
γδ6

)∗
)
⊕

(
v1

v2

)
.

Ce vecteur de commande est celui qui retarde au plus l’entrée des jetons dans le GET, tout en assurant
l’objectif. On voit, sur la figure5.11, que les commandes produites par le correcteur sont supérieures aux
consignesv1 etv2 ; par conséquent, on évite l’accumulation de jetons inutiles dans le GET.

Figure 5.11 –Représentation de la commandeu = Fy ⊕ v et de la consignev.

Calculons maintenant l’état du système en boucle fermée. On obtient

xbf =




x1bf

x2bf

x3bf


 = (A⊕BFC)∗Sq ⊕ (A⊕BFC)∗Bv

=




δ26 ⊕ γδ32 ⊕ γ2δ38 ⊕ γ3δ47 ⊕ γ4δ53 ⊕ γ5δ59 ⊕ γ6δ65 ⊕ γ7δ71 ⊕ γ8δ77 ⊕ γ9δ103
(
γδ6

)∗
δ29 ⊕ γδ35 ⊕ γ2δ41 ⊕ γ3δ47 ⊕ γ4δ53 ⊕ γ5δ59 ⊕ γ6δ85 ⊕ γ8δ91 ⊕ γ9δ103

(
γδ6

)∗
δ36 ⊕ γδ42 ⊕ γ2δ48 ⊕ γ3δ54 ⊕ γ4δ60 ⊕ γ5δ66 ⊕ γ6δ92

(
γδ6

)∗


 .

La figure 5.12 donne une représentation de l’état en boucle fermée (notéxbf ) et de l’état en boucle
ouverte (notéx). On s’aperçoit sur cette figure que l’état en boucle fermée est supérieur à celui généré
par la perturbation en boucle ouverte. Cela signifie que ce correcteur réduit les marges sur le tir des
transitionsx1 et x2. En d’autres termes, cela signifie que ce correcteur retarde le plus possible le tir des
transitionsx1 etx2 tout en assurant l’objectif.

Ces marges trouvent leur justification dans le fait que la perturbation, en ralentissant le fonctionne-
ment de la machineM2, ralentit également le fonctionnement de la machineM3, puisque cette machine
se trouve sous-approvisionnée en pièces brutes. Par conséquent, il est intéressant de pouvoir ralentir
l’alimentation en matières premières de la machineM1 par l’intermédiaire du correcteur pour éviter
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une accumulation inutile de pièces dans le stock (représenté par une place dans le GET) placé entre la
machineM2 et la machineM3. Par ailleurs, on remarque que l’on ne peut pas retarder plus le tir de la
transitionx3 que ne le fait la perturbation. En effet, retarder plus le tir de la transitionx3 reviendrait à
ralentir la sortie du système et par conséquent à modifier la sortie en boucle fermée par rapport à la sortie
du système lorsqu’une perturbation agit.

La figure5.12présente la sortie obtenue en boucle fermée et la sortie obtenue en boucle ouverte. On
remarque que la sortie est bien conservée, par conséquent l’objectif de maintien de la sortie est atteint.

Figure 5.12 –Représentation des états et de la sortie en boucle fermée en présence de la perturbation.
Les valeursx1, x2 et x3 correspondent aux états en boucle ouverte tandis que les valeursx1bf

, x2bf
et

x3bf
correspondent aux états en boucle fermée. Les valeursybo etybf correspondent respectivement à la

sortie en boucle ouverte et à la sortie en boucle fermée (elles sont naturellement égales).

D’après l’expression de la perturbation5.24, la machineM2 tombe en panne juste après le5ème

franchissement de la transitionx2. La machineM2 n’est réparée qu’à l’instant85. Après la réparation
de la machine, la transitionx2 peut immédiatement être franchie, la figure5.10donne une représenta-
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tion de ce scénario. Pour s’assurer de l’intérêt du correcteur, regardons à l’instant100 l’état du graphe
d’événements temporisé avec et sans correcteur.

Tout d’abord, la figure5.11permet de connaître le nombre exact de jetons qui à l’instant100 sont
entrés dans le GET. Sur les graphes d’événements temporisés de la figure5.13, nous avons indiqué pour
chacune des transitions d’entrée le nombre de franchissements effectifs à l’instant100. Il est possible de
faire la même démarche pour chacun des états en considérant la figure5.12, et de même que pour les
transitions d’entrées, nous avons indiqué pour chacune des transitions internes du système le nombre de
franchissements effectifs à l’instant100.

On remarque immédiatement que dans le cas du système en boucle ouverte, il y a eu13 franchis-
sements des entréesu1 et u2, par conséquent à l’instant100, il y a eu13 jetons entrés dans le graphe,
tandis que dans le cas du système en boucle fermée, il y a eu seulement9 franchissements pouru1 et
10 franchissements pouru2. Par ailleurs, dans le cas du système en boucle ouverte les transitionsx1, x2

et x3 ont respectivement été franchies12, 8 et 7 fois chacune, on peut alors donner une photographie
précise du nombre de jetons dans les places du GET situées entre ces transitions. En procédant de la
même manière pour le GET en boucle fermée, on remarque qu’il y a eu moins de franchissements des
transitions internes. De même, le nombre de jetons dans les stocks est moindre dans le cas du système
en boucle fermée.

Pour faire le parallèle avec un système de production, le système en boucle ouverte se retrouve dans
la situation de la ligne d’assemblage décrite sur la figure5.8, c’est-à-dire que les stocks du système se
retrouvent saturés. A l’inverse, pour le système en boucle fermée, le correcteur permet d’assurer une
bonne gestion des stocks internes.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le problème de commande de système(max, +)-linéaires en
présence de perturbations. L’objectif est de synthétiser une loi de commande maintenant l’étatx dans le
noyau de la matrice de sortieC. Formulé de cette façon, on remarque que ce problème présente une forte
analogie avec le problème du rejet de perturbations de l’automatique classique.

Il faut cependant noter que l’objectif atteint ne conduit pas à une annulation de sortie, en effet la
définition spécifique du noyau d’une application sur un treillis et la nature des systèmes considérés
conduisent à obtenir la plus grande commande telle que la sortie reste inchangée quelle que soit la
perturbation. Pour un graphe d’événements temporisé, cette commande correspond à celle qui permet
de retarder au plus l’entrée de jetons dans le graphe, évitant ainsi une accumulation inutile de jetons à
l’intérieur du graphe.

La formulation et la résolution de ce problème reposent sur la notion d’idéaux invariants. En effet
les objectifs considérés tout au long de ce chapitre se formulaient comme la recherche de plus grands
idéaux principaux invariants inclus dans des idéaux principaux. On retrouve une fois de plus une certaine
analogie avec la notion de sous-espace invariant de l’approche géométrique des systèmes. Notons que
des travaux sont actuellement en cours [Gaubert and Katz, 2003] pour développer une théorie analogue
sur les semi-anneaux. Il serait alors intéressant de comparer les expressions des correcteurs obtenus par
notre approche, avec ceux obtenus par ces auteurs.

De même en théorie des systèmes, parallèlement au développement de la théorie géométrique, il a
été montré que tous les résultats obtenus par cette technique pouvaient également être retrouvés par une
approche dite polynômiale [Wolowich, 1974], il serait également intéressant d’essayer de transposer ces
méthodes au cas des systèmes considérés ici.
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Figure 5.13 – Représentation du GET à l’instant100 avec et sans correcteur. Les©n indiquent pour
chaque transition le nombre de franchissements effectifs à l’instant100. On remarque, dans le cas du
GET en boucle fermée, que les places internes contiennent moins de jetons.
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ANNEXE A
MinMaxGD : librairie

de Calcul dans le dioïde
Max

in [[γ, δ]]

A.1 MinMaxGD : librairie de Calcul dans le dioïde Max
in [[γ, δ]]

A.1.1 Introduction

La librairie MinMaxGD1 [Cottenceau et al., 2000] se présente comme un ensemble de routines écrites
en C++, liées au logiciel Scilab2. Cette librairie permet de manipuler des séries rationnelles dans le dioïde
Max

in [[γ, δ]].
Une partie des travaux de thèse a porté sur le développement des interfaces entre la librairie C++ et

Scilab3.
Notons également que le groupe Max Plus de l’INRIA a également développé4 une librairie pour

Scilab, permettant le calcul dans le dioïdeZmax.
Dans la suite de cette annexe, on trouvera l’ensemble des scripts Scilab utilisés pour effectuer les

calculs des différents exemples de ce mémoire.
Tout d’abord, nous allons découvrir l’utilisation de la MinMaxGD dans Scilab à travers un exemple.

L’exemple traité dans la suite correspond à l’illustration présentée dans la section3.3.3. Il s’agit de
caractériser l’ensemble des systèmes préservant les performances de la commande optimale.

==========
scilab-2.7

Copyright (C) 1989-2003 INRIA/ENPC
==========

Startup execution:
loading initial environment

1Disponible librement à l’adressewww.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html
2Le logiciel Scilab est disponible à l’adresse :www.scilab.org
3Nous en profitons une nouvelle fois pour remercier J.-P. Chancelier (ENPC) pour les multiples réponses et conseils qu’il

nous a fournis lors de cette phase de développement
4Cette librairie est disponible librement à l’adressewww.scilab.org/contributions . Plus récemment un site dé-

dié à l’algèbre Max Plus a été développé par l’équipe Max Plus de l’INRIA :www.maxplus.org , le lecteur trouvera de
nombreuses informations (cours, articles, logiciels, ...) concernant l’algèbre Max Plus sur ce site.
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Commençons par charger la librairie dans l’environnement Scilab

-->>exec(’C:\scilab2.7\contrib\Minmaxgd0.9b1\loader.sce’);disp(’exec done’);
shared archive loaded

exec done

La commandeA = smatrix(m,n) permet de déclarer une matrice (notéeA) dem lignes etn co-
lonnes. Après la déclaration, tous les termes de la matrices sont initialisés àε. Nous définissons mainte-
nant les matricesA,B etC du système :

-->A = smatrix(6,6);

-->B = smatrix(6,2);

-->C = smatrix(1,6);

Passons à l’initialisation des termes de la matrice. L’initialisation s’effectue à l’aide de la commande
series . Par exemple pour une séries = γδ2⊕γ5δ8(γ2δ5)∗ la syntaxe serait la suivantes = series([1
2],[5 8],[2 5]) . Les lignes suivantes permettent d’initialiser les matricesA,B etC du système :

-->A(1,2) = series(eps,[1 0],e);

-->A(2,1) = series(eps,[0 2],e);

-->A(3,4) = series(eps,[1 0],e);

-->A(4,3) = series(eps,[0 5],e);

-->A(5,2) = series(eps,[0 1],e);

-->A(5,4) = series(eps,[0 3],e);

-->A(5,6) = series(eps,[3 0],e);

-->A(6,5) = series(eps,[0 2],e);

-->B(1,1) = series(eps,[0 1],e);

-->B(3,2) = series(eps,[0 2],e);

-->C(1,6) = s_e

Dans l’exemple, nous commençons par le calcul de la fonction de transfert du systèmeH = CA∗B,
dans Scilab ce calcul est donné par les lignes suivantes :

-->H = C*stargd(A)*B
ans =
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[1,1] eps+(g^0d^6)[g^1d^2]*
[1,2] eps+(g^0d^12)[g^1d^5]*

Initialisation de la consigne (demande du client)z = δ12 ⊕ γδ27 ⊕ γ4δ32(γδ5)∗ ⊕ γ12δ+∞

-->z = series([0 12; 1 27],[4 32],[1 5]) + series(eps,[12 %inf],e)
z =

[1,1] g^0d^12+g^1d^27+g^4d^32+g^5d^37+g^6d^42+g^7d^47+g^8d^52+g^9d^57+
g^10d^62+g^11d^67+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*

Calcul de la commande optimaleuopt = H◦\z est donné par

-->uopt = H \ z
uopt =

[1,1] g^0d^6+g^1d^17+g^2d^19+g^3d^21+g^4d^26+g^5d^31+g^6d^36+
g^7d^41+g^8d^46+g^9d^51+g^10d^56+g^11d^61+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*
[2,1] g^0d^0+g^1d^5+g^2d^10+g^3d^15+g^4d^20+g^5d^25+g^6d^30+
g^7d^35+g^8d^40+g^9d^45+g^10d^50+g^11d^55+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*

La sortieyopt = Huopt correspondante à la commande optimaleuopt vaut

-->yopt = H * uopt
yopt =

[1,1] g^0d^12+g^1d^23+g^2d^25+g^3d^27+g^4d^32+g^5d^37+g^6d^42+
g^7d^47+g^8d^52+g^9d^57+g^10d^62+g^11d^67+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*

Le plus grand transfertHsup préservant le critère de juste-à-temps est donné par

-->Hsup = z / uopt
Hsup =

[1,1] g^0d^6+g^1d^8+g^2d^10+g^3d^15+g^4d^20+g^5d^25+g^6d^30+g^7d^35+
g^8d^40+g^9d^45+g^10d^50+g^11d^61+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*
[1,2] g^0d^12+g^1d^17+g^2d^22+g^3d^27+g^4d^32+g^5d^37+g^6d^42+g^7d^47+
g^8d^52+g^9d^57+g^10d^62+g^11d^67+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*

On considère le transfertHr représentant le comportement réel du système :

-->Hr = [series([0 6;1 8;2 10],[3 12],[1 4]) series(eps,[0 12],[1 5])]
Hr =

[1,1] g^0d^6+g^1d^8+g^2d^10+(g^3d^12)[g^1d^4]*
[1,2] eps+(g^0d^12)[g^1d^5]*

Vérifions si la commande optimale pour ce nouveau transfertHr s’exprimant par
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-->uopt2 = Hr \ z
uopt2 =

[1,1] g^0d^6+g^1d^17+g^2d^19+g^3d^21+g^4d^26+g^5d^31+g^6d^36+g^7d^41+
g^8d^46+g^9d^51+g^10d^56+g^11d^61+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*
[2,1] g^0d^0+g^1d^5+g^2d^10+g^3d^15+g^4d^20+g^5d^25+g^6d^30+g^7d^35+
g^8d^40+g^9d^45+g^10d^50+g^11d^55+(g^12d^+̊̊)[g^0d^+̊̊]*

est égale à la commande optimale déterminée pour le modèle nominal :

-->uopt == uopt2
ans =

! T !
! T !

A.2 Syntaxe générale

MinMaxGD reconnaît les types élémentaires suivants : type série (notéseries ) et le type matrice
(notésmatrix ) correspondant au dioïdeMax

in [[γ, δ]]. MinMaxGD reconnaît les opérations algébriques
de base suivantes (pour deux élémentsa, b ∈Max

in [[γ, δ]]) :

opération syntaxe
⊕

(somme)
a + b

⊗
(produit)

a * b

◦/
(résiduation à droite)

a / b

◦\
(résiduation à gauche)

b \ a

∗
(étoile de Kleene)

stargd(a)

Pr+
(projection dans les causaux)

prcaus(a)

∧
(inf)

a ^ b

A.3 Exemples

A.3.1 Analyse de la robustesse

On donne dans la suite le script Scilab commenté de l’exemple d’atelier traité dans la partie3.4.4

1 // Transfert du système en boucle ouverte .
2 H = [ series ( eps ,[0 6],[1 2]) series ( eps ,[0 13],[1 5])]
3

4 // Détermination du modèle de référence .
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5 Gref = series ( eps , e,[1 5]) * H
6

7 // Calcul du correcteur optimal ( noté Fopt ) de type retour de sortie
8 // tel que MH( Fopt ) <= Gref .
9 Fopt = H \ Gref / H;

10

11 // Calcul du plus grand correcteur causal Fopt +
12 Fopt_p = prcaus ( Fopt )
13

14 // D’ après la proposition 3.19 le plus grand transfert Hsup est donné par
15 Hsup = stargd ( H * Fopt_p )* H
16

17 // En considérant Hr =Hsup, c’ est - à- dire que le comportement réel du système
18 // est égal à Hsup
19 Hr = Hsup
20

21 // alors le transfert entrée - sortie en boucle fermée vaut
22 Hrbf = stargd ( Hsup* Fopt_p )* Hsup
23

24 // Vérifions si le feedback Fopt_p calculé pour le modèle nominal est
25 // toujours optimal
26 Fopt_p2 = prcaus ( Hsup \ Gref / Hsup)
27

28 Fopt_p2 == Fopt_p

A.3.2 Synthèse de contrôleurs robustes

L’exemple traité ci-dessous correspond à l’illustration de la section4.6sur la synthèse de contrôleurs
robustes permettant de stabiliser un graphe d’événements temporisé.

1 // Déclaration des variables Am, Bm, Cm, Ap, Bp et Cp
2 // On a A=[ Am, Ap], B=[ Bm, Bp] et C=[ Cm, Cp]
3

4 Am = smatrix (3,3);
5 Ap = smatrix (3,3);
6 Bm = smatrix (3,2);
7 Bp = smatrix (3,2);
8 Cm = smatrix (1,3);
9 Cp = smatrix (1,3);

10

11 // Paramètres du système
12 // n1m, t1m : n1m/ t1m taux de production ( le plus lent ) de la machine M1
13 // n2m, t2m : n2m/ t2m taux de production ( le plus lent ) de la machine M2
14 // n3m, t3m : n3m/ t3m taux de production ( le plus lent ) de la machine M3
15

16 // n1p , t1p : n1p / t1p taux de production ( le plus rapide ) de la machine M1
17 // n2p , t2p : n2p / t2p taux de production ( le plus rapide ) de la machine M2
18 // n3p , t3p : n3p / t3p taux de production ( le plus rapide ) de la machine M3
19

20 // t4m, t5m : delais ( le plus lent ) M1-> M3 M2-> M3 */
21 // t4p , t5p : delais ( le plus rapide ) M1-> M3 M2-> M3 */
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22

23 n1m=2; t1m=2; n2m=2; t2m=3; n3m=3; t3m=2;
24 n1p=1; t1p =5; n2p=1; t2p =3; n3p=1; t3p =3;
25 t4m=3; t5m=2;
26 t4p =4; t5p =6;
27

28 Am(1,1) = series ( eps ,[ n1m t1m], e);
29 Am(2,2) = series ( eps ,[ n2m t2m], e);
30 Am(3,1) = series ( eps ,[0 t4m], e);
31 Am(3,2) = series ( eps ,[0 t5m], e);
32 Am(3,3) = series ( eps ,[ n3m t3m], e);
33

34 Ap(1,1) = series ( eps ,[ n1p t1p ], e);
35 Ap(2,2) = series ( eps ,[ n2p t2p ], e);
36 Ap(3,1) = series ( eps ,[0 t4p ], e);
37 Ap(3,2) = series ( eps ,[0 t5p ], e);
38 Ap(3,3) = series ( eps ,[ n3p t3p ], e);
39

40 Bm(1,1) = s_e ;
41 Bm(2,2) = s_e ;
42

43 Bp = Bm;
44

45 Cm(1,3) = s_e ;
46 Cp = Cm;
47

48 // Calcul de l ’ équation d’ état X=[ Xm, Xp]
49

50 Xm = stargd ( Am)* Bm;
51 Xp = stargd ( Ap)* Bp;
52

53 // Calcul de la fonction de transfert entrée sortie H=[ Hm, Hp]
54

55 Hm = Cm* Xm;
56 Hp = Cp* Xp;
57

58 // ******************************************************/
59 // Taux de production de la machine bouchon
60

61 lambdam = min ( min ( n1m/ t1m, n2m/ t2m), n3m/ t3m);
62 lambdap = min ( min ( n1p / t1p , n2p , t2p ), n3p / t3p );
63

64 lambda = max( lambdam, lambdap )
65

66 // ******************************************************/
67 // Calcul du nombre de jetons à mettre dans le feedback
68

69 Wnc1 = ceil ( lambda * t4p )
70 Wnc2 = ceil ( lambda * t5p )
71

72 // ******************************************************/
73 // Le correcteur stabilisant ( noté Fro ) le GET et
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74 // minimisant le nombre de jetons est donné par
75

76 Fro = smatrix (2,1);
77

78 Fro (1,1) = series ( eps ,[ Wnc1 0], e);
79 Fro (2,1) = series ( eps ,[ Wnc2 0], e);
80

81 // ******************************************************/
82 // Le modèle de référence est donné par Gref =H( Fro * H) *
83 // Gref =[ Grefm , Grefp ]
84

85 Grefm = Hm* stargd ( Fro * Hm)
86 Grefp = Hp* stargd ( Fro * Hp)
87

88 // ******************************************************/
89 // L’ intervalle de correcteurs optimaux est donné par
90 // Fro +=prcaus ( H \ Gbf / H)
91

92 From = prcaus ( Hm \ Grefm / Hm)
93 Frop = prcaus ( Hp \ Grefp / Hp)

A.3.3 Commande en présence de perturbations

L’exemple traité ci-dessous correspond à l’illustration de la section5.5sur la synthèse de correcteurs
appliqués à la commande en présence de perturbations.

1 // Déclaration des variables A, B, C et C
2 // X = AX B BU et Y=CX
3

4 A = smatrix (3,3);
5 B = smatrix (3,2);
6 C = smatrix (1,3);
7 S = smatrix (3,3);
8

9 // Paramètres du système
10 // Initialisation des matrices
11

12 A(1,1) = series ( eps ,[2 4], e);
13 A(2,2) = series ( eps ,[2 6], e);
14 A(3,1) = series ( eps ,[0 7], e);
15 A(3,2) = series ( eps ,[0 7], e);
16 A(3,3) = series ( eps ,[1 6], e);
17

18 B(1,1) = series ( eps ,[0 6], e);
19 B(2,2) = series ( eps ,[0 9], e);
20

21 C(1,3) = series ( eps ,[0 1], e);
22

23 S(1,1) = s_e ;
24 S(2,2) = s_e ;
25 S(3,3) = s_e ;
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26

27 // Calcul des équations d’ état
28 // AS : equation d’ état
29 // AB : equation d’ état
30

31 AS = stargd ( A)* S;
32 AB = stargd ( A)* B;
33

34 // Calcul de des fonctions de transfert en boucle ouverte
35 // Hq : matrice reliant la perturbation q à la sortie y
36 // Hu : matrice reliant l ’ entrée u à la sortie y
37 Hq = C* AS
38 Hu = C* AB
39

40

41 // Calcul du correcteur de type retour de sortie
42 // accroissant le vecteur d’ état
43 F1 = prcaus ( Hu \ Hq / Hq)
44

45 // Correcteur final ( prise en compte d’ une consigne )
46 F = F1 ^ prcaus ( Hu \ Hu / Hu)
47

48

49 // Comparaison de la matrice de transfert entre l ’ état
50 // et la perturbation en boucle ouverte et de la matrice
51 // de transfert entre l ’ état et la perturbation en boucle fermée
52 stargd ( A + B* F* C)* S
53 // En boucle ouverte :
54 AS
55

56 // Fonction de transfert entre la perturbation q et la sortie y
57 Hqbf = C* stargd ( A + B* F* C)* S
58

59 // Trajectoires de l ’ entrée v
60 v1 = series ( eps ,[0 20],[1 6])
61 v2 = series ( eps ,[0 20],[1 6])
62

63 v = [ v1 ; v2 ]
64

65 // Etat en boucle ouverte ( avec une consigne sans perturbations )
66 Xv = AB* v
67 // Sortie associée à cette état
68 ybv = C* Xv
69

70 // Trajectoires de la perturbation
71 q1 = s_eps ;
72 q2 = series ( eps ,[6 85],[1 0]);
73 q3 = s_eps ;
74

75 q = [ q1 ; q2 ; q3]
76

77 // Etat en boucle ouverte ( avec une consigne et une perturbation
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78 X = AS* q + AB* v
79 // sortie associée
80 y = C* X
81

82 // sortie générée par le correcteur
83 u = F* y + v
84

85 // état en boucle fermée
86 xbf = stargd ( A + B* F* C)* S* q + stargd ( A + B* F* C)* B* v
87

88 // Sortie du système en boucle fermée
89 ybf = C* xbf
90 // à comparer avec la sortie en boucle ouverte
91 y
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Étude de systèmes à événements discrets dans l’algèbre
(max, +). Synthèse de correcteurs robustes dans un

dioïde d’intervalles. Synthèse de correcteurs en
présence de perturbations.

Mehdi LHOMMEAU

Résumé

Les systèmes dynamiques à événements discrets mettant en jeu des phénomènes de synchronisation
peuvent être modélisés par des équations linéaires dans les algèbres de type (max,+). Cette propriété
a motivé l’élaboration de ce que l’on appelle communément la théorie des systèmes linéaires dans les
dioïdes. Cette théorie présente de nombreuses analogies avec la théorie conventionnelle des systèmes
linéaires continus et permet notamment d’aborder des problèmes de commandes.
La première contribution concerne l’analyse de la robustesse de lois de commandes pour des systèmes
(max,+)-linéaires. L’objectif est de caractériser l’ensemble des systèmes préservant les performances
recherchées lors de la synthèse. Autrement dit, nous cherchons à caractériser les marges de variations ou
dérives du système admissibles vis à vis des critères de performances imposés.
Ensuite, le problème de commande robuste est considéré. Cette fois nous supposons connue, sous forme
d’intervalles, l’amplitude de variation des paramètres du système à commander et nous cherchons l’en-
semble des correcteurs permettant d’atteindre un objectif donné. Au préalable est introduit un dioïde
d’intervalles, qui permet de modéliser les systèmes incertains sous forme de matrices d’intervalles in-
cluant l’ensemble des comportements possibles du système. La synthèse de contrôleurs présentée dans
le cas déterministe s’étend alors naturellement au contexte incertain.
La dernière partie de ce mémoire traite du problème de commande en présence de perturbations. En
se conformant à la littérature sur les systèmes continus conventionnels, nous montrons que ce problème
présente de fortes analogies avec le problème classique du rejet de perturbations. Il est notamment montré
qu’il est possible de synthétiser des contrôleurs optimaux préservant l’état du système dans le noyau de
la matrice de sortie.

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, dioïdes, robustesse, commande en présence de
perturbations, algèbre (max,+), analyse par intervalles

Abstract

Discrete event dynamic systems involving synchronization phenomena can be modelled by linear equa-
tions in some dioids. This property justified the development of what one commonly calls linear system
theory in dioids. This theory presents many analogies with the classical linear system theory and allows
to tackle control problems.
The first contribution concerns the robustness analysis of control laws for (max,+)-linear systems. The
objective is to characterize the set of systems preserving the desired performances at the time of the
synthesis. In other words, we try to characterize the acceptable variation margins or drifts for the system
with respect to the imposed performances criteria.
Then, the robust control problem is addressed. This time we suppose known, in the form of intervals,
the amplitude of parameter variations of the system to be control and we seek the controller set allowing
to achieve a given objective. As a preliminary a dioid of intervals is introduced, it makes possible to
model the uncertain systems in the form of interval matrices including the set of all possible system
behaviors. The controller synthesis presented in the deterministic case spreads then naturally to the
uncertain context.
The last part of this report, deals with the problem of control in the presence of disturbances. Following
the literature on classical continuous systems, we show that this problem presents strong analogies with
the classical problem of disturbance decoupling. In particular it is shown that it is possible to synthesize
optimal controllers preserving the system state trajectories in the kernel of the output matrix.

Keywords: discrete event systems, dioid, robustness, control in presence of disturbances, interval
analysis


