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Résumé

Les systèmes à événements discrets sont essentiellement caracterisés par des changements d’état
(marche-arrêt d’une machine, départ-arrivée d’un train). L’introduction de paramètres temporels per-
met d’évaluer leur performances (taux de production d’une cellule d’usinage, temps de parcours pour un
système de transport). Ces systèmes dynamiques peuvent également faire l’objet de contraintes de temps
de séjour (temps maximal de cuisson d’une pièce dans un four, attente maximum d’une correspondance
entre trains,...). Ce type de contraintes n’affecte pas uniquement les performances du système mais aussi
sa validité fonctionnelle (pièce brulée, ...). Il apparaît alors primordial de disposer de méthodes d’analyse
et de synthèse de commande de ces systèmes afin d’en garantir le bon fonctionnement en dépit de ces
contraintes. Nous nous intéressons plus précisément aux modèles de type réseau de Petri P-temporel.
L’étude de systèmes du type graphes d’événements P-temporels et leur supervision par un système de
commande, conduisent à des modèles(max, +)-linéaires soumis à des contraintes, et rendent nécessaire
le développement de nouveaux outils algébriques combinant la théorie des dioïdes et la résiduation.
L’objectif de cette thèse est de contribuer à la modélisation, la vérification et la commande des graphes
d’événements temporels, et d’élaborer une théorie analogue à celle concernant les graphes d’événements
deterministes décrits dans l’algébre(max, +).

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, graphes d’événements P-temporels, dioïdes, commande
en juste-à-temps, commande de type boucle fermée, algèbre (max, +), résiduation, analyse par inter-
valles.
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Introduction

La théorie des systèmes et de leur commande, alias l’Automatique, s’est intéressée dès ses origines à
des systèmes physiques généralement décrits par les équations différentielles ou aux dérivées partielles
auxquelles obéissent les phénomènes physiques correspondants. Ces systèmes admettent, généralement,
des modèles linéaires et ont été largement étudiés au cour des années 60. L’avènement des ordinateurs
conduit à décrire parfois l’évolution de ces systèmes par des équations dynamiques en temps discret, ce
qui ne remet pas en cause la nature continue de cette évolution.

La linéarité est une propriété mathématique intéressante qui simplifie beaucoup la manipulation de
modèles mathématiques. L’Automatique non linéaire a commencé à se développer dans les années 70 et
80. L’Automatique non linéaire s’adresse généralement à des équations dynamiques "lisses" ou "diffé-
rentiables". Au début des années 80, l’automatique s’est tournée vers des systèmes non linéaires dont la
dynamique est régie par des événements.

C’est ainsi que la théorie dessystèmes dynamiques à événements discrets1, a vu le jour. Cette théo-
rie s’intéresse à l’analyse et à la conduite de systèmes qui sont souvent de conception humaine. On peut
par exemple citer les systèmes de production (ateliers flexibles, lignes d’assemblage) [Cohen et al., 1983,
Cohen et al., 1985], les réseaux de communication (réseaux informatiques) [Le Boudec and Thiran, 2001]
et les systèmes de transport (routier, ferroviaire ou aérien) [Lotito et al., 2001, Houssin, 2003]. Ces sys-
tèmes obéissent à des règles opérationnelles, ou algorithmes, et dont les transformations ont lieu à des
instants discrets, en réponse à des événements ponctuels (typiquement l’arrivée d’un client, d’un si-
gnal ou l’achèvement d’une tâche). Ces systèmes sont alors souvent représentés par des modèles états-
transitions. Les plus connus sont les automates d’états finis qui servent pour représenter les systèmes
déterministes les plus simples, les chaînes de Markov pour leurs analogues stochastiques et les réseaux
de Petri pour des systèmes plus complexes qui comportent à la fois des phénomènes de synchronisation,
de concurrence et de parallélisme. Parmi ces derniers la sous classe des Graphes d’Evénements Tempo-
risés (caractérisés uniquement par des phénomènes de synchronisation et de retard) a fait l’objet d’étude
particulière car ils peuvent être modélisés par des équations linéaires dans l’algèbre (max,+). Au cours
des années 80, l’équipe (max,+) de l’INRIA a construit une théorie des systèmes (max,+) linéaires à
l’image de celle qui existait pour les systèmes linéaires dans l’algèbre classique. Le cadre de notre étude
se situe dans le prolongement de ces travaux. Les modèles considérés dans ce mémoire seront linéaires
dans l’algèbre (max,+) mais soumis au respect de contraintes non linéaires.

Historiquement, la nécessité de pouvoir représenter des durées d’activités variables ou de modéliser
l’incertitude sur une durée d’activité a conduit à associer des intervalles de temps aux transitions du ré-
seau, ce fut la naissance des réseux de Petri T-temporels [Merlin, 1974], [Menache, 1982] et [Roux, ].
Puis Lhommeau [Lhommeau, 2004] a étudié une sous classe de ces réseaux de Petri qui est caracté-
risée uniquement par des phénomènes de synchronisation et de retard et qui est linéaire dans l’algèbre
(max,+), il s’agit de la classe des graphes d’événements incertains. Ces modèles ont, notamment, été utili-
sés pour étudier les protocoles de communication [Merlin, 1974], [Roux, ], [Berthomieu and Diaz, 1991]
et également pour la vérification de l’interfaçage des modules éléctroniques [MacMillan and Dill, 1992],
[Walkup, 1995]. Ces modèles permettent de décrire des temps de séjour variant entre un minimum et un

1On pourra également utiliser le termesystèmes à événements discrets, en gardant à l’esprit qu’il s’agit d’un système
dynamique.
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xii Introduction

maximum mais ils n’imposent aucune contrainte sur le temps maximum de séjour d’un jeton dans une
place du réseau de Petri.

Or, l’industrie manufacturière utilise parfois des procédés dont les temps d’activités doivent être
compris entre des durées minimales et des durées maximales. C’est le cas par exemple de l’industrie
utilisant des réactions chimiques pour assurer le traitement d’une pièce [Khansa et al., 1996]. Il est clair
que le décapage d’une pièce par immersion dans un bain d’acide nécessite un temps de trempe minimum,
et ne doit pas dépasser un temps maximum, sous peine de détérioration de la qualité de la production.
Pour modéliser ces systèmes Khansa [Khansa et al., 1996] a introduit les réseaux de Petri P-temporels où
un intervalle de temps est associé non plus aux transitions mais aux places et il a introduit une nouvelle
politique de fonctionnement. Elle consiste à tirer les transitions avant que les durées de séjours des jetons
dans les places ne dépassent les durées maximales associées à ces même places.

Le travail présenté dans ce mémoire se situe dans la continuité de ces travaux. Nous allons nous
intéresser à la modélisation algébrique et à la commande d’une sous classe des réseaux de Petri P-
temporels qui est caractérisée uniquement par des phénomènes de synchronisation et de retard et qui est
sujet à des contraintes non linéaires dans l’algèbre (max,+). Cette classe sera appelée graphe d’événement
P-temporel.

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres organisés de la manière suivante :

• Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires à la représentation et
à la commande des graphes d’événements P-temporels. Nous donnons tout d’abord des résultats
généraux sur les structures ordonnées et les treillis. Nous rappelons également les axiomes des
semi aneaux idempotents, que nous continuerons à appeler, par soucis de concision, dioïdes dans
ce mémoire. Les liens entre dioïde et les structures ordonnées sont également présentés dans la
première partie. Une part importante de ce premier chapitre est ensuite consacrée à la théorie de la
résiduation et de la résiduation dualle. La contribution principale de ce chapitre est l’introduction
de la résiduation dualle d’une application particulière qui servira, par la suite, pour la modélisa-
tion des contraintes de temps maximal de séjour. En particulier il est mis en évidence que cer-
taines applications non résiduables (respectivement non dualement résiduables) peuvent bénéficier
de restrictions résiduables (respectivement restrictions dualement résiduables). Ce point constitue
une des contributions de ce chapitre. La dernière section est dédiée à la présentation des dioïdes
d’intervalles, à la résiduation et à la résiduation duale dans ces structures algébriques.

• Le second chapitre rappelle, dans un premier temps, la modélisation des graphes d’événements
temporisés sur différents dioïdes rencontrés dans la littérature et particulièrement sur la présen-
tation du dioïdeMax

in [[γ, δ]], qui permet de manipuler des trajectoires considérées à la fois dans
le domaine événementiel et dans le domaine temporel. Cette structure permet de représenter le
transfert entrée-sortie d’un GET sous forme d’une matrice rationnelle. Dès lors, l’étude des GET
est liée à l’algèbre des séries rationnelles deMax

in [[γ, δ]]. Dans un deuxième temps, nous rappelons
la modélisation du comportement des systèmes(max,+)-linéaires qualifiés d’incertains. Ensuite,
nous introduisons les graphes d’événements P-temporels et nous développons la modélisation al-
gèbrique de ces graphes. Pour conclure ce chapitre, nous généralisons ce modèle au graphes d’évé-
nements P-temporels présentant des incertitudes sur le temps minimum et/ou maximum de séjour.

• Dans le troisième chapitre, nous étudions la synthèse des lois de commande en boucle ouverte
pour les systèmes modélisables par des graphes d’événements P-temporels dans un contexte de
juste-à-temps. Cette méthode se base sur la théorie de la résiduation et de la résiduation duale.
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Dans un premier temps, nous donnons une méthode de test de la consistance des contraintes. Dans
un deuxième temps, nous donnons quelques conditions suffisantes pour garantir l’existence de la
commande optimale, puis un algorithme de type point fixe permettant de calculer la commande
optimale et une condition d’arrêt pour ce dernier. Enfin, nous généralisons cette méthode pour
calculer un précompensateur optimal permettant de résoudre le problème de poursuite de modèle
dans le contexte de boucle ouverte.

• Dans le quatrième chapitre, aprés un rappel des notions de sous-espace(A,B)-invariant, de
sous-espace de commandabilité et d’idéaux principaux invariants, nous examinons le problème
de synthèse de contrôleurs de type retour d’état et retour de sortie pour les graphes d’événement
P-temporels. Pour cela, nous montrons que pour certains idéaux principaux invariants il existe une
commande en boucle fermée permettant de conserver l’état du système à l’intérieur de ceux-ci.
Ces propriétés, nous permettent alors de donner l’expression de correcteurs de type retour d’état
et de type retour de sortie. Les contributions de ce chapitre peuvent se résumer en trois points :

− Une condition nécessaire et suffisante pour garantir l’existence du contrôleur.

− Une méthode, pour remédier au problème de non causalité du contrôleur, est introduite. Cette
méthode utilise un nouveau précompensateur neutre qui préserve le vecteur d’état.

− L’utilisation de la notion de parallélisme dans l’algèbre (max,+), introduite par [Katz, 2006],
pour résoudre le problème de non causalité du précompensateur qui préserve le vecteur d’état.





CHAPITRE1
Outils algébriques

Ce premier chapitre a pour vocation de rappeler les définitions et les principaux outils algèbriques
utilisés par la suite. Sans être exhaustif, nous présentons, dans la première partie, un ensemble de dé-
finitions, de notations et de résultats relatifs aux treillis [Birkhoff, 1940] et à l’algébre des dioïdes
[Baccelli et al., 1992]. Nous rappelons qu’un dioïde de par la propriété d’idempotence de la loi addi-
tive, notée⊕, est une structure algébrique que l’on peut munir d’une relation d’ordre. La loi additive
et la loi multiplicative, notée⊗, d’un dioïde n’ont pas nécessairement d’inverse, néanmoins la théorie
de la résiduation et de la résiduation duale [Baccelli et al., 1992, Blyth and Janowitz, 1972] offrent une
alternative au problème d’inversion d’applications définies sur les dioïdes. Dans la troisième partie, nous
considérons la résolution d’équations linéaires et au point fixe dans les dioïdes. La quatrième partie de
ce chapitre présente quelques éléments relatifs à la résiduation duale d’une applications particulière, uti-
lisée par la suite dans la modélisation des graphes d’événements P-temporels. La cinquième partie est
dédiée à la présentation des dioïdes d’intervalles [Litvinov and Sobolevskiı̆, 2001, Lhommeau, 2004], à
la résiduation et à la résiduation duale dans ces structures algébriques. Pour conclure ce chapitre, nous
donnons un ensemble de définitions et de notations relatives aux noyaux et aux images d’applications
définies sur les dioïdes, les notions de projection parallèlement au noyau d’une application, de projection
dans l’image d’une application et de projecteurs dans l’image d’une application parallèlement au noyau
d’une autre seront également rappelées [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1996, Lhommeau, 2004].

1.1 Ensembles ordonnés et treillis

Cette section présente la théorie des treillis (en anglais, "lattice") qui sont des ensembles ordonnés
dont le formalisme algébrique sera rappelé au fur et à mesure de l’énoncé des propriétés axiomatiques.
Les treillis sont des objets mathématiques que l’on peut manipuler en tant qu’ensembles ordonnés ou en
tant que structures algébriques. Les treillis ont été amplement étudiés dans la littérature, nous renvoyons
le lecteur à [Birkhoff, 1940] et [Dubreil-Jacotin et al., 1953] pour cette partie. Des rappels sur la théorie
des treillis sont également donnés dans [Baccelli et al., 1992] et [Blyth and Janowitz, 1972].

1.1.1 Structures ordonnées

Définition 1.1 (Ensemble ordonné).Un ensemble ordonné est un ensembleS muni d’une relation
d’ordre notée�, c’est-à-dire une relation binaire qui est réflexive (tout élémentx deS est en relation
avec lui même :x � x), antisymétrique (pourx et y appartenant àS si x � y et y � x alorsx = y) et
transitive (pourx et y appartenant àS si x � y et y � z alorsx � z). Un ensemble ordonné sera noté
(S, �).

Un ensemble est dit totalement ordonné si deux éléments quelconquesx et x′ sont toujours compa-
rables, c’est-à-dire si l’on ax � x′ oux′ � x.

La notationx ≺ x′ signifiex � x′ etx 6= x′.

1
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Remarque 1.2. En présence d’ambiguïté sur l’ensemble considéré, nous désignerons par la notation
�S l’ordre d’un ensembleS.

Tout sous-ensembleU d’un ensemble ordonné(S, �) peut également être ordonné par la restriction
de l’ordre deS aux éléments deU , notée�U . Cet ordre restreint est simplement défini par

y, y′ ∈ U ⊆ S; y � y′ ⇔ y �U y′.

Remarque 1.3.Si(S, �) est partiellement ordonné, un sous-ensembleU ⊆ S ordonné par la restriction
de� àU peut être tel que tous les éléments deU soient incomparables deux à deux. L’ensemble(U , �)
est alors dit totalement non ordonné. Un ensemble ordonné fini(S, �) peut être représenté par un graphe
appelé diagramme de Hasse. Chaque élément deS est représenté par un sommet(•). Un arc reliant
deux sommets du diagramme signifie que les éléments représentés par ces sommets sont comparables.
Par convention, l’ordre est croissant dans le sens du bas vers le haut du diagramme.

�
6

t��� t@
@@
t
t

a b

c

d a et b sont incomparables

a � c, b � c, c � d

a � d, b � d (par transitivité de l’ordre�)

Figure 1.1 – Diagramme de Hasse d’un ensemble ordonné({a, b, c, d},�)

Pour la figure 1.1, lensembleS = {a, b, c, d} est partiellement ordonné pour l’ordre� décrit par
le diagramme. Le sous-ensembleU = {a, b} ⊂ S est un ensemble ordonné par la restriction de� àU .
Néanmoins, dans ce cas précis,(U , �) est totalement non ordonné (remarque 1.3).

Remarque 1.4. Un ensemble totalement ordonné est également appelé une chaîne en référence à son
diagramme de Hasse qui en est une.

Exemple 1.5 (Ensembles ordonnés).• (N, ≤), (Z, ≤), (Q, ≤), (R, ≤) où≤ est l’ordre naturel,
sont totalement ordonnés.

• SoitS un ensemble. L’ensemble des parties deS, notéP(S), est un ensemble ordonné par l’in-
clusion. Cet ensemble ordonné est noté(P(S), ⊆). Il s’agit d’un ordre partiel. Par exemple, deux sous-
ensemblesA et B deS tel queA ∩ B 6= A etA ∩ B 6= B ne sont pas comparables suivant l’ordre
⊆.

• Soit(U , �) un ensemble ordonné. L’ensemble des vecteursv =
(

α
β

)
∈ S2×1, muni de l’ordre

�, défini par (
α
β

)
�
(

a
b

)
⇔ (α � a etβ � b).

Même si� est total surS, l’ordre qu’il induit sur S2×1 n’est que partiel.
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Remarque 1.6. On dira que deux ensembles ordonnés sont isomorphes si leurs diagrammes de Hasse
ont la même forme.

Définition 1.7 (Majorant, minorant). SoitS un ensemble muni d’une relation d’ordre� etU un sous-
ensemble deS. On appelle minorant deU tout élémentm deS tel que∀ x ∈ U , m � x. On appelle
majorant deU tout élémentM deS tel que∀ x ∈ U , x � M .

Définition 1.8 (Bornes d’un ensemble).Un sous-ensembleU ⊆ S est dit borné s’il admet un majorant
et un minorant. Lorsque l’ensemble des majorants deU a un plus petit élément, ce plus petit élément est
appelé borne supérieure deU . On le notesup(U) ou

∨
U . De même, lorsque l’ensemble des minorants

deU a un plus grand élément, on l’appelle borne inférieure deU (notéeinf(U) ou
∧
U).

Remarque 1.9 (Éléments particuliers dans un ensemble ordonné).Dans un ensemble ordonnéS,
on appelle plus petit élément, un élémentεS tel que lon aitεS � s pour touts ∈ S. Notons qu’un tel
élément, s’il existe, est nécessairement unique, car s’il y en avait deux,εS et ε′S , on aurait εS � ε′S
et ε′S � εS , doncεS = ε′S . De même, on appelle plus grand élément, un élément>S tel que l’on ait
s � >S pour touts ∈ S. Notons également qu’un tel élément, s’il existe, est nécessairement unique.

1.1.2 Semi-treillis et treillis

Définition 1.10 (Semi-treillis). Un sup-semi-treillisest un ensembleS ordonné, dans lequel tout couple
d’éléments(x, x′) (ou toute famille finie) admet uneborne supérieure(plus petit majorant) notée
sup(x, x′) oux ∨ x′. De même, uninf-semi-treillisest un ensembleS ordonné, dans lequel tout couple
d’éléments(x, x′) admet une borne inférieure notéeinf(x, x′) oux ∧ x′.

Remarque 1.11 (Principe de dualité).Notons� l’inverse de la relation d’ordre�. Si(S, �) est un sup-
semi-treillis, alors(S, �) est un inf-semi-treillis, et vice versa. Par conséquent, une relation impliquant
�, ∨ et∧ reste vraie en remplaçant� par� et en permutant∨ et∧. Il s’agit du principe de dualité.

Définition 1.12 (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonné(S, �) qui est à la fois un sup-semi-
treillis et un inf-semi-treillis ; autrement dit, un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant. On parle aussi d’espace réticulé.

Exemple 1.13.L’ensemble des parties d’un ensemble muni de l’inclusion forme un treillis où la borne
supérieure est l’union et la borne inférieure l’intersection.

Remarque 1.14.Si (S, ∧, ∨, �) est un treillis, alors son treillis dual est(S, ∨, ∧, �).

Définition 1.15 (Sous-treillis).Par définition, un sous-treillis d’un treillisS est une partieU deS fermée
pour les opérations∧ et∨ : si a et b sont dansU , a ∧ b eta ∨ b sont dansU .

Remarque 1.16.Il faut noter qu’un sous-ensembleU peut être un treillis sans être un sous-treillis deS.

Exemple 1.17.Considérons le diagramme de Hasse d’un treillis finiS contenant 8 éléments (figure
1.2). On remarque que les ensembles{h, d, e, b}, {h, d, f, a} sont des sous-treillis, il en est de même
pour l’ensemble{h, f, c, g} qui en outre est une chaîne.

Par contre, l’ensemble{h, d, e, a} n’est pas un sous-treillis, card∨ e (c.-à-d.b) ne fait pas partie de
l’ensemble.

Néanmoins on voit que{h, d, e, a} est un treillis (pour la relation d’ordre existant entrea, d, e et h
dansS) mais pas un sous-treillis deS puisque dans{h, d, e, a}, d ∨ e = a alors que dansS, d ∨ e = b.
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Figure 1.2 – Diagramme de Hasse du Treillis(S,�)

Définition 1.18 (Semi-treillis complet et treillis complet). Un sup-semi-treillis (resp. inf-semi-treillis)
S est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble (fini ou infini) deS admet un plus petit
majorant (resp. un plus grand minorant) dansS. Donc en particulier il est non vide. Un treillis est dit
complet s’il est à la fois inf-complet et sup-complet.

Remarque 1.19.Pour un sup-semi-treillis complet noté(S,∨), la borne sup de tout sous-ensemble de
S est définie, y compris pourS. Un sup-semi-treillis completS a donc nécessairement un plus grand
élément noté>S =

∨
s∈S s . Pour la même raison, un inf-semi-treillis complet(S,∧) a toujours un plus

petit élément notéεS =
∧

s∈S s. En outre, un semi-treillis fini est complet (sup-complet ou inf-complet)
et un treillis fini est complet.

Exemple 1.20.

• En ajoutant l’élément+∞ à Z, l’ensemble(Z ∪ {+∞},≤) est totalement ordonné sup-complet.

• En revanche,(Q ∪ {+∞},≤) est un ensemble totalement ordonné qui n’est ni sup-complet ni inf-
complet. Par exemple, le sous-ensemble{x ∈ Q |x ≤

√
2} deQ n’a pas de plus petit majorant

dansQ.

Théorème 1.21.Un sup-semi treillis completS est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus
petit élémentεS .

Démonstration.

(⇒) si S est un treillis complet alors il admet un plus petit élémentεS (cf. définition 1.18 et remarque
1.19).

(⇐) supposons queS est un sup-semi-treillis complet et possède un plus petit élémentεS . Soit U =
{uα}α∈A un sous-ensemble non vide deS, etM = {mβ}β∈B l’ensemble des minorants deU .
L’ensembleM est non vide puisqueεS ∈ M. Posonsm =

∨
β∈B mβ ; l’élémentm est défini

dansS puisqueS est complet.

Par définition de l’ensembleM,

∀uα ∈ U ,∀mβ ∈M, mβ � uα,
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ou encore,
∀uα ∈ U , m =

∨
β∈B

mβ � uα.

Donc m est minorant deU , et par conséquent, le plus grand des minorants deU . Tout sous-
ensemble non vide deS admettant un plus grand minorant,S est un inf-semi-treillis complet
et donc également un treillis complet.

Remarque 1.22.En raison du principe de dualité énoncé dans la remarque 1.11, on peut énoncer le
dual du théorème précédent : un inf-semi-treillis complet est un treillis complet si, et seulement si, il a
un plus grand élément>S .

Remarque 1.23.Les définitions précédentes de semi-treillis et treillis ont été introduites de façon en-
sembliste, elles font uniquement intervenir les propriétés de la relation d’ordre� définie sur l’ensemble.
Il est intéressant de faire le lien entre ce point de vue ensembliste et le point du vue algébrique.

En algèbre, un treillis est parfois défini comme un ensemble muni de deux opérations binaires∨ et∧
jouissant des propriétés classiques d’associativité, de commutativité et d’idempotence, et de la propriété
dite d’absorption :x ∧ (x ∨ y) = x = x ∨ (x ∧ y). Dans ce cas, la notion d’ordre peut être dérivée ;
x � y est par définitionx = x ∧ y (oux ∨ y = y).

C’est là une des principales raisons de l’importance de la notion de treillis : elle permet de rem-
placer la relationx � y par des équationsx ∨ y = y ⇔ x ∧ y = x, et par conséquent de traiter les
questions relatives à l’ordre par des moyens algébriques : des opérations, des équations. De plus, il est
désormais possible de remplacer l’expression "soitS un treillis" par (S,�) ou par(S,∨,∧).

1.2 Isotonie, morphismes et continuité

1.2.1 Isotonie

Définition 1.24 (Isotone, antitone, monotone).Soit Π : S → T une application définie sur des en-
sembles ordonnés. On dira :
l’applicationΠ estisotonesi elle préserve l’ordre deS ≡ ∀x, x′ ∈ S x � x′ ⇒ Π(x) � Π(x′),
l’applicationΠ estantitone si elle inverse l’ordre deS ≡ ∀x, x′ ∈ S x � x′ ⇒ Π(x) � Π(x′),
l’applicationΠ estmonotone≡ Π isotone ouΠ antitone.

Remarque 1.25.La composition de fonctions monotones est une fonction monotone.

• La composition de deux fontions isotones est isotone.

• La composition de deux fontions antitones est isotone.

• La composition d’une fontion isotone et une fontion antitone est antitone.

1.2.2 Morphismes

Définition 1.26 (Morphismes). Un morphisme est une application entre deux ensembles munis d’une
même espèce de structure algébrique, qui respecte cette structure. Soient(S,�) et (T ,�) deux treillis
etΠ une application deS versT . Alors Π est un∨-morphisme si

Π(x ∨ x′) = Π(x) ∨Π(x′)
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pour toutx, x′ ∈ S.
De façon analogue,Π est un∧-morphisme si

Π(x ∧ x′) = Π(x) ∧Π(x′)

pour toutx, x′ ∈ S.
Si Π est à la fois un∨-morphisme et un∧-morphisme, alorsΠ est un morphisme de treillis.

Figure 1.3 – Morphisme entre les treillisS etT .

Remarque 1.27.Un∨-morphisme (resp. un∧-morphisme) est une application isotone. En effet, pour un
∨-morphisme par exemple : six � x′, alorsx∨x′ = x′, doncΠ(x∨x′) = Π(x)∨Π(x′) = Π(x′), d’où
Π(x) � Π(x′). Par contre la réciproque est fausse, une application isotone n’est pas nécessairement un
∨ ou∧-morphisme. Cependant, siΠ : S → S est isotone, on aura toujours

Π(x ∨ x′) � Π(x) ∨Π(x′) ∀x, x′ ∈ S,

puisque
x ∨ x′ � x ⇒ Π(x ∨ x′) � Π(x)
x ∨ x′ � x′ ⇒ Π(x ∨ x′) � Π(x′)

}
⇒ Π(x ∨ x′) � Π(x) ∨Π(x′).

De même, pour un∧-morphisme

Π(x ∧ x′) � Π(x) ∧Π(x′) , ∀x, x′ ∈ S.

Exemple 1.28.Considérons l’ensemble(N∗,�div), où l’ordre surN∗ est défini par

a �div b ⇐⇒ a diviseb, (1.1)

est un treillis. Les lois de treillis de(N∗,�div) sonta∨b = ppcm(a, b) eta∧b = pgcd(a, b). Considérons
également l’application isotoneΠ : (N∗,�div) → (N∗,�) , x 7→ x. Alors, soient les éléments4 et6 dans
(N∗,�div), le∨ vaut4∨ 6 = 12, alors que le∨ des éléments4 et6 dans(N∗,�) vaut6. Par conséquent
on a,Π(4 ∨ 6) = 12 6= Π(4) ∨Π(6) = 6. Cependant, on remarque queΠ(4 ∨ 6) � Π(4) ∨Π(6).

Définition 1.29 (Image d’une application).L’image deΠ : S → T est le sous-ensemble deT constitué
par les éléments deT de la formeΠ(x) oùx ∈ S ; l’image deΠ se noteΠ(S) ou ImΠ.
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1.2.3 Continuité

Définition 1.30 (Continuité). SoitΠ une application d’un treillis completS dans un treillis completT ,
l’applicationΠ estsemi-continue inférieurement(s.c.i. en abrégé), respectivementsemi-continue supé-
rieurement(s.c.s.) si, pour toute partieX ⊂ S, on a

Π
( ∨

x∈X

x

)
=

∨
x∈X

Π(x), (1.2)

respectivement,

Π
( ∧

x∈X

x

)
=

∧
x∈X

Π(x). (1.3)

L’applicationΠ estcontinuesi elle est à la fois s.c.i et s.c.s.

Remarque 1.31.Toute fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieu-
rement) est un∨-morphisme (respectivement un∧-morphisme). Alors d’après la remarque 1.27, toute
fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieurement) est isotone.

Remarque 1.32. Si Π est une fonction isotone mais non semi-continue inférieurement, on ne peut
plus écrireΠ

(∨
x∈X x

)
=
∨

x∈X Π(x), mais on a toujoursΠ
(∨

x∈X x
)
�
∨

x∈X Π(x). En effet,
Π
(∨

x∈X x
)

est un majorant de l’ensembleΠ (X ), en raison de l’isotonie deΠ, tandis que, par défi-
nition,

∨
x∈X Π(x) est le plus petit majorant de ce même ensemble.

1.3 Fermetures

Nous étudions ici une classe particulière d’applications isotones : les fermetures.

Définition 1.33 (Fermeture). On appelle fermeture une applicationΠ : (S,�) → (S,�) qui a les
propriétés suivantes :

• elle est extensive :Π � IdS

• elle est idempotente :Π ◦Π = Π

• elle est isotone :∀s, s′ ∈ S, s � s′ ⇒ Π(s) � Π(s′)

Définition 1.34 (Fermeture duale).On appelle fermeture duale une applicationΦ : (S,�) → (S,�)
qui a les propriétés suivantes :

• elle est contractive :Φ � IdS

• elle est idempotente :Φ ◦ Φ = Φ

• elle est isotone :∀s, s′ ∈ S, s � s′ ⇒ Φ(s) � Φ(s′)

Dans ces conditions, l’imageΠ(s) (respectivement l’imageΦ(s)) d’un éléments ∈ S s’appelle
Π-fermeture des (respectivementΦ-fermeture duale des), et si l’éléments est égal à saΠ-fermeture
(respectivementΦ-fermeture duale), on dit ques estΠ-fermé (respectivementΦ-fermé dual).

Notons que si l’ensembleS possède un élément maximum>, celui-ci estΠ-fermé ; en effet, il résulte
du fait que l’applicationΠ est extensive> � Π(>) � >.

Si l’ensembleS possède un élément minimumε, celui-ci estΦ-fermé dual ; en effet, il résulte du fait
que l’applicationΦ est contraciveε � Φ(ε) � ε.
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Exemple 1.35.L’applicationΠa : S → S, x 7→ a ∨ x est une fermeture ; en effet on a

Πa ◦Πa(x) = a ∨ (a ∨ x) = a ∨ x = Π(x) � x,

c’est-à-direΠa ◦Πa = Πa � IdS .
L’applicationΦa : S → S, x 7→ a ∧ x est une fermeture duale ; en effet on a

Φa ◦ Φa(x) = a ∧ (a ∧ x) = a ∧ x = Φ(x) � x,

c’est-à-direΦa ◦ Φa = Φa � IdS .

Lemme 1.36.SiΠ : (S,�) → (S,�) etΨ : (S,�) → (S,�) sont des fermetures et des∧-morphismes,
alorsΠ ∧Ψ est aussi une fermeture.

Démonstration.CommeΠ � IdS et Ψ � IdS , on aΠ ∧ Ψ � IdS . De plus,Π et Ψ étant des∧-
morphismes, on a

(Π ∧Ψ) ◦ (Π ∧Ψ) = (Π ∧Ψ) ◦Π ∧ (Π ∧Ψ) ◦Ψ
= Π ◦Π ∧Ψ ◦Π ∧Π ◦Ψ ∧Ψ ◦Ψ.

D’autre part, commeΠ etΨ sont idempotentes, on a

Π ◦Π ∧Ψ ◦Π ∧Π ◦Ψ ∧Ψ ◦Ψ = Π ∧Ψ ◦Π ∧Π ◦Ψ ∧Ψ.

Mais comme,Ψ � IdS ⇒ Ψ ◦Π � Π etΠ � IdS ⇒ Π ◦Ψ � Ψ, on peut donc écrire

Π ∧Ψ ◦Π ∧Π ◦Ψ ∧Ψ = Π ∧Ψ,

ce qui prouve queΠ ∧Ψ est une fermeture.

Lemme 1.37. Si Φ : (S,�) → (S,�) et Θ : (S,�) → (S,�) sont des fermetures duales et des
∨-morphismes, alorsΦ ∧Θ est aussi une fermeture duale.

Démonstration.La démonstration est analogue à celle du lemme 1.36.

Notation 1.38. SoitΠ : S → S une fermeture définie sur un treillisS. On noteraImΠ l’image deΠ,
c’est-à-dire

ImΠ = {Π(s) | s ∈ S} .

Proposition 1.39. L’image deΠ : S → S, soit ImΠ, correspond à l’ensemble desΠ-fermés deS.

Démonstration.Par définitionΠ(s) est un fermé et d’autre part tout éléments fermé est l’image parΠ
d’au moinss lui-même, puisqueΠ(s) = s.

Proposition 1.40. SoientΠ une fermeture d’un treillis completS etR une partie deImΠ. Si la partieR
a une borne inférieure, celle-ci appartient encore àImΠ.

Démonstration.SoitR une partie deS constituée d’éléments deImΠ pour laquelleu =
∧

r∈R

r existe. Par

définition de la borne inférieure, pour tout élémentr deR, r � u, et, puisqueΠ est isotone,Π(r) � Π(u).
De plus, comme tout élément deImΠ estΠ-fermé, on ar = Π(r). Il s’ensuit queΠ(r) = r � Π(u),
c’est-à-dire queΠ(u) est un minorant deR et donc queΠ(u) �

∧
r∈R

r = u. Toutefois,Π étant extensive,

Π(u) � u. Finalement, on aΠ(u) = u, donc la borne inférieure deR appartient bien à l’image deΠ.
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Proposition 1.41. SoitΠ une fermeture d’un treillis completS. L’image deΠ est, elle aussi, un treillis

complet(notée(ImΠ,
ImΠ
∨ ,

ImΠ
∧ )) pour l’ordre deS ; de plus, pour toute partieR deImΠ,

ImΠ∧
r∈R

r =
∧

r∈R

r ,
ImΠ∨
r∈R

r = Π
( ∨

r∈R

r

)
. (1.4)

Démonstration.Soit R une partie deImΠ. D’après la proposition 1.40,
∧

r∈R

r ∈ ImΠ, par conséquent

∧
r∈R

r =
ImΠ∧
r∈R

r, c’est-à-dire queImΠ est un inf-semi-treillis complet. En outre, on sait que le plus grand

élément deS est fermé. Ainsi, d’après le théorème 1.21 et la remarque 1.22,ImΠ est un treillis complet.

Il reste à prouver la formule relative aux bornes supérieures. On poseu = Π
( ∨

r∈R

r

)
. L’application

Π étant extensive, on au = Π
( ∨

r∈R

r

)
�
∨

r∈R

r ; autrement dit,u est un majorant deR dansS. En outre,

u ∈ ImΠ ; par conséquentu est un majorant deR dansImΠ. Alors, soity �
∨

r∈R

r, et, puisqueΠ est

croissante,Π(y) � Π
( ∨

r∈R

r

)
= u. Si, en particulier,y ∈ ImΠ, on voit queΠ(y) = y � u. On prouve

ainsi queu est effectivement le plus petit majorant deR dansImΠ.

Remarque 1.42.La proposition précédente montre que l’image d’une fermetureΠ, soit ImΠ, dans un
treillis completS est stable pour l’opération∧, c’est-à-direΠ(s) ∧ Π(s′) ∈ ImΠ, et que l’opération∨
n’est d’ordinaire pas fermée, c’est-à-dire queΠ(s)∨Π(s′) n’appartient pas àImΠ. Par conséquentImΠ
n’est donc pas un sous-treillis deS. Néanmoins, on peut munirImΠ d’une structure de treillis, ce treillis

(ImΠ,
ImΠ
∨ ,

ImΠ
∧ ) est défini par

∀s1,∀s2 ∈ ImΠ

 s1
ImΠ
∨ s2 = Π(s1 ∨ s2)

s1
ImΠ
∧ s2 = s1 ∧ s2

.

Ce treillis (ImΠ,
ImΠ
∨ ,

ImΠ
∧ ) admet>, le plus grand élément deS, pour majorant universel, etΠ(εS) =

εImΠ, élément minimum deImΠ dansS, pour minorant universel. Schématiquement, les éléments deS
et ImΠ peuvent être représentés par la figure 1.4.

Proposition 1.43. Soit ImΠ|Π une fermeture définie du treillis (S,∨,∧) dans le treillis(ImΠ,
ImΠ
∨ ,

ImΠ
∧ ),

alors ImΠ|Π est un∨-morphisme, c’est-à-dire

ImΠ|Π(s ∨ s′) =ImΠ| Π(s) ∨ImΠ| Π(s′) , ∀s, s′ ∈ S.

Démonstration.Pour tout couples, s′ ∈ S, l’applicationΠ étant extensive, on aΠ(s) � s etΠ(s′) � s′,
d’où

Π(s) ∨Π(s′) � s ∨ s′.

D’autre part, par définition de
ImΠ
∨ et par isotonie deΠ on a

Π(s)
ImΠ
∨ Π(s′) = Π (Π(s) ∨Π(s′)) � Π(s ∨ s′) � Π(s) ∨Π(s′) (cf. remarque 1.27).
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Figure 1.4 –◦ éléments du treillisS et• éléments deImΠ.

Par ailleurs, l’applicationΠ étant idempotente, on aΠ2 = Π ; on obtient alors

Π(s ∨ s′) = Π2(s ∨ s′) = Π (Π(s ∨ s′)) � Π (Π(s) ∨Π(s′)) = Π(s)
ImΠ
∨ Π(s′).

Donc,Π(s ∨ s′) = Π(s)
ImΠ
∨ Π(s′), par conséquentImΠ|Π est un∨-morphisme.

Remarque 1.44. De manière analogue aux résultat précédents, on peut montrer que l’image d’une

fermeture dualeΦ, définie deS dansS, soit ImΦ, est un treillis(ImΦ,
ImΦ
∨ ,

ImΦ
∧ ) défini par :

∀s1,∀s2 ∈ ImΦ

 s1
ImΦ
∨ s2 = s1 ∨ s2

s1
ImΦ
∧ s2 = Φ(s1 ∧ s2)

Ce treillis admetε, le plus petit élément deS pour minorant universel, etΦ(>) = εImΦ, élément minimum
deImΦ dansS, pour minorant universel.
De même on peut établir la proposition suivante.

Proposition 1.45. Soit ImΦ|Φ une fermeture duale définie du treillis (S,∨,∧) dans le treillis(ImΦ,
ImΦ
∨

,
ImΦ
∧ ), alors ImΦ|Φ est un∧-morphisme, c’est-à-dire

ImΦ|Φ(s ∧ s′) =ImΦ| Φ(s) ∧ImΦ| Φ(s′) , ∀s, s′ ∈ S.

Démonstration.La démonstration est identique à celle de la proposition 1.43.



CHAPITRE 1 — Outils algébriques 11

1.4 Semi-anneau idempotent, Dioïde

Cette section est un rappel sur les structures algébriques considérées. Le but de ce paragraphe
est d’introduire les concepts et notations qui seront utiles pour l’étude de la commande de graphes
d’événements considérés dans la suite. Les ouvrages de référence qui ont inspiré cette synthèse sont
[Cuninghame-Green, 1979], [Baccelli et al., 1992] et [Gunawardena, 1998] ainsi que les thèses [Moller, 1988],
[Gaubert, 1992] et [Cottenceau, 1999].

Définition 1.46. (Monoïde). Un monoïde est un ensembleC muni d’une loi de composition interne
associative, et d’un élément neutre pour cette loi. Nous noterons la loi additivement

C × C → C
(a, b) 7→ a⊕ b

et l’élément neutre sera notéε. Le monoïde est dit commutatif si l’on a

a⊕ b = b⊕ a

pour tous les élémentsa, b ∈ C.

Remarque 1.47.Un élémenta ∈ C est idempotent sia⊕ a = a. Si tous les éléments deC sont idempo-
tents, le monoïde(C, ⊕) est dit idempotent.

Exemple 1.48. L’ensemble des entiers naturelsN muni de l’addition est un monoïde. Il s’agit d’un
monoïde commutatif :∀ a, b ∈ N; a + b = b + a. L’élément neutre deN est0.

Définition 1.49. (Semi-anneau, dioïde). On appelle semi-anneau un ensembleD, muni de deux lois in-
ternes⊕ et⊗, tel que :

• (D, ⊕) est un monoïde commutatif dont l’élément neutreε est appelé élément nul.
• (D, ⊗) est un monoïde. Son élément neutre est appelé unité et est notée.
• La loi multiplicative⊗ est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi additive⊕.
• L’élément neutreε est absorbant pour la loi⊗ (∀ a ∈ D; a⊗ ε = ε⊗ a = ε).

Si en outre la loi⊕ est idempotente (cf. remarque 1.47), alors(D, ⊕, ⊗) est qualifié de semi-anneau
idempotent ou dioïde.

Exemple 1.50 (Algèbres(max, +) et (min, +)). On peut vérifier aisément que :

• (R∪{−∞} , max, +) est un dioïde commutatif pour lequelε = −∞ ete = 0. Ce dioïde est noté
Rmax et est traditionnellement appelé "algèbre(max, +)".

• Rmin = (R∪{+∞} , min, +) est un dioïde commutatif, appelé "algèbre(min, +)", pour lequel
ε = +∞ ete = 0.

Lemme 1.51. Soit l’applicationΠ définie d’un dioïdeD vers un dioïdeC. On a les équivalences sui-
vantes :

1. L’applicationΠ est isotone;
2. L’applicationΠ est un⊕-morphisme, c.-à-d. ,

∀ a, b ∈ D, Π(a⊕ b) � Π(a)⊕Π(b). (1.5)

3. Si la borne inférieure existe dans les dioïdesD etC, Π est un∧-morphisme, c.-à-d. ,

∀ a, b ∈ D, Π(a ∧ b) � Π(a) ∧Π(b). (1.6)

Démonstration.Le résultat est une déduction de la remarque 1.27
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1.4.1 Sous-dioïde

Définition 1.52 (Sous-dioïde).Soit (D,⊕,⊗) un dioïde. Un sous-ensembleC ⊂ D est un sous-dioïde
de(D,⊕,⊗) si et seulement si :

• Les éléments neutres deD appartiennent àC ;

• C est fermé pour les lois⊕ et⊗ (∀a, b ∈ C, a⊕ b ∈ C eta⊗ b ∈ C).

Exemple 1.53.Zmax = (Z∪ {−∞},max,+) etZmin = (Z∪ {+∞},min,+) sont respectivement des
sous-dioïdes deRmax etRmin.

1.4.2 Calcul matriciel dans les dioïdes

Définition 1.54 (Dioïde matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimensionn, à coefficients dans
un dioïde(D,⊕,⊗), est un dioïde matriciel, noté (Dn×n,⊕,⊗), où les opérations sont définies, à partir
des opérations du dioïde (D,⊕,⊗) de manière analogue à l’algèbre classique, de la façon suivante :

∀A,B ∈ Dn×n;

A⊕B : (A⊕B)ij = Aij ⊕Bij , ∀i, j = 1, ..., n,

A⊗B : (A⊗B)ij =
n⊕

k=1

Aik ⊗Bkj , ∀i, j = 1, ..., n.

L’élément identité deDn×n est la matrice, notéee, ouE lorsqu’il est utile de la distinguer du scalaire
e, elle est composée dee sur la diagonale et deε partout ailleurs. L’élément zéro est la matrice composée
exclusivement deε et est notéε.

La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas nécessairement carrées,
peuvent être définis de la façon suivante :

A ∈ Dn×p, B ∈ Dn×p; A⊕B : (A⊕B)ij = Aij ⊕Bij , ∀i = 1, ..., n, ∀j = 1, ..., p,

C ∈ Dn×p, D ∈ Dp×q; C ⊗D : (C ⊗D)ij =
p⊕

k=1

Aik ⊗Bkj , ∀i = 1, ..., n, ∀j = 1, ..., q.

Pour que ces matrices puissent être manipulées comme des éléments d’un dioïde matriciel, il faut, en
toute rigueur, considérer qu’elles appartiennent au dioïde de matrices carrées de dimensionmax(n, p, q)×
max(n, p, q), en les complétant, si nécessaire, pour cela de lignes et/ou de colonnes constituées de l’élé-
mentε.

1.4.3 Séries formelles dans les dioïdes

Définition 1.55 (Dioïde de séries formelles).Soit (D,⊕,⊗) un dioïde, on définit une série formelle
en q variables, notéesp1 à pq, à coefficients dansD comme une applicationΠ de Zq dansD : ∀κ =
(κ1,...,κq) ∈ Zq, Π(κ) représente le coefficient depκ1

1 ...pκq
q . Une autre représentation équivalente de la

sérieΠ est :

Π =
⊕
κ∈Zq

Π(κ1, ..., κq) pκ1
1 ...p

κq
q .

L’ensemble des séries formelles muni des opérations :
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Π⊕Ψ : (Π⊕Ψ)(κ) = Π(κ)⊕Ψ(κ),

Π⊗Ψ : (Π⊗Ψ)(κ) =
⊕

i+j=κ

Π(i)⊗Ψ(j),

est un dioïde notéD[[p1, ..., pq]].

On appellesupportde la série formelleΠ l’ensemble :

Supp(Π) = {κ ∈ Zq | Π(κ) 6= ε}.
Une série formelle à support fini est appeléepolynôme. Une série formelle dont le support est un

singleton (deZq) est appeléemonôme.

Exemple 1.56.Soit(D,⊕,⊗) un dioïde etf une application deZ dansD. On définit la série formelle
F (z) en l’indéterminéez à coefficients dansD par :

F (z) =
⊕
t∈Z

f(t)zt.

Nous désignerons par< F (z), zt > le coefficientf(t) deF (z) pourzt. L’ensemble des séries formelles
en l’indéterminéez et à coefficients dansD muni des opérations

F (z)⊕G(z) : < F (z)⊕G(z), zt > = < F (z), zt > ⊕ < G(z), zt >
F (z)⊗G(z) : < F (z)⊗G(z), zt > =

⊕
i+j=t

< F (z), zi > ⊗ < G(z), zj >

est un dioïde notéD[[z]].
Le sous-ensemble des polynômes muni des mêmes lois queD[[z]] est un sous-dioïde deD[[z]] notéD[z].

1.5 Dioïdes et structures ordonnées

L’objet de ce paragraphe est d’établir un lien entre les dioïdes présentés précédemment de façon
purement combinatoire et la théorie des treillis. Ce lien entre dioïdes et treillis va permettre d’énoncer
les résultats obtenus en appliquant certains résultats de la partie consacrée aux treillis. Les ouvrages de
référence pour cette partie sont [Cuninghame-Green, 1979] et [Baccelli et al., 1992]

1.5.1 Dioïdes canoniquement ordonnés

L’idempotence de la loi additive⊕ permet de définir naturellement une relation d’ordre dans un
dioïde. Le théorème suivant affirme de plus que cette relation d’ordre est compatible avec les lois du
dioïde.

Théorème 1.57.Dans un dioïde(D,⊕,⊗), la relation� définie par

a � b ⇐⇒ a⊕ b = b (1.7)

est une relation d’ordre. De plus cette relation d’ordre est compatible avec les lois de structure deD,
c’est-à-dire,

a � b ⇒ a⊕ c � b⊕ c ∀c ∈ D,
a � b ⇒ a⊗ c � b⊗ c et c⊗ a � c⊗ b ∀c ∈ D.
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Démonstration.Comme l’addition est idempotente, on aa = a ⊕ a � a, ce qui montre la réflexivité.
L’addition étant commutative, sia � b et b � a alorsb = a ⊕ b = b ⊕ a = a, d’où a = b, ce qui
prouve l’antisymétrie. Il reste à montrer la transitivité :a � b et b � c alorsc = b⊕ c = (a⊕ b)⊕ c =
a⊕ (b⊕ c) = a⊕ c. On en déduit que� est une relation d’ordre.
Montrons que la relation d’ordre est compatible avec les lois⊕ et⊗. Soit a, b ∈ D aveca � b et soit
c ∈ D, on ab⊕ c = (a⊕ b)⊕ c = a⊕ b⊕ c = a⊕ c⊕ b⊕ c = (a⊕ c)⊕ (b⊕ c), d’où a⊕ c � b⊕ c.
De même,b ⊗ c = (a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b ⊗ c), d’où a⊗ c � b ⊗ c (idempour la multiplication à
gauche).

La relation d’ordre est ditetotalesi

∀a, b ∈ D, a � b ou b � a.

Une condition nécessaire et suffisante pour que l’ordre d’un dioïde soit total, s’écrit de façon évidente

∀a, b ∈ D, a⊕ b = b ou a.

C’est-à-dire que l’opération⊕ vérifie la propriété dite de sélectivité ; dans ce cas le monoïde(D,⊕)
et le dioïde(D,⊕,⊗) sont dits sélectifs ([Gondran and Minoux, 2001,§ 6.4]).

Remarque 1.58.L’ordre � défini dansRmax est total et coïncide avec l’ordre usuel≤. En revanche,
l’ordre total � défini dansRmin est l’inverse de l’ordre usuel≤ (par exemple2 � 1).

1.5.2 Dioïdes et treillis

Dans cette partie nous présentons les relations entre dioïdes, sup-semi-treillis et treillis. Le théorème
1.57 de la partie précédente permet d’établir que l’idempotence de la somme dans un dioïde induit une
structure desup-semi-treillis(définition 1.10), pour lequel la borne supérieure, notée∨, correspond à la
loi additive⊕ (a⊕ b est le plus petit majorant dea et b) du dioïde. De même en considérant la remarque
1.23 sur la définition algébrique d’unsup-semi-treillis, on peut noter que la loi∨ d’un sup-semi-treillis
est associative, commutative et idempotente, c’est-à-dire que∨ possède les mêmes axiomes que la loi
additive⊕ d’un dioïde. De plus, on sait, d’après la définition 1.49, qu’un dioïde possède un élément
minimumε (plus petit que tous les autres éléments du dioïde), ce qui confère au dioïde une structure de
treillis (voir théorème 1.21).

1.5.3 Dioïde complet

Définition 1.59 (Dioïde complet).Un dioïde(D,⊕,⊗) est dit complet s’il est fermé pour les sommes
infinies et si la loi⊗ distribue (à gauche et à droite) sur les sommes infinies, c’est-à-dire si pour tout
b ∈ D et tout sous-ensembleA ⊂ D,

b⊗
(⊕

a∈A

a

)
=
⊕
a∈A

(b⊗ a) et

(⊕
a∈A

a

)
⊗ b =

⊕
a∈A

(a⊗ b) .

Il résulte de cette définition que, pour toutA ⊂ D etB ⊂ D :(⊕
a∈A

a

)
⊗
(⊕

b∈B

b

)
=

⊕
(a,b)∈A×B

(a⊗ b) .
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Exemple 1.60.Le dioïdeZmax complété par l’élément+∞ est un dioïde complet noté
Zmax = (Z ∪ {−∞,+∞},max,+). De même on noteRmax = (R ∪ {−∞,+∞},max,+) le dioïde
Rmax complété par l’élément+∞.

Puisque un dioïdeD a une structure detreillis (D,�), s’il est complet, il admet un plus grand
élément. On notera> ce plus grand élément. L’élément> correspond à la somme de tous les éléments
deD

> =
⊕
x∈D

x.

Cet élément est absorbant pour la loi additive∀a,>⊕ a = >, et vérifie>⊗ ε = ε⊗> = ε.

Définition 1.61 (Borne inf). Si D est un dioïde complet, alors∧ est la loi associative commutative et
idempotente vérifiant

a ∧ b =
⊕
{x | x � a etx � b} ,

et faisant de(D,⊕,∧) un treillis complet. Cette loi∧ vérifie en conséquence

a = a⊕ b ⇐⇒ a � b ⇐⇒ b = a ∧ b. (1.8)

Remarque 1.62.La relation(1.8) peut faire penser que les opérateurs⊕ et∧ jouent un rôle symétrique
dans un dioïde. En considérant uniquement la structure de treillis d’un dioïde cette assertion est vraie
(en considérant le principe de dualité). Mais, elle devient fausse si l’on considère la seconde opération
d’un dioïde⊗. Cependant, le produit à droite (il en est de même pour le produit à gauche) étant une
opération isotone, on vérifie la relation de sous-distributivité suivante :

c⊗ (a ∧ b) � (c⊗ a) ∧ (c⊗ b) ∀a, b, c ∈ D.

L’exemple qui suit (emprunté à [Baccelli et al., 1992]) illustre cette propriété.

Exemple 1.63.On considère le dioïde
(
2R2

,∪,+
)

. Soient

a = {(1, 0)}, b = {(0, 1)} et c = [−1, 1]× [−1, 1]

on a
c(a ∧ b) = c + (a ∩ b) = c + ∅ = ∅,
(ca) ∧ (cb) = (c + a) ∩ (c + b)

= ([0, 2]× [−1, 1]) ∩ ([−1, 1]× [0, 2])
= [0, 1]× [0, 1],

donc(ca) ∧ (cb) � c(a ∧ b).

1.5.4 Dioïde distributif

Définition 1.64 (Dioïde distributif). Un dioïde(D,⊕,⊗) est distributif s’il est complet et si∀a ∈ D et
pour tout sous-ensembleC deD, on a :( ∧

c∈C

c

)
⊕ a =

∧
c∈C

(c⊕ a)

et (⊕
c∈C

c

)
∧ a =

⊕
c∈C

(c ∧ a) .
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Remarque 1.65.Les lois⊕ et∧ sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour l’ordre�. Si le
dioïde n’est pas distributif, on vérifie néanmoins toujours les inégalités suivantes :

a⊕ (b ∧ c) � (a⊕ b) ∧ (a⊕ c)
a ∧ (b⊕ c) � (a ∧ b)⊕ (a ∧ c).

1.6 Théorie de la résiduation

Soit Π : C → D une application définie sur des ensembles ordonnés. On s’intéresse à la résolution
d’équations du type

Π(x) = b, b ∈ D. (1.9)

Cette applicationΠ peut être non surjective (problème de l’existence) et/ou non injective (problème de
l’unicité). La théorie de la résiduation permet de donner une alternative à ce problème de résolution
d’équation, en déterminant la plus grande sous-solution de l’équation (1.9) (c’est-à-dire la plus grande
solution deΠ(x) � b). La résiduation duale permet de déterminer la plus petite super-solution de l’équa-
tion Π(x) � b (la section 1.8 sera dédiée à cette résiduation duale). On parle aussi de pseudo-inverse.

Le lecteur trouvera également dans [Cuninghame-Green, 1979,§10], [Baccelli et al., 1992,§4.4.2],
[Gaubert, 1992] et [Cottenceau, 1999,§1.2] des rappels détaillés sur cette théorie qui joue un rôle central
lors de la résolution des problèmes de commande considérés par la suite.

Définition 1.66 (Applications résiduables).Une application isotoneΠ : C → D définie sur des en-
sembles ordonnés est dite résiduable, si l’équationΠ(x) � b admet une plus grande solution dansC pour
tout b ∈ D. On noteraΠ] l’application résiduée, avecΠ](b) =

∨
{x ∈ C | Π(x) � b}.

Le théorème suivant fournit une caractérisation de ces applications.

Théorème 1.67.[Baccelli et al., 1992] SoitΠ : C → D une application isotone définie sur des en-
sembles ordonnés. Nous avons les équivalences suivantes :

1. l’application Π est résiduable ;

2. il existe une applicationΠ] : (D,�) → (C,�) isotone telle que

Π ◦Π] � IdD (identité deD) (1.10)

Π] ◦Π � IdC (identité deC). (1.11)

Démonstration.

1 ⇒ 2 L’applicationΠ résiduable implique queΠ](b) =
∨
{x ∈ C | Π(x) � b} existe pour toutb ∈ D.

Par hypothèse,Π est isotone ; on a alorsΠ
(
Π](b)

)
� b, c.-à-d. ,Π ◦Π] � IdD.

D’autre part, par la définition 1.66, on aΠ] (Π(x′)) =
∨
{x ∈ C | Π(x) � Π(x′)} et comme

x′ ∈ {x ∈ C | Π(x) � Π(x′)}, on a
∨
{x ∈ C | Π(x) � Π(x′)} � x′, c’est-à-direΠ] ◦Π � IdC .

Il reste à montrer queΠ] est isotone ; soitb′ � b, alors

Π ◦Π](b′) � b′ � b ⇒ Π](b′) ∈ {x ∈ C | Π(x) � b}.

En d’autres termes,Π](b′) est solution deΠ(x) � b, ce qui impliqueΠ](b′) �
∨
{x ∈ C | Π(x) �

b} = Π](b). Donc on ab′ � b ⇒ Π](b′) � Π](b), c’est-à-dire que l’applicationΠ] est isotone.
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2 ⇒ 1 SoitΠ] telle queΠ◦Π](b) � b pour toutb ∈ D, alorsx = Π](b) est toujours solution deΠ(x) � b.
De plus, pour toute solutionx′ ∈ C vérifiantΠ(x′) � b, on aΠ](Π(x′)) � Π](b) puisqueΠ] est
isotone, c’est-à-dire d’après (1.11),x′ � Π] ◦ Π(x′) � Π](b). Toute solutionx′ deΠ(x) � b, et
ce pour toutb ∈ D, est plus petite queΠ](b). Donc l’élémentΠ](b) est la plus grande solution de
l’équationΠ(x) � b pourb ∈ D, ou encoreΠ est résiduable.

Propriétés 1.68 (Unicité deΠ]). Soit Π : C → D une application résiduable, l’applicationΠ] est
unique. En effet supposons qu’il existe une autre applicationΦ vérifiant le point2 du théorème 1.67. On
remarque que

Π] = IdC ◦Π] � (Φ ◦Π) ◦Π] = Φ ◦ (Π ◦Π]) � Φ ◦ IdD = Φ,
Φ = IdC ◦ Φ � (Π] ◦Π) ◦ Φ = Π] ◦ (Π ◦ Φ) � Π] ◦ IdD = Π].

Par conséquent on aΠ] = Φ.

Le théorème qui suit donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de l’applicationΠ]

lorsque l’applicationΠ est définie sur des treillis complets.

Théorème 1.69.[Baccelli et al., 1992] SoitΠ : C → D une application isotone définie sur des treillis
completsC et D de plus petits éléments respectifsεC et εD. L’application isotoneΠ : C → D est
résiduable si et seulement siΠ est semi-continue inférieurement (s.c.i) etΠ(εC) = εD.

Démonstration.Si Π est résiduable, l’ensemble{x ∈ C | Π(x) � εD} admet un plus grand élémentx′

et par isotonie deΠ, Π(εC) � Π(x′) � εD. Comme, d’autre part,Π(εC) � εD, on aΠ(εC) = εD.
Montrons ensuite queΠ est semi-continue inférieurement. L’applicationΠ étant isotone, alors on a

pour toutS ⊂ C :

Π
( ∨

s∈S

s

)
�

∨
s∈S

Π(s). (1.12)

SoitΠ] l’application résiduée deΠ. La relation (1.11) donnes � Π] ◦Π(s), alors

Π
( ∨

s∈S

s

)
� Π

( ∨
s∈S

Π] ◦Π (s)
)

.

De même l’isotonie deΠ] donne

Π
( ∨

s∈S

Π] ◦Π (s)
)

� Π ◦Π]

( ∨
s∈S

Π(s)
)

.

D’autre part, la relation (1.10) donne

Π ◦Π]

( ∨
s∈S

Π(s)
)

�
∨

s∈S

Π(s).

Finalement, on obtient

Π

(∨
s∈S

s

)
� Π

(∨
s∈S

Π] ◦Π (s)

)
� Π ◦Π]

(∨
s∈S

Π(s)

)
�
∨
s∈S

Π(s),
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soit l’inverse de la relation (1.12), ce qui prouve queΠ est semi-continue inférieurement.
Réciproquement, siΠ(εC) = εD, pour toutb ∈ D, l’ensembleS′ = {x ∈ C | Π(x) � b} est non

vide. De plus,Π étant semi-continue inférieurement,Π
(∨

x∈S′ x
)

=
∨

x∈S′ Π(x), doncS′ ⊂ C admet
un plus grand élément.

Le théorème suivant fournit des résultats de la théorie de la résiduation auxquels il sera fréquemment
fait référence par la suite.

Théorème 1.70.[Baccelli et al., 1992] SoitΠ : B → C etΦ : C → D deux applications résiduables.

Π = Π ◦Π] ◦Π etΠ] = Π] ◦Π ◦Π] (1.13)

(Φ ◦Π)] = Π] ◦ Φ] (1.14)

Π est injective ⇐⇒ Π] ◦Π = IdB ⇐⇒ Π] est surjective (1.15)

Π est surjective⇐⇒ Π ◦Π] = IdC ⇐⇒ Π] est injective (1.16)

Démonstration.

(1.13) L’applicationΠ étant résiduable, la relation (1.11) permet d’écrire

Π ◦Π] ◦Π = Π ◦
(
Π] ◦Π

)
� Π.

Inversement, la relation (1.10) donne

Π ◦Π] ◦Π =
(
Π ◦Π]

)
◦Π � Π.

Ceci implique queΠ = Π ◦ Π] ◦ Π. La démonstration deΠ] = Π] ◦ Π ◦ Π] est similaire en se
rappelant queΠ] est isotone.

(1.14) SoientΠ etΦ deux applications résiduables, alors d’après (1.11) et (1.10), d’une part

Φ ◦Π ◦Π] ◦ Φ] = Φ ◦ (Π ◦Π]) ◦ Φ] � Φ ◦ IdC ◦ Φ] = Φ ◦ Φ] � IdD,

et d’autre part,

Π] ◦ Φ] ◦ Φ ◦Π = Π] ◦ (Φ] ◦ Φ) ◦Π � Π] ◦ IdC ◦Π = Π] ◦Π � IdB.

En outre, d’après la propriété 1.68, si l’application(Φ◦Π)] existe, elle est unique ; par conséquent,
(Φ ◦Π)] = Π] ◦ Φ].

(1.15) (Π] ◦Π = IdB ⇒ Π] est surjective) ∀x ∈ B,Π] ◦ Π(x) = x impliqueB = ImΠ], c.-à-d.Π] est
surjective.

(Π] ◦Π = IdB ⇐ Π] est surjective) Inversement, siΠ] est surjective, pour toutx ∈ B, il existe
b ∈ C tel queΠ](b) = x, doncΠ] ◦Π(x) = Π] ◦Π ◦Π](b) = Π](b) = x (application de (1.13)).

(Π] ◦Π = IdB ⇒ Π est injective) Π(x) = Π(x′) ⇒ x = Π] ◦Π(x) = Π] ◦Π(x′) = x′, doncΠ
est injective.

(Π] ◦Π = IdB ⇐ Π est injective) Si Π est injective, pour toutx ∈ B l’égalité suivanteΠ ◦ (Π] ◦
Π(x)) = Π(x) impliqueΠ] ◦Π(x) = x.

(1.16) Preuve semblable à (1.15).
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1.6.1 Morphismes de dioïdes

Définition 1.71 (Homomorphisme).Une applicationΠ : D → C définie sur des dioïdes est un homo-
morphisme si

∀a, b ∈ D Π(a⊕ b) = Π(a)⊕Π(b) etΠ(ε) = ε (1.17)

Π(a⊗ b) = Π(a)⊗Π(b) etΠ(e) = e (1.18)

Une application vérifiant seulement (1.17) est dite⊕-morphisme, c’est-à-dire que l’image d’une somme
d’éléments deD est la somme, dansC, de leurs images. Une application vérifiant seulement (1.18) est
dite⊗-morphisme, c’est-à-dire que l’image d’un produit d’éléments deD est le produit, dansC, de leurs
images.

Définition 1.72 (Isomorphisme). Une applicationΠ : D → C définie sur des dioïdes est un isomor-
phisme, siΠ] est définie surC et siΠ etΠ] sont des homomorphismes.

1.6.2 Congruence et dioïde quotient

Définition 1.73 (Congruence).Une congruence sur un dioïdeD est une relation d’équivalence (notée
R) compatible avec les lois du dioïde, c’est-à-dire

aR b ⇒ (a⊕ c)R (b⊕ c), (a⊗ c)R (b⊗ c), ∀a, b, c ∈ D.

Théorème 1.74.[Baccelli et al., 1992, Cottenceau, 1999][Dioïde Quotient] Soit un dioïdeD etR une
congruence surD. En notant[a] = {x ∈ D |xR a} la classe d’équivalence dea ∈ D, le dioïde quotient
deD par cette congruence est un dioïde notéD/R pour lequel la somme et le produit sont définis par

[a]⊕ [b]
déf
= [a⊕ b]

[a]⊗ [b]
déf
= [a⊗ b]

(1.19)

Démonstration.Il convient de souligner qu’en raison de la compatibilité deR avec les lois du dioïdeD,
en prenanta, a′ et b, b′ tels que[a] = [a′] et [b] = [b′] on obtient

[a⊕ b] = [a′ ⊕ b′] et [a⊗ b] = [a′ ⊗ b′],

c’est-à-dire que les classes[a⊕b] et [a⊗b] dépendent seulement des classes[a] et [b] et non des représen-
tants de ces classes. Les opérations sur le quotient données par (1.19) sont par conséquent parfaitement
définies et confèrent au quotientD/R une structure de dioïde.

Théorème 1.75.[Baccelli et al., 1992, Cottenceau, 1999] SoitΠ un homomorphisme deD dansC. La
relationRΠ définie par

aRΠ b ⇐⇒ Π(a) = Π(b), ∀a, b ∈ D,

est une congruence.

Démonstration.Le fait queRΠ est une relation d’équivalence est immédiat. D’autre part, puisqueΠ
est un homomorphisme, l’ensembleΠ(D) est fermé pour les lois⊕ et⊗ de C. De plus, les éléments
neutres pour l’addition et le produit deC appartiennent également àΠ(D) (Π est un homomorphisme
doncΠ(ε) = ε et Π(e) = e). Donc,Π(D) bénéficie d’une structure de dioïde. L’applicationD/RΠ

→
Π(D), [a]Π 7→ Π(a) définit alors un isomorphisme de dioïdes.
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1.6.3 Restrictions d’applications

Nous rappelons dans cette partie des résultats énoncés dans [Blyth and Janowitz, 1972] et certains
dans [Cohen, 1998a] et [Cottenceau, 1999,§1.2.2]. Parrestriction d’une applicationon entend la restric-
tion de son domaine et/ou de son codomaine de définition. Les restrictions d’applications vont permettre
d’étudier des cas où la propriété de résiduabilité est conservée après restriction, ou à l’inverse, des cas où
la restriction d’une application non résiduable devient résiduable.

Définition 1.76 (Injection canonique d’un sous-ensemble).Soit U un sous-ensemble de l’ensemble
S. L’injection canonique deU dansS est l’applicationIU : U → S, définie parIU (u) = u pour tout
u ∈ U .

Définition 1.77 (Application image). L’application image deΠ : S → T est l’injection canonique de
Π(S) dansT ; cette application sera notéeIImΠ.

Définition 1.78 (Restriction d’une application à un domaine).SoitΠ : S → T etU un sous-ensemble
deS. Nous noteronsΠ|U : U → T l’application vérifiant

Π|U = Π ◦ IU

oùIU : U → S représente l’injection canonique deU dansS. L’applicationΠ|U sera appelée restriction
deΠ au domaineU .

Définition 1.79 (Restriction d’une application à un codomaine).SoitΠ : S → T et ImΠ ⊂ V ⊂ T .
Nous noteronsV |Π : S → V l’application définie par l’égalité

Π = (IV ) ◦
(
V |Π

)
où IV : V → T représente l’injection canonique deV dansT . L’applicationV |Π sera dite restriction de
Π au codomaineV .

Définition 1.80 (Restriction double). Soit Π : S → T , U ⊂ S et Π(U) ⊂ V ⊂ T . Nous noterons

V |Π|U : U → V l’application définie par l’égalité

Π|U = Π ◦ IU = (IV ) ◦
(
V |Π|U

)
.

La proposition suivante concerne la résiduation de l’injection canonique.

Proposition 1.81 (Lemme de projection [Blyth and Janowitz, 1972, Gaubert, 1992]).SoientS un
treillis complet (cf. définition 1.18) etU un sous-treillis complet deS contenant le plus petit élémentεS
deS. L’injection canoniqueIU : U → S est résiduable. L’application résiduéeI]

U vérifie les propriétés
suivantes :

(i) I]
U est un projecteur c.-à-d.I]

U ◦ I]
U = I]

U

(ii) I]
U � IdS

(iii) u ∈ U ⇐⇒ I]
U (u) = u.

Démonstration.Vérifions d’abord queIU est une application résiduable. D’une part, commeεS ∈ U ,

on aIU (εS) = εS . D’autre part,U étant un sous-treillis complet, on aIU

( ∨
x∈X

x

)
=
∨

x∈X

IU (x), pour

toutX ⊂ U . Par conséquent l’injection canoniqueIU : U → S est résiduable (cf. théorème 1.69).
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(i) I]
U ◦ I]

U = (IU ◦ IU )] = I]
U (par (1.14))

(ii) I]
U = IU ◦ I]

U � IdS

(iii) si u ∈ U , alorsu = IU (u), doncI]
U (u) = I]

U ◦ IU (u) � u. En outre d’après(ii), PrU (u) =
IU ◦ PrU (u) = IU ◦ I]

U (u) � u, d’où u ∈ U ⇒ I]
U (u) = u. La réciproque est immédiate.

1.6.3.1 Résiduation contrainte

Comme nous l’avons vu (§1.6) la théorie de la résiduation permet de caractériser si une application
isotoneΠ définie deS dansT des ensembles ordonnés admet une unique application jouant le rôle
d’application inverse. Si l’application est définie sur des treillis complets, il a été montré que l’existence
était assurée pour peu que l’application soit semi-continue inférieure.

Dans cette partie nous allons nous intéresser à la résiduation contrainte introduite par [Cohen, 1998a,
§1.3] et [Cottenceau, 1999]. Le problème de résiduation contrainte consiste à rechercher une solution à
Π(s) � b, b ∈ T , non pas dansS tout entier, mais dans un sous treillis completSsub deS contenant le
plus petit élémentεS deS.

Remarque 1.82.Soit ISsub
l’injection canonique deSsub dansS. RésoudreΠ(s) � t avecs ∈ Ssub

revient à considérer une équation du type

Π|Ssub
(t) = Π ◦ ISsub

(s) � t, (1.20)

et à rechercher la plus grande solution dansSsub. Le diagramme suivant commute1 :

Ssub

6
S T-

�
�

�
��3

ISsub

Π

Π|Ssub

D’après la proposition 1.81, on sait que l’injection canonique d’un sous-treillis dans un treillis est
résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au problème de résiduation contrainte.

Proposition 1.83. SoientΠ : S → T une application résiduable définie sur des treillis complets et
ISsub

l’injection canonique du sous-treillis completSsub (contenant le plus petit élémentεS deS) dans
S. Π|Ssub

= Π ◦ ISsub
(s) est résiduable et sa résiduée est donnée par(

Π|Ssub

)] (t) = (Π ◦ ISsub
)] (t) = I]

Ssub
◦Π](t). (1.21)

Démonstration.D’après (1.14), on a
(
Π|Ssub

)] = (Π ◦ ISsub
)] = I]

Ssub
◦ Π]. De plus par application du

lemme de projection (cf. proposition 1.81),I]
Ssub

existe et est notéePrSsub
, d’où le résultat (1.21).

Proposition 1.84. SoientΠ : S → T une application résiduable définie sur des treillis complets etITsub

l’injection canonique du sous-treillis completTsub (avecImΠ ⊂ Tsub ⊂ T ) dansT . L’applicationTsub|Π
est résiduable et (

Tsub|Π
)] = Π] ◦ ITsub

=
(
Π]
)
|Tsub

.

1un tel diagramme est dit commutatif lorsque les différentes applications permettant d’aller d’un point à un autre sont égales.
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Démonstration.Si Π est résiduable, alors pour toutt ∈ T , Π](t) est la plus grande solution deΠ(s) � t.
En particulier, pour toutt ∈ Tsub ⊂ T , il existe une plus grande solution àΠ(s) � t. L’applicationTsub|Π

est donc, par définition, résiduable. Sa résiduée
(
Tsub|Π

)]
est simplement la restriction deΠ] au domaine

Tsub, notée
(
Π]
)
|Tsub

.

1.6.3.2 Fermeture et résiduation

Proposition 1.85. SoitΠ : (S,�) → (S,�) une fermeture définie sur un treillis completS. La restric-
tion ImΠ|Π est résiduable et sa résiduée(

ImΠ|Π
)] = IImΠ

est l’injection canoniqueIImΠ deImΠ dansS.

Démonstration.D’après le théorème 1.67ImΠ|Π est résiduable si et seulement si il existe une application
Π] telle queImΠ|Π ◦ Π] � IdImΠ et Π] ◦ImΠ| Π � IdS . En posantΠ] = IImΠ, où IImΠ est l’injection
canonique deImΠ dansS, on vérifie queImΠ|Π ◦ IImΠ =ImΠ| Π|ImΠ = IdImΠ (identité deImΠ) puisque
Π ◦Π = Π (définition 1.34) ; de même, d’après la définition 1.79, on aIImΠ ◦ImΠ| Π = Π � IdS .

Proposition 1.86. Une fermeture résiduableΠ : (S,�) → (S,�) vérifie :

(i) Π = Π] ◦Π

(ii) Π = Π ◦Π].

Démonstration.
(i) L’application Π étant résiduable, le point(ii) du théorème 1.67 donneΠ] ◦ Π � IdS , ce qui

impliqueΠ] ◦ Π ◦ Π � IdS ◦ Π = Π ; Π étant une fermeture, on aΠ] ◦ Π ◦ Π = Π] ◦ Π, soit
Π]◦Π � Π. D’autre part,Π étant résiduable, on a (d’après (1.13))Π = Π◦Π]◦Π ; de plus, d’après
la définition d’une fermetureΠ � IdS , nous avons doncΠ = Π◦Π] ◦Π � IdS ◦Π] ◦Π = Π] ◦Π,
soitΠ � Π] ◦Π. Finalement, on aΠ = Π] ◦Π.

(ii) Preuve duale de(i).

1.6.4 Application dans le contexte des dioïdes

Les principaux résultats présentés ici sont issus de [Baccelli et al., 1992] et [Gaubert, 1992]. Le lec-
teur retrouvera également la plupart des ces résultats dans [Cohen, 1998a]. On se propose ici d’étudier le
caractère résiduable de certaines applications de référence définies sur des dioïdes complets.

Théorème 1.87.Soient(D,⊕,⊗) et (C,⊕,⊗) deux dioïdes complets de plus petits éléments respectifs
εD etεC . Une application isotoneΠ : D → C est résiduable si et seulement si, pour tout ensembleX de
D

Π

(⊕
x∈X

x

)
=

⊕
x∈X

Π(x) (1.22)

Π(εD) = εC . (1.23)

Démonstration.La preuve de ce théorème est identique à celle du théorème 1.69 puisqu’il à été montré
précédemment (voir§1.5) qu’un dioïde complet pouvait être assimilé à un treillis complet.
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SoientLa etRa les applications suivantes définies sur un dioïde completD

La : x 7→ a⊗ x (1.24)

Ra : x 7→ x⊗ a (1.25)

En référence à la définition 1.59, sur un dioïde complet, la multiplication distribue sur les sommes
infinies, à gauche ou à droite. De plus,La(ε) = ε et Ra(ε) = ε. En appliquant le théorème 1.87,La et
Ra sont donc résiduables sur un dioïde complet.

LorsqueD est commutatif,La = Ra implique donc égalementL]
a = R]

a.

Nous utiliserons les notations suivantes introduites notamment dans [Baccelli et al., 1992].

Notation 1.88 (Applications Résiduées deLa, Ra). Nous noterons

L]
a(x) = a◦\x =

x

a

R]
a(x) = x◦/a =

x

a

les applications résiduées respectives deLa etRa.

On rapelle queε◦\x = >,>◦\x = ε et>◦\> = >.
Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés de ces applications dont le lecteur pourra trou-

ver les preuves dans [Baccelli et al., 1992, p. 182-185],[Gaubert, 1992,§5.3], [Cottenceau, 1999,§1.3.3].

a(a◦\x) � x (x◦/a)a � x (f.1)

a◦\(ax) � x (xa)◦/a � x (f.2)

a(a◦\(ax)) = ax ((xa)◦/a)a = xa (f.3)

a◦\(x ∧ y) = a◦\x ∧ a◦\y (x ∧ y)◦/a = x◦/a ∧ y◦/a (f.4)

(a⊕ b)◦\x = a◦\x ∧ b◦\x x◦/(a⊕ b) = x◦/a ∧ x◦/b (f.5)

(ab)◦\x = b◦\(a◦\x) x◦/(ba) = (x◦/a)◦/b (f.6)

b(a◦\x) � (a◦/b)◦\x (x◦/a)b � x◦/(b◦\a) (f.7)

(a◦\x)b � a◦\(xb) b(x◦/a) � (bx)◦/a (f.8)

(a◦\b)◦/c = a◦\(b◦/c) = a◦\b◦/c (1.26)

1.6.4.1 Résiduation matricielle

Lemme 1.89 ([Baccelli et al., 1992]).Si A = (Aij) ∈ Dm×n oùD est un dioïde dans lequel∧ existe,
ety ∈ Dm, alors

(A◦\y)i =
m∧

j=1
(Aji◦\yj).
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QuandD = Zmax, alors on obtient

(A◦\y)i =
m∧

j=1
(Aji◦\yj) = min

j=1,...,m
(−Aji + yj).

Théorème 1.90.SoientA,D ∈ Dm×n, B ∈ Dm×p etC ∈ Dn×p, alors d’après le lemme précédent on
obtient pourC = A◦\B etD = B◦/C :

Cij =
m∧

k=1

(Aki◦\Bkj) , Dij =
p∧

k=1

(Bik◦/Cjk) . (1.27)

La remarque suivante est due à [Cohen, 1998a].

Remarque 1.91.Il est important de noter que certaines expressions impliquant la résiduation peuvent
être ambiguës. ConsidéronsA ∈ Dm×n, B ∈ Dm×p et x ∈ Dp, il faut être prudent quand on utilise
des expressions commeA◦\Bx. En effet, d’un côté, remarquons queA◦\(Bx) peut être interprétée comme
L]

A ◦ LB(x). Cette applicationL]
A ◦ LB n’est en général pas un⊕−morphisme deDp → Dn, mais par

isotonie elle vérifie
L]

A ◦ LB(x⊕ y) � L]
A ◦ LB(x)⊕ L]

A ◦ LB(y).

Mais, d’un autre côté,x 7→ (A◦\B)x peut être interprétée comme un opérateur linéaire deDp → Dn,
car en fait cet opérateur correspond à la multiplication à gauche parC = A◦\B (voir (1.27)).
Par contre, d’après(f.8), on a toujoursL]

A ◦ LB � A◦\B car A◦\(Bx) � (A◦\B)x.

1.7 Solutions extrémales et points fixes

Cette section synthètise les résultats proposés par Kumar et Garg [Kumar and Garg, 1995]. Ils se sont
intéressés à la recherche des solutions extrémales d’inégalité de la forme :

Π(u) � Φ(u). (1.28)

Ils ont notament montré, moyennant quelques hypothèses, que la solution peut être obtenue en calcu-
lant le point fixe d’une fonction déduite de ce système. Les résultats importants sont résumés par les
théorèmes suivants.

Théorème 1.92.[Kumar and Garg, 1995] Soit(X ,�) un treillis complet etΠ : X → X une fonction
isotone. SoitY = {x ∈ X |Π(x) = x} l’ensemble des points fixes deΠ. Alors :

1.
∧

y∈Y
y ∈ Y, et

∧
y∈Y

y =
∧
{x ∈ X |Π(x) � x}.

2.
∨

y∈Y
y ∈ Y, et

∨
y∈Y

y =
∨
{x ∈ X |x � Π(x)}.

Démonstration.On montre le point1, la preuve du second est analogue.
On définitZ = {x ∈ X | Π(x) � x}. Il suffit donc de montrer que

∧
z∈Z

z ∈ Y et que
∧

y∈Y
y =

∧
z∈Z

z.

Premièrement, on montre queΠ(
∧

z∈Z
z) �

∧
z∈Z

z. Par définition, on a
∧

z∈Z
z � z ∀z ∈ Z. Par isotonie

deΠ, on obtientΠ(
∧

z∈Z
z) � Π(z) ∀z ∈ Z. Puisque∀z ∈ Z, Π(z) � z on aΠ(

∧
z∈Z

z) �
∧

z∈Z
z � z

∀z ∈ Z.
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Deuxièment, on montre que
∧

z∈Z
z � Π(

∧
z∈Z

z). Du point précédent on aΠ(
∧

z∈Z
z) �

∧
z∈Z

z. Par

isotonie on obtientΠ(Π(
∧

z∈Z
z)) � Π(

∧
z∈Z

z) donc, par définition deZ, on aΠ(
∧

z∈Z
z) ∈ Z, alors,∧

z∈Z
z � Π(

∧
z∈Z

z).

En résumé
∧

z∈Z
z ∈ Y.

Montrons maintenant que
∧

z∈Z
z =

∧
y∈Y

y.

Par définition, nous avonsY ⊂ Z. Par conséquent
∧

y∈Y
y ∈ Z. Donc

∧
y∈Y

y �
∧

z∈Z
z. Par ailleurs,

∧
y∈Y

y

est, par définition, le plus petit point fixe deΠ et puisque dans la première partie de la démonstration
nous avons montré que

∧
z∈Z

z est un point fixe donc
∧

y∈Y
y �

∧
z∈Z

z.

En résumé
∧

z∈Z
z =

∧
y∈Y

y.

Remarque 1.93.Le théorème précédent montre qu’une fonction isotone sur un treillis complet admet
un plus grand point fixe et un plus petit point fixe, et ces derniers correspondent respectivement à la plus
petite solution de{x ∈ X |Π(x) � x} et la plus grande solution de{x ∈ X |x � Π(x)}.

Théorème 1.94.[Kumar and Garg, 1995] Soit(X ,�) un treillis complet etΠ : X → X une fonction.
SoitY = {x ∈ X |Π(x) = x} l’ensemble des points fixes deΠ.

1. SiΠ est semi continue inférieure, alors
∧

y∈Y
y = Π∗(

∧
x∈X

x).

2. SiΠ est semi continue supérieure, alors
∨

y∈Y
y = Π∗(

∨
x∈X

x).

Π∗ etΠ∗ sont définies comme suit :

∀x ∈ X : Π∗(x) =
⊕

i�0 Πi(x),
∀x ∈ X : Π∗(x) =

∧
i�0 Πi(x).

Π0 est la fonction identité, et pour chaquei � 0, Πi+1 = Π ◦Πi.

Démonstration.Nous prouvons le point1, la preuve du second est identique. D’aprés les remarques 1.27
et 1.31, si la fonctionΠ est semi-continue inférieure alors elle est isotone. On déduit du théorème 1.92
que

∧
y∈Y

y ∈ Y. En suite, on montre que{Πi(
∧

x∈X
x), i ≥ 0} est une suite décroissante. Par définition de

Π0 et deX , on a

Π0(
∧

x∈X
x) =

∧
x∈X

x � Π(
∧

x∈X
x) = Π1(

∧
x∈X

x).

D’où par isotonie deΠ, ∀i ≥ 0, Πi(
∧

x∈X
x) � Πi+1(

∧
x∈X

x).

Il reste à prouver queΠ∗(
∧

x∈X
x) est un point fixe. Ceci est déduit des égalités suivantes :
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Π(Π∗(
∧

x∈X
x)) = Π(

⊕
i∈N Πi(

∧
x∈X

x))

=
⊕

i∈N Πi+1(
∧

x∈X
x)

=
⊕

i≥1 Πi(
∧

x∈X
x)

=
⊕

i≥1 Πi(
∧

x∈X
x)⊕

∧
x∈X

x

=
⊕

i≥0 Πi(
∧

x∈X
x)

= Π∗(
∧

x∈X
x),

la deuxième égalité est conséquence de la sup-semi continuité deΠ, la quatrième égalité est déduite du
fait queΠ0(

∧
x∈X

x) =
∧

x∈X
x � Πi(

∧
x∈X

x) pour touti ≥ 1.

Il reste à montrer qu’il s’agit du plus petit point fixe, c’est à dire queΠ∗(
∧

x∈X
x) � y ∀y ∈ Y. Soit

y ∈ Y, par définition de
∧

x∈X
x on a

∧
x∈X

x � y,l’isotonie deΠ induit :

∀i ≥ 0 : Πi(
∧

x∈X
x) � Πi(y) = y,

la dernière égalité provient du fait quey est un point fixe. On conclut queΠ∗(
∧

x∈X
x) � y ∀y ∈ Y et

donc queΠ∗(
∧

x∈X
x) =

∧
y∈Y

y.

Théorème 1.95.Considérons le système d’inégalités 1.28 défini sur un treillis complet(U ,�), soit

U1 = {u ∈ U|Π(u) � Φ(u)}

l’ensemble des solutions du système 1.28.
SiΠ est une application résiduable etΦ est une application isotone, alors on peut considérer la fonction
Ψ définie par

Ψ(u) = Π] ◦ Φ(u), et l’ensemble de ses points fixesU = {u ∈ U|Ψ(u) = u}

alors ∨
U1 ∈ U1,

∨
U ∈ U et

∨
U1 =

∨
U .

Démonstration.Notons tout d’abord que la fonctionΠ est résiduable, la définition 1.66 donne directe-
ment :

Π(u) � Φ(u)⇔ u � Π](Φ(u)) = Ψ(u),

soit

u ∈ U1 ⇔ u � Ψ(u)

Les fonctionsΠ] et Φ sont isotones, donc, la fonctionΨ est isotone. Donc, d’aprés le théorème 1.92∨
U ∈ U et

∨
U =

∨
{u ∈ U|u � Ψ(u)}. Commeu � Ψ(u) ⇔ u ∈ U1, nous avons

∨
U =

∨
U1

et
∨

U1 ∈ U1.
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Remarque 1.96.Sous les conditions citées dans le théorème 1.95, la fonctionΨ est isotone. Dans un
treillis complet, l’isotonie garantit l’existence d’un plus grand et d’un plus petit point fixe (voir théorème
1.92). QuandΠ et Φ satisfont ces conditions, la plus grande solution de 1.28 existe et correspond au
plus grand point fixe deΨ.

Le théorème qui suit utilise la fonctionΨ pour calculer la solution extrême de 1.28.

Théorème 1.97.Considérons l’inégalité 1.28 définie sur le treillis complet(X ,�) et l’ensembleU =
{u ∈ U|u = Ψ(u)} contenant toutes les solutions de ce système .

Si la fonctionΠ est résiduable et la fonctionΦ est isotone. Considérons le calcul itératif suivant :
• u0 :=

∨
U

• uk+1 := Ψ(uk)
Sium+1 = um pourm ∈ N alorsum =

∨
U .

Démonstration.Tout d’abord, on déduit du théorème 1.95 que la plus grande solution de l’inégalité 1.28,∨
U , existe. Dans un premier temps, on va montrer que sium ∈ U alorsum est une solution de l’inégalité

1.28. Puisqueum+1 = um on aΨ(um) = um doncum ∈ U .
Dans un deuxième temps, on montre que pour une solutionz tel queΨ(z) = z, on az � um. On utilisera
des inductions pour montrer que pour tousm ≥ 0, z � um. Si m = 0, alorsum =

∨
U =

∨
U , donc

z � um =
∨
U =

∨
U . Supposons maintenant quez � um pour unm ≥ 0. On aΨ isotone donc

Ψ(z) � Ψ(um) = um+1 = um. Or z � Ψ(z) doncz � Ψ(z) � Ψ(um) = um.

Corollaire 1.98. Considérons l’inégalité 1.28 définie sur un treillis complet(X,�); soit U l’ensemble
des solutions de 1.28 etΨ une fonction définie comme indiquée dans le théorème 1.95. Si la fonctionΠ
est résiduable et la fonctionΦ est dualement résiduable, alors

∨
U1 = (Ψ)∗(

∨
X).

Démonstration.La composition de fonctions semi-continues supérieurs est semi-continue supérieure.
Donc le résultat est une application direct du théorème 1.94.

Proposition 1.99. Si Ψ est une application isotone et si∃u tel queu = Ψ(u) avecu 6= ε alors l’algo-
rithme du théorème 1.95 converge vers le plus grand point fixe et ce dernier est différent deε.

Démonstration.PuisqueΨ est isotone,un est une suite décroissante. De plus, si∃u 6= ε tel queu =
Ψ(u), alorsu � un ∀ n ∈ N. Nous rappelons qu’une suite décroissante minorée converge. Donc, sous
les conditions du théorème 1.95 l’algorithme converge vers une valeur différente deε et en s’appuyant
sur le théorème 1.95 cette valeur est donnée par le plus grand point fixe deΨ.

1.7.1 Équations implicites linéaires dans les dioïdes

Dans cette partie on s’intéresse à la résolution d’inéquations implicites qui sont des cas particuliers
de la section précédente et qui sont de la forme :

x � Π(x)⊕ b (1.29)

x � Π(x) ∧ b. (1.30)

Théorème 1.100.Soient(D,⊕,⊗) et Π : D → D une application semi-continue inférieurement (cf.
définition 1.30). La plus petite solution de l’équation (1.29) estx = Π∗(b), où

Π0 = IdD, Πn = Π ◦Π ◦ . . . ◦Π︸ ︷︷ ︸
n fois

et Π∗ =
⊕
n∈N

Πn = IdD ⊕
⊕
n∈N

Πn+1.

De plus,x = Π∗(b) réalise l’égalité dansx � Π(x)⊕ b.
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Démonstration.C’est une application directe des théorèmes 1.94 et 1.92. En effet la plus petite solution
dex � Π(x) ⊕ b est égale au plus petit point fixe def(x) avecf(x) = Π(x) ⊕ b, c’est aussi le plus
petit point fixe deΠ pourx � b et puisque l’applicationΠ est semi-continue inférieurement donc la plus
petite solution est donnée parx = Π∗(

∧
x�b

x) = Π∗(b).

Corollaire 1.101. SoitD un dioïde complet ; siΠ = La,D → D, alors l’équation implicite

x = a⊗ x⊕ b (1.31)

admetx = a∗b =
⊕

k≥0 akb comme plus petite solution.

Théorème 1.102.SoientD un dioïde complet etΠ : D → D une application semi-continue supérieure-
ment. La plus grande solution de (1.30) estx = Π∗(b) avec

Π∗ =
∧

n∈N
Πn.

Démonstration.C’est une application directe des théorèmes 1.94 et 1.92. En effet la plus grande solution
dex � Π(x) ∧ b est égale au plus grand point fixe def(x) avecf(x) = Π(x) ∧ b, c’est aussi le plus
grand point fixe deΠ pourx � b et puisque l’applicationΠ est semi-continue supérieurement donc la
plus grande solution est donnée parx = Π∗(

∨
x�b

x) = Π∗(b).

Corollaire 1.103. Soit l’applicationΠ = L]
a : x 7→ a◦\x,D → D définie sur un dioïde complet. Alors,

l’équation
x = a◦\x ∧ b

admetx = Π∗(b) = a∗◦\b =
[⊕

n∈N
an

]
◦\b comme plus grande solution.

1.7.2 Fermetures résiduables sur les dioïdes complets

Notation 1.104 (Etoile de Kleene).SoitD un dioïde complet. L’application étoile de Kleene, définie
surD, sera notéeK par la suite,

K : D → D
x 7→ x∗ =

⊕
k≥0

xk.

On utilisera également une notation particulière pour l’application "plus" dérivée de l’étoile

P : D → D
x 7→ x+ =

⊕
k≥1

xk.

Les applicationsK et P sont isotones (par composition d’applications isotones) eta∗ = e ⊕ a+ ou
a+ = a ⊗ a∗. De plus les applicationsK etP sont des fermetures ; en effet,a∗ � a et (a∗)∗ = a∗ ; de
mêmea+ � a et (a+)+ = a+.
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Remarque 1.105.L’applicationK : x 7→ x∗ deD → D n’est pas résiduable ; en effet, elle ne vérifie pas
la condition de semi-continuité inférieure du théorème 1.87. Pour illustrer cette remarque, considérons
les matrices suivantes

a =
(

ε 1
−1 ε

)
et b =

(
ε −1
1 ε

)
alors

(a⊕ b)∗ =
(
> >
> >

)
6= a∗ ⊕ b∗ =

(
e 1
−1 e

)
⊕
(

e −1
1 e

)
=
(

e 1
1 e

)
on remarque que pour ces deux valeurs la condition de semi-continuité inférieure n’est pas vérifiée. Cela
signifie que l’équationK(x) = b n’a pas de solution∀b ∈ D. Malgré tout, il existe une restriction
résiduable de l’applicationK, la proposition suivante précise cette notion.

Proposition 1.106. [Lhommeau, 2004] Soit l’applicationK : D → D, x 7→ x∗ définie sur un dioïde
complet. L’applicationImK|K est résiduable et sa résiduée est(

ImK|K
)] = IImK,

où IImK est l’injection canonique deImK dansD.

Démonstration.Il s’agit d’une application directe de la proposition 1.85.

Remarque 1.107.On peut déduire de la proposition précédente 1.106, quex = a∗ est la plus grande
solution de l’inéquationx∗ � a∗. En fait cette plus grande solution satisfait l’égalitéx∗ = a∗.

1.7.3 Complément sur l’étoile de Kleene

Les applicationsK etP (cf. notation 1.104) vérifient les relations suivantes (voir [Gaubert, 1992] et
[Cottenceau, 1999]).

Théorème 1.108.SoitD un dioïde complet.∀a, b ∈ D

a+ � a∗ (1.32)

(a∗)∗ = a∗ (1.33)

(a+)∗ = a∗ (1.34)

a(ba)∗ = (ab)∗a (1.35)

(a⊕ b)∗ = (a∗b)∗a∗ = b∗(ab∗)∗ = (a⊕ b)∗a∗ = b∗(a⊕ b)∗ (1.36)

a∗a∗ = a∗ (1.37)

(a∗)+ = a∗ (1.38)

(a+)+ = a+ (1.39)

(ab∗)+ = a(a⊕ b)∗ (1.40)

(ab∗)∗ = e⊕ a(a⊕ b)∗ (1.41)

En outre, lorsqueD est commutatif
(a⊕ b)∗ = a∗b∗. (1.42)

Démonstration.
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(1.32) par définitiona∗ = e⊕ a+ ⇒ a∗ � e eta∗ � a+.

(1.33) par définition de l’étoile de Kleene,(a∗)∗ =
⊕
k≥0

⊕
l≥0

(
ak
)l =

⊕
k≥0

⊕
l≥0

ak+l =
⊕

j=k+l≥0

aj = a∗.

(1.34) par définition deP, a � a+ ⇒ a∗ � (a+)∗, (isotonie deK). D’après (1.32),a+ � a∗ ⇒
(a+)∗ � (a∗)∗ = a∗ (par (1.33)). On en déduit quea∗ � (a+)∗ � (a∗)∗ = a∗ d’où l’égalité.

(1.35) (ab)∗a = (e⊕ab⊕abab⊕ . . .)a = (a⊕aba⊕ababa⊕ . . .) = a(e⊕ ba⊕ baba⊕ . . .) = a(ba)∗.

(1.36) d’après le corollaire 1.101, sont équivalents :

x = (a⊕ b)∗

x = (a⊕ b)x⊕ e = ax⊕ bx⊕ e
x = a∗bx⊕ a∗

x = (a∗b)∗a∗ = (a∗b)∗a∗a∗ = (a⊕ b)∗a∗.

De même pour l’autre égalité,x = (a⊕b)∗ = ax⊕bx⊕e = b∗ax⊕b∗ = b∗(ab∗)∗ = b∗b∗(ab∗)∗ =
b∗(a⊕ b)∗.

(1.37) d’après (1.36) et en raison de l’idempotence de⊕, a∗ = (a⊕a)∗ = (a∗a)∗a∗ = (a+)∗a∗ = a∗a∗

(par(1.34)).

(1.38) par définition deP, a+ = aa∗, donc(a∗)+ = a∗(a∗)∗ = a∗a∗ = a∗ (par(1.33) et (1.37)).

(1.39) par définition,a+ = aa∗, alors(a+)+ = a+(a+)∗ = a+a∗ = aa∗a∗ = aa∗ = a+ (par(1.37)).

(1.40) (ab∗)+ = ab∗(ab∗)∗ = a (b∗(ab∗)∗) = a(a⊕ b)∗ (par(1.36)).

(1.41) (ab∗)∗ = e⊕ (ab∗)+ = e⊕ a(a⊕ b)∗ (par1.40).

(1.42) SiD est commutatif on a pourk ≥ 1, (a∗b)k = (a∗)k bk = a∗bk (par(1.38)). D’où (a ⊕ b)∗ =
(a∗b)∗a∗ = (e⊕

⊕
k≥1

a∗bk)a∗ = a∗ ⊕
⊕
k≥1

a∗bk = a∗(e⊕
⊕
k≥1

bk) = a∗b∗.

Les résultats énoncés par le théorème 1.108 sont vérifiés pour tout dioïde complet, y compris ma-
triciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat suivant permettant de calculer l’étoile d’une
matrice décomposée en 4 blocs.

Théorème 1.109.SoitA ∈ Dn×n partitionnée en quatre blocs

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
La matriceA∗ s’écrit alors(

a∗11 ⊕ a∗11a12(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)∗a21a

∗
11 a∗11a12(a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)∗a21a

∗
11 (a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

)
.

Démonstration.On renvoie le lecteur à [Cohen et al., 1989] ou [Baccelli et al., 1992] pour ce résultat.

Théorème 1.110 ([Cohen et al., 1991]).SoientD un dioïde complet etA ∈ Dp×n une matrice. Alors
A◦\A est une matrice dansDn×n vérifiant

A◦\A = (A◦\A)∗. (1.43)
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Démonstration.D’après(f.2), A◦\A � E, où E est la matrice identité deDn×n. D’autre part, d’après
(f.3), A = A(A◦\A) doncA◦\A = A◦\(A(A◦\A)). Or d’après(f.8), A◦\(A(A◦\A)) � A◦\A⊗A◦\A. On peut
donc établir l’encadrement suivant

E � (A◦\A)2 � A◦\A,

de même pour toutn ≥ 1, E � (A◦\A)n � A◦\A. Par sommation on obtient donc(A◦\A)∗ = A◦\A. En
posantA◦\A = B avecB ∈ Dn×n une matrice, une autre façon d’interpréter ce résultat est de dire que
l’applicationx 7→ Bx est une fermeture.

Propriétés 1.111.[Baccelli et al., 1992] Soitx, a deux éléments d’un dioïdeD

a∗◦\x = a∗◦\(a∗◦\x) x◦/a∗ = (x◦/a∗)◦/a∗

a∗x = a∗◦\(a∗x) xa∗ = (xa∗)◦/a∗

a∗◦\x = a∗(a∗◦\x) x◦/a∗ = (x◦/a∗)a∗

a∗◦\a∗ = a∗ a∗◦/a∗ = a∗

Lemme 1.112.SoitA, B deux matrices d’un dioïdeDn×n alors

A∗ � B∗⇔ A∗B∗ = B∗A∗ = B∗◦\A∗ = A∗◦/B∗ = A∗.

Démonstration.Tout d’abord, on prouve queA∗ � B∗⇔ A∗B∗ = A∗.
Par définition de l’étoile de KleeneB∗ � e⇒ A∗B∗ � A∗.
De plus, siA∗ � B∗ alorsA∗A∗ � A∗B∗, doncA∗ = A∗B∗.
InversementA∗ = A∗B∗⇒ A∗ � B∗ carA∗B∗ � B∗.
Par conséquent,A∗ � B∗⇔ A∗B∗ = A∗.
Le même raisonnement conduit àA∗ � B∗⇔ B∗A∗ = A∗.
Troisièment, on prouve queA∗ � B∗⇔ B∗◦\A∗ = A∗.
Par définition de l’étoile de KleeneB∗ � e doncB∗◦\A∗ � A∗.
De plus, siA∗ � B∗ alorsB∗◦\A∗ � A∗◦\A∗ = A∗ (l’applicationx 7→ x◦\a est antitone eta∗◦\a∗ = a∗

voir propriété 1.111).
Par conséquent, siA∗ � B∗ alorsB∗◦\A∗ = A∗.
Inversement, siB∗◦\A∗ = A∗ alorsB∗(B∗◦\A∗) = B∗A∗ et commeB∗(B∗◦\A∗) � A∗ (voir théorème
1.67) etB∗A∗ � A∗ (carB∗ � e), on a
B∗◦\A∗ = A∗ ⇒ B∗(B∗◦\A∗) = B∗A∗ = A∗ ⇔ A∗ � B∗ (grâce au point précédentA∗ � B∗ ⇔
B∗A∗ = A∗).
Par conséquent,A∗ � B∗⇔ B∗◦\A∗ = A∗.
Le quatrième point :A∗ � B∗⇔ A∗◦/B∗ = A∗ se prouve de manière identique.

1.8 Résiduation duale

Dans cette partie la résiduation duale d’applications particulières est considérée. La résiduation duale
permet de s’intéresser aux solutions d’inégalités de type

Π(x) � b, b ∈ D,
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oùΠ : C → D est une application définie sur des ensembles ordonnés.
Alors que la théorie de la résiduation (section 1.6) permet de caractériser la plus grande sous solution

d’équation du typeΠ(x) = b, la résiduation duale permet d’en caratériser la plus petite sur-solution.
Nous donnons, également, les conditions d’existence de la résiduations duale et quelques propriétés qui
seront utilisées dans la suite pour calculer la commande des graphes d’événements P-temporels.

Théorème 1.113.[Baccelli et al., 1992] SoitΠ une application isotone définie d’un dioïde completD
vers un dioïde completC. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1 Pour toutb ∈ C, il existe une plus petite solution à l’équationΠ(x) � b.

2 Π(>) = > etΠ est s.c.s.

3 Il existe une applicationΠ[ deC versD qui est isotone et s.c.i tel que :

Π ◦Π[ � IC (identité deC);

Π[ ◦Π � ID (identité deD).

Par conséquent,Π[ est unique. Quand ces propriétés sont satisfaites, l’applicationΠ est dite duale-
ment résiduable :Π[ est la résiduée duale.

Exemple 1.114.Un exemple intéressant est donné par l’applicationΠ : x 7→ (x, x) définie d’un dioïde
completD versD2. Cette application est à la fois résiduable et dualement résiduable et il est facile de
vérifier queΠ](x, y) = x ∧ y etΠ[(x, y) = x⊕ y.

Théorème 1.115.SoitΠ une application dualement résiduable d’un ensemble ordonnéD vers un en-
semble ordonnéC, alors

Π ◦Π[ ◦Π = Π
Π[ ◦Π ◦Π[ = Π[

et on a les équivalences suivantes :

Π[ ◦Π = ID ⇔ Π injective⇔ Π[ surjective ;
Π ◦Π[ = IC ⇔ Π[ injective⇔ Π surjective .

Démonstration.Tout d’abord on a :

Π ◦Π[ ◦Π = (Π ◦Π[) ◦Π � Π,

qui est un résultat direct du théorème 1.113. De plus, on a :

Π ◦Π[ ◦Π = Π ◦ (Π[ ◦Π) � Π,

d’où l’égalité. La preuve de la deuxième équation est similaire à la première, on rappelle queΠ[ est
isotone.
Toisièment, on prouve que (Π[ ◦Π = IdD ⇒ Π[ est surjective).
∀x ∈ D,Π[ ◦Π(x) = x impliqueD = ImΠ[, c.-à-d.Π[ est surjective.
Quatrièment, on prouve que (Π[ ◦Π = IdD ⇐ Π[ est surjective).
Inversement, siΠ[ est surjective, pour toutx ∈ D, il existeb ∈ C tel queΠ[(b) = x, doncΠ[ ◦ Π(x) =
Π[ ◦Π ◦Π[(b) = Π[(b) = x (application du deuxième point).
Maintenant, on prouve que (Π[ ◦Π = IdD ⇒ Π est injective).
Π(x) = Π(x′) ⇒ x = Π[ ◦Π(x) = Π[ ◦Π(x′) = x′, doncΠ est injective.
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Il reste à montrer que (Π[ ◦Π = IdD ⇐ Π est injective)].
Si Π est injective, pour toutx ∈ D l’égalité suivanteΠ ◦ (Π[ ◦Π(x)) = Π(x) impliqueΠ[ ◦Π(x) = x.
Preuve semblable pour le quatrième point.

Proposition 1.116. Si Π : D → C et Φ : C → B sont deux applications dualement résiduables, alors
Φ ◦Π est aussi une application dualement résiduable et

(Φ ◦Π)[ = Π[ ◦ Φ[.

Démonstration.On rappelle que la semi-continuité est préservée par la composition d’applications semi-
continues, donc la propriété de résiduée duale reste vraie aussi pour la composition d’applications dua-
lement résiduables.
Alors l’applicationΠ[ ◦ Φ[ est isotone et s.c.i. Finalement,

Φ ◦Π ◦Π[ ◦ Φ[ = Φ ◦ (Π ◦Π[) ◦ Φ[ � Φ ◦ Φ[ � IB,
Π[ ◦ Φ[ ◦ Φ ◦Π = Π[ ◦ (Φ[ ◦ Φ) ◦Π � Π[ ◦Π � ID.

En se basant sur l’unicité de la résiduée duale, on conclut que la propriété est vraie.

Proposition 1.117. Soit Π et Φ deux applications dualement résiduables d’un ensemble ordonnéD
(dans lequel l’opération∧ existe) vers lui même, alorsΠ ∧ Φ est dualement résiduable et

(Π ∧ Φ)[ = Π[ ⊕ Φ[.

Démonstration.Premièrement, il est clair que l’inf de deux applications dualement résiduables est une
application dualement résiduable (la semi-continuité superieur est préservée par l’opération∧). Mainte-
nant, on considère la compositionΓ = Ψ3 ◦Ψ2 ◦Ψ1 des trois applications suivantes :

Ψ1 : D → D2, x 7→ (x, x),
Ψ2 : D2 → D2, (x, y) 7→ (Π(x),Φ(y)),

Ψ3 : D2 → D , (x, y) 7→ x ∧ y.

On a :

Γ : D → D, x 7→ (Π ∧ Φ)(x).

Alors,

Ψ[
1 : D2 → D, (x, y) 7→ x⊕ y (voir Exemple 1.114),

Ψ[
2 : D2 → D2, (x, y) 7→ (Π[(x),Φ[(y)) (triviale),

Ψ[
3 : D → D2, x 7→ (x, x),

il suffit donc de calculerΓ[ en utilisant la proposition 1.116 deux fois pour prouver le résultat.

Proposition 1.118. Si Π et Φ sont deux applications dualement résiduables d’un ensemble ordonnéD
(dans lequel l’opération∧ existe) vers lui même et si(Π⊕ Φ) est dualement résiduable, alors :

(Π⊕ Φ)[ � Π[ ∧ Φ[.

Démonstration.Premièrement, on suppose que l’application(Π⊕ Φ) est dualement residuable. Alors,

(Π⊕ Φ) ◦ (Π[ ∧ Φ[) = (Π⊕ Φ) ◦Π[ ⊕ (Π⊕ Φ) ◦ Φ[,
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et puisque(Π ⊕ Φ) est supposée être dualement résiduable et donc semi-continue inférieure, le terme à
droite est plus grand queΦ ◦ Φ[ qui est lui même plus grand queID ; le dernier terme est lui plus grand
queΠ ◦Π[ qui est plus grand queID. Ceci suffit à prouver la proposition.

Proposition 1.119.On considère les applications suivantes :Π, Φ, Ψ etΘ qui sont définies de l’ensemble
ordonnéD vers lui même. SiΠ etΘ sont dualement résiduables, alors :

Π ◦ Φ � Ψ ◦Θ ⇔ Φ ◦Θ[ � Π[ ◦Ψ. (1.44)

Comme corollaire, on a :
Π � Θ ⇔ Θ[ � Π[, (1.45)

Π � ID ⇔ Π[ � ID, (1.46)

et
Π � ID ⇔ Π[ � ID. (1.47)

Démonstration.Si Π ◦Φ � Ψ ◦Θ, alors(Π[ ◦Π) ◦Φ ◦Θ[ � Π[ ◦Ψ ◦ (Θ ◦Θ[), en utilisant le théorème
1.113 ceci implique queΦ ◦Θ[ � Π[ ◦Ψ . Alors la preuve de l’equation 1.45 est triviale. Pour prouver
1.46 et 1.47, nous utilisons le fait que l’applicationID est dualement résiduable et qu’elle est sa propre
résiduée duale.

1.8.1 Cas particulier

Dans cette section on s’intéresse à l’inversion d’une application particulière qui nous permettera
notamment de modéliser les contraintes lors de la modélisation de graphe d’événement P-temporel.

Définition 1.120. SoitA ∈ Dp×n etB ∈ Dn×q deux matrices, une nouvelle multiplication, notée�, est
définie comme suit :

(A�B)ij =
n∧

k=1

Aik �Bkj .

Avec les conventions suivantes :

Aik �Bkj = Aik ⊗Bkj , x�> = >� x = > et en particulierε�> = >� ε = >.

Notation 1.121. Le produit à droiteA� x sera notéΓA et le produit à gauchex�A sera notéeΛA.

Définition 1.122. Un élémenta admet un inverse à gauche (left inverse) (resp. un inverse à droite) si il
existe un élémentb (resp.c) tel queb⊗ a = e (resp.a⊗ c = e).

Lemme 1.123.[Baccelli et al., 1992] Sia admet un inverse à gaucheb et un inverse à droitec, alors :

• b = c et cet inverse unique est notéa−1;

• de plus,∀x, y, a(x ∧ y) = ax ∧ ay.

L’égalité est vraie pour la multiplication à droite para, et elle l’est aussi pour la multiplication à droite
et à gauche para−1.
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Démonstration.On a d’abordb = b(ac) = (ba)c = c, ce qui prouve l’unicité de l’inverse à droite et à
gauche. Alors,∀x, y, on définitξ etη de la manière suivante (ξ = ax, η = ay), ce qui est équivalent à :
(x = a−1ξ, y = a−1η). On a alors,ξ∧η = aa−1(ξ∧η) � a[a−1ξ∧a−1η] = a[x∧y] � ax∧ay = ξ∧η.
Donc,

a(x ∧ y) = ax ∧ ay.

Proposition 1.124. SoientA ∈ Dp×n une matrice etX un ensemble d’éléments deDn×q, si chaque
élémentAik admet un inverse alors l’applicationΓA : x 7→ A� x est semi continue supérieure, on a :

ΓA(
∧

x∈X
x) =

∧
x∈X

ΓA(x)

Démonstration.SoitX un ensemble d’éléments deDn×q.

ΓA(
∧

x∈X
x) = A� (

∧
x∈X

x)

(ΓA(
∧

x∈X
x))ij =

n∧
k=1

Aik ⊗ (
∧

x∈X
xkj).

Puisque chaque élémentAik admet un inverse, en utilisant le lemme 1.123, on a :

(ΓA(
∧

x∈X
x))ij =

n∧
k=1

∧
x∈X

(Aik ⊗ xkj)

=
∧

x∈X

n∧
k=1

(Aik ⊗ xkj)

=
∧

x∈X
(ΓA(x))ij

alors

ΓA(
∧

x∈X
x) =

∧
x∈X

ΓA(x)

Corollaire 1.125 (Associativité). SoientA ∈ Dp×n, B ∈ Dn×q deux matrices etX une matrice de
Dq×r, si l’applicationΓA : Y 7→ A� Y est semi continue supérieure, alors on a :

ΓA(ΓB(X)) = ΓA�B(X).

De plus siΓB : X 7→ B�X est semi continue supérieure alorsΓA�B(X) est semi continue supérieure.

Démonstration.soitX une matrice deDq×r, on a :
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ΓA(ΓB(X)) = A� (B �X)

ΓA(ΓB(X))ij =
n∧

k=1

(Aik ⊗ (
q∧

l=1

Bkl ⊗Xlj) )

=
n∧

k=1

(
q∧

l=1

Aik ⊗ (Bkl ⊗Xlj) ) (l’applicationΓA : Y 7→ A� Y est semi continue supérieure)

=
n∧

k=1

(
q∧

l=1

(Aik ⊗Bkl)⊗Xlj ) (par associativité de la loi⊗)

=
q∧

l=1

((
n∧

k=1

Aik ⊗Bkl)⊗Xlj ) (par commuativité de la loi∧)

=
q∧

l=1

((A�B)il ⊗Xlj )

= (A�B)�X
= ΓA�B(X).

Le deuxième point est déduit du fait que la composition d’applications semi-continue supérieures est une
application semi-continue supérieure.

Remarque 1.126.SoitDinv l’ensemble des éléments du dioïdeD qui admettent des inverses,(Dn×n
inv ,�)

est un monoïde.

• � est une loi de composition interne (sia et b admettent des inverses alors le produitab admet
un inverse et il est donné parb−1a−1) associative.
• L’élément neutre est donné pare� = e (dans le cas matriciele�ii = e et e�ij = > pour i 6= j).
De plus,> l’élément neutre de∧ est absorbant pour la loi�.

Corollaire 1.127. SoitA ∈ Dn×n etX ∈ Dn×n deux matrices, si chaque élément deA admet un inverse
alors l’applicationΓA : x 7→ A� x est dualement résiduable et sa résiduée duale est donnée par :2

Γ[
A : x 7→ A•\x

avec

(A•\x)ij =
k=n⊕
l=1

Aki•\xkj =
k=n⊕
l=1

A−1
ki ⊗ xkj .

et en respectant les règles suivantes :

>•\x = ε, ε•\x = > etε•\ε = ε.

Remarque 1.128.Il est important de noter aussi que :

a � b⇒ a•\x � b•\x.

De plus, sib admet un inverse alors :

b•\(a⊗ c) = (b•\a)⊗ c (i.e.,b−1 ⊗ (a⊗ c) = (b−1 ⊗ a)⊗ c).

Dans la suite, nous donnons un tableau qui résume quelques propriétés de l’opération•\.
2Cette notation est reprise de l’exposé intitulé "Projectivemax, + semi modules" donné lors de International Workshop on

max, + algebra (Birmingham 2003)[Cohen et al., 2003].
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a•\(x⊕ y) = a•\x⊕ a•\y (x⊕ y)•/a = x•/a⊕ y•/a (f.9)

a•\(x ∧ y) � a•\x ∧ a•\y (x ∧ y)•/a � x•/a ∧ y•/a (f.10)

(a⊕ b)•\x � a•\x ∧ b•\x x•/(a⊕ b) � x•/a ∧ x•/b (f.11)

a� (a•\x) � x (x•/a)� a � x (f.12)

a•\(a� x) � x (x� a)•/a � x (f.13)

a� (a•\(a� x)) = a� x ((x� a)•/a)� a = x� a (f.14)

a•\(a(a•\x)) = a•\x ((x•/a)a)•/a = x•/a (f.15)

(a� b)•\x = b•\(a•\x) x•/(b� a) = (x•/a)•/b (f.16)

(a•\x)•/b = a•\(x•/b) b•\(x•/a) = (b•\x)•/a (f.17)

b(a•\x) � (a•/b)•\x (x•/a)b � x•/(b•/a) (f.18)

(a•\x)� b � a•\(x� b) b� (x•/a) � (b� x)•/a (f.19)

Démonstration.Les formules (f.9) et (f.10) sont la conséquence du fait queΓ[
a est s.c.i et isotone

(voir théorème 1.113).
(f.11) est une conséquence de la proposition 1.118.
(f.12) et (f.13) sont les conséquences du théorème 1.113.
Le théorème 1.115 implique (f.14) et (f.15).
Pour la formule (f.16), premièrement, par associativité de l’opération� on a :

Γa ◦ Γb = Γa�b (voir corollaire 1.125),

et deuxièmement, en appliquant la proposition 1.116 on obtient le résultat.
On définit la multiplication à droiteΛ comme suit :

Λb : x 7→ x� b,

par l’associativité de� on obtient :

Γa ◦ Λb = Λb ◦ Γa, (1.48)

puis, en utilisant la proposition 1.116, on obtient la formule (17).

La preuve de la formule (f.18) utilise essentiellement (f.12) en deux fois :
x � a� (a•\x) � (a•/b)� b� (a•\x)

par conséquent(a•/b)•\x � (a•/b)•\((a•/b)� b(a•\x)). Donc (f.13) donne le résultat.
Finalement, pour obtenir (f.19), on applique l’équation 1.45 avecΠ = Θ = Γa et Φ = Ψ = Λb,
puis on utilise l’équation 1.48.
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Proposition 1.129. Soit trois matricesA ∈ Dn×p, X ∈ Dp×q et B ∈ Dn×n. Si chaque élémentBij

admet un inverse alors on a :
B•\(A⊗X) = (B•\A)⊗X. (1.49)

Démonstration.(B•\(A⊗X))ij =
l=n⊕
l=1

Bli•\(A⊗X)lj

=
l=n⊕
l=1

Bli•\(
k=p⊕
k=1

Alk ⊗Xkj)

=
l=n⊕
l=1

k=p⊕
k=1

Bli•\(Alk ⊗Xkj) puisqueΓ[
B est semi-continue inférieure

=
k=p⊕
k=1

l=n⊕
l=1

B−1
li ⊗ (Alk ⊗Xkj) puisqueBli admet un inverse

=
k=p⊕
k=1

l=n⊕
l=1

(B−1
li ⊗Alk)⊗Xkj par associativité de la loi⊗

=
k=p⊕
k=1

l=n⊕
l=1

(Bli•\Alk)⊗Xkj

=
k=p⊕
k=1

(B•\A)ik ⊗Xkj = ((B•\A)⊗X)ij .

Dans ce qui suit nous considérons une structure algébrique particulière appelée groupe reticulé
[Baccelli et al., 1992][Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964].

Définition 1.130 (Groupe réticulé). Un groupe réticuléG est à la fois un groupe et un treillis. La mul-
tiplication est isotone, et on a :

• La multiplication est distributive par rapport à la borne supérieure et à la borne inférieure.

• Le treillis est distributif (c.-à-d. , les bornes supérieures et inférieures sont distributives l’une par
rapport à l’autre).

Théorème 1.131.[Baccelli et al., 1992] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un treillis soit
distributif est la suivante :

∀ a, b, ∃c :


a ∧ c = b ∧ c
et
a⊕ c = b⊕ c

⇒ a = b.

Dans [Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964] les auteurs ont prouvé que siG est un groupe réticulé
alors on a les formules suivantes :

(a ∧ b)−1 = a−1 ⊕ b−1,
(a⊕ b)−1 = a−1 ∧ b−1,
a ∧ b = a(a⊕ b)−1b,

qui rappellent les lois de De Morgan dans l’algèbre de Boole, et aussi la formule suivantemin(a, b) =
−max(−a,−b).
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Proposition 1.132.SoitG un groupe réticulé,a et b des éléments deG alors

Γa ∧ Γb = Γa∧b

ce qui veut dire que pour toutx on a :

ax ∧ bx = (a ∧ b)x.

Démonstration.Premièrement, en utilisant le lemme 1.123, on a

(a ∧ b)x � ax ∧ bx.

Deuxièment, puisquea et b sont des éléments deG en appliquant le théorème 1.131 on obtient

(a ∧ b)−1 = a−1 ⊕ b−1,

alors,

ax ∧ bx = (a ∧ b)[(a−1 ⊕ b−1)(ax ∧ bx)]
⇔ ax ∧ bx = (a ∧ b)[(x ∧ a−1bx)⊕ (b−1ax ∧ x)]
⇔ ax ∧ bx � (a ∧ b)x

ce qui nous donne

ax ∧ bx = (a ∧ b)x.

Proposition 1.133.SoitG un groupe réticulé,A,B ∈ Dp×n deux matrices dont tous les éléments sont
dansG etX ∈ Dn×q alors :

(A ∧B)•\X = (A•\X)⊕ (B•\X).

Démonstration.Le résultat est une application directe de la proposition 1.117 puisqueAij∧Bij ∈ G.

Définition 1.134 (Étoile duale).SoitD un dioïde. L’application étoile duale, définie surD, sera notée
Kd,

Kd :
D → D
x 7→ x∗ =

∧
k≥0

x�k avecx�k = x� x�k−1 etx�0 = e�.

On utilisera également une notation particulière pour l’application "plus duale" dérivée de l’étoile duale

Pd :
D → D
x 7→ x+ =

∧
k≥1

x�k.

Les applicationsKd etPd sont isotones (par composition d’applications isotones) eta∗ = e� ∧ a+ ou
a+ = a� a∗. De plus(a∗)∗ = a∗ et (a+)+ = a+.
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1.8.2 Résiduation duale et contrainte

La proposition suivante concerne la résiduation duale de l’injection canonique. La démarche est
analogue aux résultats proposés au paragraphe 1.6.3.1.

Proposition 1.135. SoientS un treillis complet (cf. définition 1.18) etU un sous-treillis complet deS
contenant le plus grand élément>S deS. L’injection canoniqueIU : U → S est dualement résiduable.
L’application résiduée dualeI[

U vérifie les propriétés suivantes :

(i) I[
U est un projecteur c.-à-d.I[

U ◦ I[
U = I[

U

(ii) I[
U � IdS

(iii) u ∈ U ⇐⇒ I[
U (u) = u.

Démonstration.Vérifions d’abord queIU est une application dualement résiduable. D’une part, comme

>S ∈ U , on aIU (>S) = >S . D’autre part,U étant un sous-treillis complet, on aIU

( ∧
x∈X

x

)
=∧

x∈X

IU (x), pour toutX ⊂ U . Par conséquent l’injection canoniqueIU : U → S est dualement rési-

duable (cf. théorème 1.69).

(i) I[
U ◦ I[

U = (IU ◦ IU )[ = I[
U (carIU ◦ IU = IU )

(ii) I[
U = IU ◦ I[

U � IdS

(iii) si u ∈ U , alorsu = IU (u), doncI[
U (u) = I[

U ◦ IU (u) � u. En outre d’après(ii), I[
U (u) =

IU ◦ I[
U (u) � u, d’où u ∈ U ⇒ I[

U (u) = u. La réciproque est immédiate.

D’après la proposition 1.135, on sait que l’injection canonique d’un sous-treillis dans un treillis est
dualement résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au problème de résiduation
duale et contrainte.
Soit Π une application isotone définie deS dansT des ensembles ordonnés, cela consiste à rechercher
une solution àΠ(s) � t, t ∈ T , non pas dansS tout entier mais dans un sous-treillis completSsub deS
contenant le plus grand élément>S deS.

Proposition 1.136. SoientΠ : S → T une application dualement résiduable définie sur des treillis
complets etISsub

l’injection canonique du sous-treillis completsSsub (contenant le plus grand élément
>S deS) dansS. Π|sub = Π ◦ ISsub

(s) est dualement résiduable et sa résiduée duale est donnée par(
Π|Ssub

)[ (t) = (Π ◦ ISsub
)[ (t) = I[

Ssub
◦Π[(t). (1.50)

Démonstration.Direct en considérant la proposition 1.116.

Proposition 1.137. SoientΠ : S → T une application dualement résiduable définie sur des treillis
complets etITsub

l’injection canonique du sous-treillis completTsub dansT (avecImΠ ⊂ Tsub ⊂ T ) . La
restriction de l’applicationΠ dans un codomaineTsub (voir définition 1.79), notée,Tsub|Π est dualement
résiduable et (

Tsub|Π
)[ = Π[ ◦ ITsub

=
(
Π[
)
|Tsub

.

Démonstration.Si Π est dualement résiduable, alors pour toutt ∈ T , Π[(t) est la plus petite solution
de Π(s) � t. En particulier, pour toutt ∈ Tsub ⊂ T , il existe une plus petite solution àΠ(s) �
t. L’application Tsub|Π est donc, par définition, dualement résiduable. Sa résiduée duale

(
Tsub|Π

)[
est

simplement la restriction deΠ[ au domaineTsub, notée
(
Π[
)
|Tsub

.



CHAPITRE 1 — Outils algébriques 41

1.9 Noyaux, images

La plupart des résultats ainsi que les notations énoncées dans cette partie sont issues des références
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997, Cohen, 1998a].

Nous rappelons tout d’abord que l’image d’une applicationB : U → X , est définie par

ImB = {B(u) | u ∈ U} .

Définition 1.138 (Noyau).Le noyau de l’application linéaireC : X → Y, notéker C, est défini par la
relation d’équivalence

x
ker C≡ x′ ⇐⇒ C(x) = C(x′). (1.51)

Cette relation définit une congruence (voir théorème 1.75). L’ensemble quotientX/ ker C est donc l’en-
semble des classes d’équivalence moduloker C.

Remarque 1.139.Le lemme 1.75 montre que la relation d’équivalence(1.51)est une congruence.

Notation 1.140. La classe d’équivalence deX/ ker C sera notée[x]C .

Théorème 1.141.[Baccelli et al., 1992] SiC : X → Y est une application résiduable alors chaque
classe d’équivalence[x]C contient un et un seul élément deImC] qui, de plus, est le plus grand élément
dans cette classe.

Démonstration.SiC est résiduable, d’après (1.13),C = C◦C]◦C, alors∀x ∈ X , C(x) = C
(
(C] ◦ C)(x)

)
.

Autrement dit,

x
ker C≡ C] ◦ C(x).

Considérons maintenant un élémentx′ ∈ [x]C , alorsC(x′) = C(x) = C◦C]◦C(x) ; de plus le théorème
1.67 donneC] ◦ C � IdX ; par conséquent

x′ � C] ◦ C(x′) = (C] ◦ (C ◦ C] ◦ C))(x)
= (C] ◦ C)(x) (par (1.13)).

Donc,C]◦C(x) est plus grand élément de[x]C . Il reste à montrer l’unicité de cet élément. SiC](y)
ker C≡

C](y′), alorsC(C](y)) = C(C](y′)) etC] ◦C ◦C](y) = C] ◦C ◦C](y′), soitC](y) = C](y′) d’après
(1.13).

Proposition 1.142. Si C : X → Y est une application résiduable alors la relation d’équivalence
ker C≡

vérifie
x � y � z

x
ker C≡ z

}
⇒ x

ker C≡ y
ker C≡ z.

Démonstration.D’une part, commeC est résiduable, elle est isotone ; par conséquent, six � y � z

alorsC(x) � C(y) � C(z). D’autre part,x
ker C≡ z entraîneC(x) = C(z) ; doncC(x) = C(y) = C(z),

d’où x
ker C≡ y

ker C≡ z.

Remarque 1.143.Dans [Blyth and Janowitz, 1972], les auteurs qualifient de convexes les classes d’équi-
valence vérifiant la proposition précédente.
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Les deux théorème qui suivent sont énoncées sans preuve, le lecteur intéressé pourra se reporter à
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997].

Théorème 1.144.Soient les applicationsB : U → X et S : Q → X , où S est une application
résiduable, alors sont équivalents :

(i) ImB ⊂ ImS ;

(ii) B = S ◦ S] ◦B ;

(iii) il existe une applicationL : U → Q telle queB = S ◦ L.

Théorème 1.145.Soient les applicationsC : X → Y etF : X → U , alors sont équivalents :

(i) ker C ⊂ ker F ;

(ii) F = F ◦ C] ◦ C

(iii) il existe une applicationH : Y → U telle queF = H ◦ C.

Proposition 1.146.SoitA, B deux éléments d’un semi anneau idempotentD alors

ImA ⊂ ImB ⇔ A ∈ ImB.

Démonstration.Dans un premier temps,ImA ⊆ ImB ⇒ ∀ X ∈ ImA, X est dansImB en particulier
pourX = A, doncA ∈ ImB. Dans un second temps, siA ∈ ImB alors∃Y tel queA = BY et pour tous
X ∈ ImA, ∃Z tel queX = AZ donc, il exsiteX, Z tel queX = BY Z qui est un élément deImB.

Corollaire 1.147. SoitA, B deux éléments d’un dioïdeD alors

ImA∗ ⊂ ImB∗⇔ A∗ � B∗.

Démonstration.En utilisant la proposition 1.146, on obtient
ImA∗ ⊂ ImB∗⇔ A∗ ∈ ImB∗

⇔ A∗ = B∗(B∗◦\A∗) (voir théorème 1.144)
⇔ A∗ = B∗◦\A∗ (voir propriété 1.111)
⇔ B∗ � A∗ (voir lemme 1.112).

1.10 Projecteurs

Dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997], les auteurs définissent trois types de projection, les
projections dans l’image d’une application, les projections parallèlement au noyau d’une application et
les projections dans l’image d’une application parallèlement au noyau d’une autre application.

1.10.1 Projection dans l’image d’une application

Proposition 1.148 (Projection dans l’image d’une application).SoientB : U → X une application
résiduable (respectivement dualement résiduable) et un élémentx ∈ X . Le plus grand élément (respecti-
vement le plus petit élément)x′ ∈ ImB plus petit quex (respectivement plus grand quex) est donné par
B ◦B](x) (respectivementB ◦B[(x)). En d’autres termes,ΠB = B ◦B] (respectivementΠ′

B = B ◦B[)
est un projecteur dans l’image deB.

Démonstration.Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans [Cohen et al., 1996].



CHAPITRE 1 — Outils algébriques 43

Propriétés 1.149.SiB : U → X est une application résiduable, alors

ImΠB = ImB.

Dualement siB : U → X est une application dualement résiduable, alors

ImΠ′
B = ImB.

Démonstration.D’après (1.13),B = (B ◦ B]) ◦ B, alorsImB ⊂ Im
(
B ◦B]

)
. Mais, Im

(
B ◦B]

)
⊂

ImB, par conséquentIm
(
B ◦B]

)
= ImB. De la même manière on prouve queImΠ′

B = ImB.

1.10.2 Projection parallèlement au noyau d’une application

Soit l’applicationC : X → Y, d’après la proposition 1.141 nous savons que pour toutx ∈ X , il
existe un unique élément dans[x]C ∩ ImC]. Cet élément est donné parC] ◦C. Le lemme qui suit précise
les propriétés de cet élément.

Lemme 1.150 ([Cohen et al., 1996]).SoitC : X → Y une application résiduable. AlorsΠC = C] ◦C
vérifie les propriétés suivantes

(i) ΠC est un projecteur, c’est-à-direΠC ◦ΠC = ΠC ;

(ii) C ◦ΠC = C.

(iii) ΠC � Id ;

(iv) ΠC(x) est le seul élément équivalent àx moduloker C appartenant àImC] ;

(v) ΠC(x) est le plus grand élément dans la classe d’équivalence[x]C ;

Démonstration.les propriétés(i), (ii) et (iii) découlent directement de (1.13) et (1.11). Les propriétés
(iv) et (v) sont données par la proposition 1.141.

Remarque 1.151.D’après les propriétés deΠC énoncées dans le lemme précédent(points(i) et (ii)),
il faut noter que le projecteurΠC est une fermeture (voir définition 1.34).

Propriétés 1.152.SiC : X → Y est une application résiduable, alors

ImΠC = ImC].

Démonstration.D’après (1.13),C] = (C] ◦C) ◦C], alorsImC] ⊂ ImC] ◦C. Mais,ImC] ◦C ⊂ ImC],
par conséquentImC] ◦ C = ImC].

1.10.3 Projecteurs dans l’image d’une application parallèlement au noyau d’une autre
application

SoientB : U → X etC : X → X deux applications. Dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997],
les auteurs s’intéressent au problème suivant : pour toutx ∈ X , existe-t-il uny ∈ ImB∩[x]C ? Autrement
dit, cela revient à chercher uny ∈ X , tel que

∃u ∈ U : C(y) = C(x),
B(u) = y.
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Si l’élémenty satisfaisant ces conditions existe, et si de plus il est unique, alorsy correspond à la projec-
tion dex dans l’image deB parallèlement au noyau deC, et le projecteur correspondant est alors donné
par

ΠC
B = B ◦ (C ◦B)] ◦ C. (1.52)

Toujours dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997], les auteurs s’intéressent au problème de l’exis-
tence d’une telle projection, c’est-à-dire est-ce queΠC

B ◦ΠC
B = ΠC

B ? ce qui revient à dire queImB∩ [x]C
est non vide. De même, dans le cas où cette projection existe, les auteurs s’intéressent au problème de
l’unicité, en d’autres termes, ils cherchent à savoir siImB ∩ [x]C est un singleton. Nous rappelons ci-
dessous, les conditions d’existence et d’unicité de la projection.

• L’existence du projecteurpour toutx est équivalente à la conditionC = C ◦ΠC
B (c’est-à-dire que

ξ = ΠC
B(x) est dans la même classe d’équivalence quex mod kerC), ou encore à la condition

ImB = Im (C ◦B).

• L’unicité du projecteurest équivalente à la conditionB = ΠC
B ◦ B (c’est-à-dire que pour tout

x ∈ ImB, celui-ci reste invariant parΠC
B), ou encore queker B = ker (C ◦B).

Dans le cas où les applications linéairesB etC du projecteur 1.52 sont représentées par leur matrice,
il est également montré que si l’existence et l’unicité de la projection sont garanties, alors l’expression
(1.52) du projecteur devient :

ΠC
B = (B◦/(CB))C = B ((CB)◦\C) .

Notons que dans le cas d’applications résiduables, même si l’existence et l’unicité ne sont pas véri-
fiées, il est possible de donner une interprétation au projecteur (1.52). En effet, ce projecteur se décom-
pose en deux applications. Tout d’abord, l’élémentz = C] ◦ C(x) est le plus grand élément dans[x]C .
Ce qui entraîne queξ = B ◦ B](z) est le plus grand élément dansImB qui soit plus petit quez. Par
conséquent, nous avonsC(ξ) � C(x) ; dans [Cohen et al., 1998] le terme sous-équivalent est employé
pour qualifier cet élémentξ.

1.11 Dioïde et analyse par intervalles

L’extension de l’arithmétique classique aux intervalles permet de manipuler des grandeurs incertaines
par le biais d’opération unique. Cette analyse par intervalles introduite par Moore [Moore, 1979] a fait
l’objet de nombreux développements ces dernières années [Jaulin et al., 2001]. En particulier Litvinov
[Litvinov and Sobolevskiı̆, 2001] et Lhommeau [Lhommeau, 2004] ont appliqué cette analyse dans le
contexte des semi-anneaux.

Litvinov montre que l’équationx = Ax ⊕ B, oùA,B et x sont des intervalles définis sur un semi-
anneau idempotent, admet une solution calculable en un temps polynomial, contrairement à la résolu-
tion de cette même équation définie sur des intervalles classiques, reconnue comme un problèmeNP -
difficile.

Lhommeau a notament montré que l’applicationLA : X 7→ AX, oùX etA sont des intervalles, est
résiduable.

Dans cette section, la construction d’un dioïde d’intervalles est rappellée puis nous complétons les
résultats de Lhommeau en considérant les résultats du paragraphe 1.8 sur la résiduation duale.
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1.11.1 Dioïde de couple

Définition 1.153 (Dioïde de couple).SoitD un dioïde, l’ensemble des paires(x′, x′′) tel quex′ ∈ D et
x′′ ∈ D muni des deux loi de composition interne⊕ et⊗ données par les formules

(x′, x′′)⊕ (y′, y′′) = (x′ ⊕ y′, x′′ ⊕ y′′),
(x′, x′′)⊗ (y′, y′′) = (x′ ⊗ y′, x′′ ⊗ y′′) ;

(1.53)

est un dioïde notéC(D).
Notons également que la loi⊕ définit une relation d’ordre canonique�C(D) sur le dioïdeC(D) :(

x′, x′′
)
⊕
(
y′, y′′

)
=
(
y′, y′′

)
⇐⇒

(
x′, x′′

)
�C(D)

(
y′, y′′

)
⇐⇒ x′ �D y′ etx′′ �D y′′.

où�D est la relation d’ordre dansD.

Propriétés 1.154. ([]) Si le dioïde (D,⊕,⊗) est complet, alors le dioïde(C(D),⊕,⊗) est complet et
son plus grand élément est donné par(>,>).

Considérons maintenant les applications suivantes définies sur le dioïdeC(D) :

L(a′,a′′) : (x′, x′′) 7→ (a′, a′′)⊗ (x′, x′′)
R(a′,a′′) : (x′, x′′) 7→ (x′, x′′)⊗ (a′, a′′)

Proposition 1.155. Les applicationsL(a′,a′′) et R(a′,a′′) définies sur le dioïde completC(D) sont rési-
duables.

Démonstration.Observons d’abord queL(a′,a′′)(ε, ε) = (a′ε, a′′ε) = (ε, ε) ; de plus, comme le dioïde
C(D) est complet, on a

L(a′,a′′)

(⊕
α

(x′α, x′′α)α

)
=

⊕
α

L(a′,a′′) ((x′α, x′′α)α),

pour tout{(x′α, x′′α)α} deC(D). Par conséquent, l’applicationL(a′,a′′) est semi-continue inférieurement ; elle est
donc résiduable (cf. théorème 1.87). On vérifie avec la même démarche que l’applicationR(a′,a′′) est résiduable.

Notation 1.156.On noteraL]
(a′,a′′)(x

′, x′′) = (a′, a′′)◦\(x′, x′′) (resp.R]
(a′,a′′)(x

′, x′′) = (x′, x′′)◦/(a′, a′′))
l’application résiduée deL(a′,a′′) (resp.R(a′,a′′)).

Définition 1.157 (DioïdeCO(D)). Nous noterons parCO(D) l’ensemble des couples(x̃′, x̃′′) tels que
x̃′ � x̃′′. Cet ensemble est naturellement inclus dansC(D). En outre, il est fermé pour la somme et le
produit deC(D). En effet, pour tous couples(x̃′, x̃′′) et (ỹ′, ỹ′′) deCO(D) on a

(x̃′, x̃′′)⊕ (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ ⊕ ỹ′, x̃′′ ⊕ ỹ′′) ∈ C(D)

de plus par isotonie de⊕,

x̃′ � x̃′′ et ỹ′ � ỹ′′ ⇒ x̃′ ⊕ ỹ′ � x̃′′ ⊕ ỹ′′

autrement dit(x̃′ ⊕ ỹ′, x̃′′ ⊕ ỹ′′) ∈ CO(D). De même, par isotonie de⊗, on a

(x̃′, x̃′′)⊗ (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ ⊗ ỹ′, x̃′′ ⊗ ỹ′′) ∈ CO(D).

De plus,CO(D) contient l’élément neutre de la somme(ε, ε) et du produit(e, e) deC(D). Il s’agit donc
d’un sous-dioïde complet deC(D) (voir définition 1.52). L’élément maximum est donné par(>,>).



46 CHAPITRE 1 — Outils algébriques

Proposition 1.158. L’injection canoniqueICO(D) : CO(D) → C(D) est résiduable. Sa résiduée sera
notée (

ICO(D)

)] : C(D) → CO(D) = PrCO(D).

Démonstration.Directe, puisqueCO(D) est un sous-dioïde complet deC(D). La proposition 1.83 donne
le résultat.

Remarque 1.159.Le calcul de cette projection est obtenu de la façon suivante. Soit un couple(x′, x′′) ∈
C(D), la projection est égale à

PrCO(D)

(
(x′, x′′)

)
= (x′ ∧ x′′, x′′) = (x̃′, x̃′′).

où (x′ ∧ x′′, x′′) est le plus grand couple deCO(D) tel que x̃′ � x′, x̃′′ � x′′ et x̃′ � x̃′′. Par
exemple, soit le couple(12, 7) deC(Zmax), la projection de ce couple dansCO(Zmax) est donnée par
PrCO(Zmax) ((12, 7)) = (12 ∧ 7, 7) = (7, 7). De même, notons quePrCO(D) étant un projecteur on a

(x̃′, x̃′′) ∈ CO(D) ⇐⇒ (x̃′, x̃′′) = PrCO(D)((x̃′, x̃′′)).

Proposition 1.160.L’applicationCO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)
: CO(D) → CO(D) est résiduable. Sa résiduée est

donnée par (
CO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)

)]
=

(
ICO(D)

)] ◦ (L(ã′,ã′′)

)] ◦ ICO(D).

Démonstration.D’après la proposition 1.179, l’applicationL(ã′,ã′′) définie surC(D) est résiduable, de
plus d’après la définition 1.78, on a(

CO(D)|L(ã′,ã′′)|CO(D)

)]
=

(
CO(D)|L(ã′,ã′′) ◦ ICO(D)

)]
=

(
ICO(D)

)] ◦ (CO(D)|L(ã′,ã′′)

)] (voir proposition (1.14))
=

(
ICO(D)

)] ◦ (L(ã′,ã′′)

)] ◦ ICO(D) (voir la proposition 1.84).

Alors, en considérant(̃b′, b̃′′) ∈ CO(D) ⊂ C(D), la plus grande solution dansCO(D) de
L(ã′,ã′′)((x̃′, x̃′′)) = (ã′, ã′′) ⊗ (x̃′, x̃′′) � (̃b′, b̃′′) estL]

(ã′,ã′′)((̃b
′, b̃′′)) = (x̃′, x̃′′) = (ã′, ã′′)◦\(̃b′, b̃′′) =

(ã′◦\b̃′ ∧ ã′′◦\b̃′′, ã′′◦\b̃′′).

1.11.2 Dioïde d’intervalles

Définition 1.161 (Intervalle). Un intervalle fermé dans un dioïdeD, notéx = [x, x], est l’ensemble
satisfaisant

x = {x ∈ D | x � x � x} , (1.54)

où x, x ∈ D (x � x) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de l’inter-
vallex.

Remarque 1.162.Un intervalle pour lequelx = x est appelé un intervalle dégénéré. Les intervalles
dégénérés permettent de représenter des éléments sans incertitudes. Dans ce cas on identifiex avec ses
éléments, c.-à-d.x = x.



CHAPITRE 1 — Outils algébriques 47

Remarque 1.163.Soientx ety deux intervalles, on dira quex ⊂ y si et seulement siy � x � x � y.
En particulier,x = y si et seulement six = y etx = y.

Définition 1.164 (Ensemble des intervalles fermés d’un dioïde).On noteraI(D) l’ensemble des inter-
valles fermés du dioïdeD.

Proposition 1.165.SoitD un dioïde. L’ensembleI(D) des intervalles fermés deD muni des opérations
⊕ et⊗ définies par

x⊕y = [x⊕ y, x⊕ y] et x⊗y = [x⊗ y, x⊗ y]

est un dioïde.

Remarque 1.166.L’opération⊕ engendre une relation d’ordre canonique� dansI(D) :

x � y ⇐⇒ x � y et x � y dans D.

Proposition 1.167 ([Litvinov and Sobolevskĭı, 2001]). Pour toutx,y ∈ I(D) l’intervalle x⊕y (res-
pectivementx⊗y) est le plus petit intervalle deI(D) contenant l’ensemble{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} (res-
pectivement{x⊗ y | x ∈ x, y ∈ y}).

Démonstration.On considère l’intervallez de I(D) tel que{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z. On a alors
x⊕ y ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z etx⊕ y ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z.

Ainsi, z � x⊕ y etx⊕ y � z, c’est-à-dire,z � x⊕ y � x⊕ y � z.
Ce qui signifie que l’intervalle[x⊕ y, x⊕ y] = x⊕y ⊂ z.
Autrement dit, l’intervalle[x ⊕ y, x ⊕ y] est contenu dans tout intervalle contenant l’ensemble

{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Soit t ∈ {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} et x ∈ x, y ∈ y tels quet = x ⊕ y. D’après la définition d’un

intervalle,x � x � x ety � y � y.
De plus, comme dans un dioïde la loi⊕ est compatible avec l’ordre, on peut écrirex⊕ y � x⊕ y �

x⊕ y.
Ce qui signifie quet ∈ [x⊕ y, x⊕ y], c’est-à-dire{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ [x⊕ y, x⊕ y].
On peut donc conclure que[x ⊕ y, x ⊕ y] est le plus petit intervalle contenant l’ensemble

{x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Pour la loi⊗ la démonstration est analogue.

Remarque 1.168.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

x⊕y = {x⊕ y | x ∈ x, y ∈ y},
x⊗y = {x⊗ y | x ∈ x, y ∈ y}

peuvent être représentées en utilisant seulement les bornes des intervallesx et y. On peut alors donner
du sens à une expression comme

∀a ∈ a,∀b ∈ b,∀c ∈ c , a⊗ b⊕ c⊗ a

puisque l’on sait que le résultat de cette expression appartient à l’intervallea⊗b⊕c⊗a. Autre-
ment dit, l’ensemble{a ⊗ b ⊕ c ⊗ a | a ∈ a, b ∈ b, c ∈ c} est inclus dans l’intervalle[
(a⊗ b)⊕ (c⊗ a), (a⊗ b)⊕ (c⊗ a)

]
.
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Comme pour le dioïdeC(D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioïde des
intervallesI(D). En considérant l’applicationΠ isotone, l’image parΠ d’un intervallex est donnée par

Π(x) = {Π(x) | x ∈ x} .

Comme la fonctionΠ est isotone, on peut calculer les valeurs deΠ(x) directement à partir des bornes
de l’intervallex, c’est-à-direΠ(x) = [Π(x),Π(x)], et en particulierx∗ = [x∗, x∗].

Propriétés 1.169.Les applications isotones conservent l’inclusion d’intervalles. Par conséquent, soit
l’application Π définie surI(D), on a

x ⊂ y ⇒ Π(x) ⊂ Π(y). (1.55)

Démonstration.Soientx = [x, x] et y = [y, y] deux intervalles deI(D). On suppose quex ⊂ y, alors
on ay � x � x � y. Puisque l’applicationΠ est isotone, on obtient,Π(y) � Π(x) � Π(x) � Π(y). On
vérifie donc bien queΠ(x) ⊂ Π(y).

Définition 1.170. SoientD un dioïde complet et{xα} un sous-ensemble infini deI(D). On définit la
somme (infinie) des éléments de ce sous-ensemble par

⊕
α

xα =

[⊕
α

xα,
⊕

α

xα

]
(1.56)

Proposition 1.171.SiD est un dioïde complet, alorsI(D) est un dioïde complet en considérant la somme
infinie définie par(1.56).

Démonstration.SiD est complet, alors l’intervalle
⊕
α

xα défini par (1.56) appartient àI(D). Par ailleurs,

siD est complet, soitX ⊂ I(D) un ensemble vide, alors
⊕

X = [ε, ε] ety⊗
(⊕

X
)

=
(⊕

X
)
⊗y =

[ε, ε] pour touty ∈ I(D). Considérons maintenant le sous-ensemble non-videX = {xα} de I(D), on
vérifie aisément la propriété de distributivité infinie :

y⊗

(⊕
α

xα

)
=

[⊕
α

(
y ⊗ xα

)
,
⊕

α

(y ⊗ xα)

]
=
⊕

α

(y⊗xα)

de même pour
(⊕

αxα

)
⊗y =

⊕
α (xα⊗y) pour touty ∈ I(D). Ainsi, le dioïdeI(D) est complet si le

dioïdeD est complet.

Proposition 1.172 ([Litvinov and Sobolevskĭı, 2001]). L’intervalle
⊕

αxα contient l’ensemble
{
⊕

α xα | xα ∈ xα pour toutα} et c’est le plus petit intervalle deI(D) avec cette propriété. En par-
ticulier, les bornes de l’intervalle

⊕
αxα appartiennent à l’ensemble{

⊕
α xα | xα ∈ xα pour toutα}.

Démonstration.La preuve est similaire à la preuve de la proposition 1.167.

Proposition 1.173. SoitD un dioïde complet. L’applicationLa : I(D) → I(D),x 7→ a⊗x est rési-
duable. L’application résiduéeL]

a est donnée par

L]
a(b) = a◦\b = [a◦\b ∧ a◦\b, a◦\b].
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Démonstration.Soit Ψ : CO(D) → I(D), (x1, x2) 7→ [x1, x2] l’application qui à un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir définition 1.72) de
dioïdes puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la proposition 1.160 donne directement le résultat.

Remarque 1.174.On peut montrer de la même manière que l’applicationRa : I(D) → I(D),x 7→
x⊗a est résiduable.

Proposition 1.175. SoitK : x 7→ x∗ l’application définie sur un dioïde completI(D) (voir remarque
1.168). L’applicationImK|K est résiduable et sa résiduée est(

ImK|K
)] = IImK.

où IImK est l’injection canonique deImK dansI(D).

Démonstration.Immédiate en remarquant que l’applicationK est isotone, autrement dit,K(x) peut
aussi s’écrireK(x) = [K(x),K(x)]. On remarque donc que l’on se ramène au problème de la résidua-
tion de l’applicationK sur un dioïdeD complet. On peut donc appliquer directement le résultat de la
proposition 1.106 sur la résiduation de l’applicationImK|K définie sur un dioïde.

Remarque 1.176.D’après la proposition précédente, on peut déduire quex = a∗ est la plus grande
solution de l’inéquationx∗ = [x∗, x∗] � a∗ = [a∗, a∗].

1.11.3 Matrices d’intervalles

La généralisation en cas matriciel des définitions et des règles précédentes est naturelle. Une matrice
m× n d’intervalles est définie par

A = aij =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn


oùaij sont des éléments deI(D). L’ensemble des matrices d’intervalles sera noté(I (D))m×n, si I(D) est
un dioïde alors(I (D))m×n peut être muni d’une structure de dioïde (voir définition 1.54). Une matrice
n × 1 d’intervalles est un vecteur noté(I (D))n. Les matricesA = aij et A = aij sont appelées,
respectivement, la matrice inférieure et supérieure de la matrice d’intervallesA. En considérant l’ordre
canonique partiel, il est possible de donner une autre description des matrices d’intervalles. En effet,
La matriceA ∈ (I (D))m×n correspond aussi à l’intervalle[A,A] =

{
B ∈ Dm×n | A � B � A

}
si

A = aij etA = aij ∈ Dm×n et siA = aij � B = bij ce qui signifieaij � bij pour touti, j.
L’addition⊕ et la multiplication⊗ de matrices d’intervalles s’étendent naturellement au dioïde des

matrices d’intervalles. De même pour la résiduation à droite◦/ et à gauche◦\.

1.12 Résiduation duale dans un dioïde d’intervalles

Dans cette section, nous allons prouver qu’un couple d’applications dualement résiduables est éga-
lement dualement résiduable. Ensuite, nous introduisons un projecteur qui permettera d’appliquer la
résiduation duale dans le dioïde d’intervalle dans le cas où les applications définies sur les bornes d’in-
tervalles sont dualement résiduables.
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Définition 1.177. SoitD un dioïde, et(x′, x′′) ∈ C(D), les deux lois de composition internes∧ et�
sont données par les formules

(x′, x′′) ∧ (y′, y′′) = (x′ ∧ y′, x′′ ∧ y′′),
(x′, x′′)� (y′, y′′) = (x′ � y′, x′′ � y′′).

(1.57)

De même, pour les matrices(A′, A′′) avecA′ ∈ Dn×p et A′′ ∈ Dn×p, (B′, B′′) avecB′ ∈ Dn×p et
B′′ ∈ Dn×p et (C ′, C ′′) avecC ′ ∈ DP×q et C ′′ ∈ Dp×q , les deux lois de composition internes∧ et�
sont données par les formules

(A′, A′′) ∧ (B′, B′′) = (A′ ∧B′, A′′ ∧B′′),
(A′, A′′)� (C ′, C ′′) = (A′ � C ′, A′′ � C ′′).

(1.58)

Définition 1.178. Soit(x′, x′′) avecx′ ∈ Dn×p etx′′ ∈ Dn×p et(A′, A′′) avecA′ ∈ Dp×q etA′′ ∈ Dp×q.
Les applications notéesΓ(A′,A′′) etΛ(A′,A′′) sont définies deC(Dn×p) dansC(Dn×q) comme suit :

Γ(A′,A′′) : (x′, x′′) 7→ (A′, A′′)� (x′, x′′) = (A′ � x′, A′′ � x′′)
Λ(A′,A′′) : (x′, x′′) 7→ (x′, x′′)� (A′, A′′) = (x′ �A′, x′′ �A′′).

Proposition 1.179. Si tous les élémentsA′
ij et A′′

ij admettent des inverses alors l’applicationΓ(A′,A′′)

est dualement résiduable. De même pourΛ(A′,A′′).

Démonstration.Observons d’abord queΓ(A′,A′′)(>,>) = (A′, A′′) � (>,>) = (A′ � >, A′′ � >) =
(>,>)3, de plus, on a

Γ(A′,A′′)

(∧
α

(
x′α, x′′α

)
α

)
= (A′, A′′)�

∧
α

(
x′α, x′′α

)
α
,

= (A′, A′′)�

(∧
α

x′α,
∧
α

x′′α

)
α

,

=

(
A′ �

∧
α

x′α, A′′ �
∧
α

x′′α

)
α

,

puisque chaque élémentA′
ij etA′′

ij admettent des inverses, le lemme 1.124 conduit à :

Γ(A′,A′′)

(∧
α

(
x′α, x′′α

)
α

)
=

(∧
α

A′ � x′α,
∧
α

A′′ � x′′α

)
α

,

=
∧
α

(
A′ � x′α, A′′ � x′′α

)
α
,

=
∧
α

Γ(A′,A′′)

((
x′α, x′′α

)
α

)
.

Par conséquent, l’applicationΓ(A′,A′′) est semi-continue supérieurement ; elle est donc dualement rési-
duable (cf. théorème 1.113). On vérifie avec la même démarche que l’applicationΛ(A′,A′′) est dualement
résiduable.

Notation 1.180.On noteraΓ[
(A′,A′′)(x

′, x′′) = (A′, A′′)•\(x′, x′′) (resp.Λ[
(A′,A′′)(x

′, x′′) = (x′, x′′)•/(A′, A′′))
l’application résiduée duale deΓ(A′,A′′) (resp.Λ(A′,A′′)).

3Nous rappelons que>� ε = ε�> = >.
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Remarque 1.181.Concernant l’ensemble des couplesCO(D) (voir définition 1.157) il faut noter que les
opérations∧ et� sont des lois de compositions internes. En effet, pour tous couples(x̃′, x̃′′) et (ỹ′, ỹ′′)
deCO(D) on a

(x̃′, x̃′′) ∧ (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ ∧ ỹ′, x̃′′ ∧ ỹ′′) ∈ C(D)

de plus par isotonie de∧,

x̃′ � x̃′′ et ỹ′ � ỹ′′ ⇒ x̃′ ∧ ỹ′ � x̃′′ ∧ ỹ′′

autrement dit(x̃′ ∧ ỹ′, x̃′′ ∧ ỹ′′) ∈ CO(D). De même, par isotonie de�, on a

(x̃′, x̃′′)� (ỹ′, ỹ′′) = (x̃′ � ỹ′, x̃′′ � ỹ′′) ∈ CO(D).

Proposition 1.182. L’injection canoniqueICO(D) : CO(D) → C(D) est dualement résiduable. Sa rési-
duée duale sera notée (

ICO(D)

)[ : C(D) → CO(D).

Démonstration.Directe, puisqueCO(D) est un sous-treillis complet deC(D). La proposition 1.136
donne le résultat.

Remarque 1.183.Le calcul de cette projection est obtenu de la façon suivante. Soit un couple(x′, x′′) ∈
C(D), la projection est égale à

(I[
CO(D)

(
(x′, x′′)

)
= (x′, x′ ⊕ x′′) = (x̃′, x̃′′).

où(x′, x′⊕x′′) est le plus petit couple deCO(D) tel quex̃′ � x′, x̃′′ � x′′ et x̃′ � x̃′′. Par exemple, soit le

couple(9, 3) deC(Zmax), la projection de ce couple dansCO(Zmax) est donnée par
(
ICO(Zmax)

)[
((9, 3)) =

(9, 9⊕ 3) = (9, 9). De même, notons que
(
ICO(D)

)[
étant un projecteur on a

(x̃′, x̃′′) ∈ CO(D) ⇐⇒ (x̃′, x̃′′) =
(
ICO(D)

)[ ((x̃′, x̃′′)).

Proposition 1.184.Si chaque élément̃A′
ij etÃ′′

ij admet un inverse alors l’applicationCO(D)|Γ(Ã′,Ã′′)|CO(D)
:

CO(D) → CO(D) est dualement résiduable. Sa résiduée duale est donnée par(
CO(D)|Γ(Ã′,Ã′′)|CO(D)

)[

=
(
ICO(D)

)[ ◦ (Γ
(Ã′,Ã′′)

)[
◦ ICO(D).

Démonstration.D’après la proposition 1.179, l’applicationΓ(Ã′,Ã′′) définie surC(D) est dualement
résiduable, on a(

CO(D)|Γ(Ã′,Ã′′)|CO(D)

)[

=
(

CO(D)|Γ(Ã′,Ã′′) ◦ ICO(D)

)[

=
(
ICO(D)

)[ ◦ (CO(D)|Γ(Ã′,Ã′′)

)[
(par la proposition 1.116)

=
(
ICO(D)

)[ ◦ (Γ
(Ã′,Ã′′)

)[
◦ ICO(D) (par la proposition 1.137).

Alors, en considérant(B̃′, B̃′′) ∈ CO(D) ⊂ C(G), la plus petite solution dansCO(D) de
Γ

(Ã′,Ã′′)((x̃
′, x̃′′)) = (Ã′, Ã′′) � (x̃′, x̃′′) � (B̃′, B̃′′) est Γ[

(Ã′,Ã′′)
((B̃′, B̃′′)) = (x̃′, x̃′′) =

(Ã′, Ã′′)•\(B̃′, B̃′′) = (Ã′•\B̃′, Ã′•\B̃′ ⊕ Ã′′•\B̃′′).
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Définition 1.185. SoitD un dioïde et l’ensembleI(D) des intervalles fermés deD. Les opérations∧ et
� sont définies par

x∧y = [x ∧ y, x ∧ y] et x�y = [x� y, x� y].

Proposition 1.186.Pour toutx,y ∈ I(D) l’intervalle x∧y (respectivementx�y) est le plus petit inter-
valle deI(D) contenant l’ensemble{x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} (respectivement{x� y | x ∈ x, y ∈ y}).

Démonstration.On considère l’intervallez de I(D) tel que{x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z. On a alors
x ∧ y ∈ {x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z etx ∧ y ∈ {x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ z.

Ainsi, z � x ∧ y etx ∧ y � z, c’est-à-dire,z � x ∧ y � x ∧ y � z.
Ce qui signifie que l’intervalle[x ∧ y, x ∧ y] = x∧y ⊂ z.
Autrement dit, l’intervalle[x ∧ y, x ∧ y] est contenu dans tout intervalle contenant l’ensemble

{x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Soit t ∈ {x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} et x ∈ x, y ∈ y tels quet = x ∧ y. D’après la définition d’un

intervalle,x � x � x ety � y � y.
De plus, comme dans un dioïde la loi∧ est compatible avec l’ordre, on peut écrirex ∧ y � x ∧ y �

x ∧ y.
Ce qui signifie quet ∈ [x ∧ y, x ∧ y], c’est-à-dire{x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y} ⊂ [x ∧ y, x ∧ y].
On peut donc conclure que[x ∧ y, x ∧ y] est le plus petit intervalle contenant l’ensemble

{x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y}.
Pour la loi� la démonstration est analogue.

Remarque 1.187.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

x∧y = {x ∧ y | x ∈ x, y ∈ y},
x�y = {x� y | x ∈ x, y ∈ y}

peuvent être représentées en utilisant seulement les bornes des intervallesx ety.

Comme pour le dioïdeC(D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioïde des
intervallesI(D). En considérant l’applicationΠ isotone, l’image parΠ d’un intervallex est donnée par

Π(x) = {Π(x) | x ∈ x} .

Comme la fonctionΠ est isotone, on peut calculer les valeurs deΠ(x) directement à partir des bornes
de l’intervallex, c’est-à-direΠ(x) = [Π(x),Π(x)], et en particulierx∗ = [x∗, x∗].

Proposition 1.188.SoitD un dioïde complet. Si les bornes de l’intervallea admettent des inverses alors
l’application Γa : I(D) → I(D),x 7→ a�x est dualement résiduable. L’application résiduée dualeΓ[

a

est donnée par
Γ[

a(b) = a•\b = [a•\b, a•\b⊕ a•\b].

Démonstration.Soit Ψ : CO(D) → I(D), (x1, x2) 7→ [x1, x2] l’application qui à un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir définition 1.72) de
dioïdes puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la proposition 1.160 donne directement le résultat.

Remarque 1.189.On peut montrer de la même manière que l’applicationΛa : I(D) → I(D),x 7→
x�a est dualement résiduable si les bornes de l’intervallea admettent des inverses.
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Lemme 1.190.Soit deux matrices d’intervallesA ∈ Dn×p, B ∈ Dn×n et X ∈ Dp×q une matrice
d’intervalles dégénérés . Si chaque borne des élémentsBij admet un inverse alors on a :

B•\(A⊗X) = (B•\A)⊗X. (1.59)

Démonstration.Nous rappelons qu’un intervalle dégénéréX = [X ′, X ′′] est tel queX ′ = X ′′

B•\(A⊗X) = [B′, B′′]•\[A′ ⊗X, A′′ ⊗X]
= [B′•\(A′ ⊗X), (B′•\(A′ ⊗X))⊕ (B′′•\(A′′ ⊗X))]
= [(B′•\A′)⊗X, ((B′•\A′)⊗X)⊕ ((B′′•\A′′)⊗X)] voir proposition 1.129
= [(B′•\A′)⊗X, ((B′•\A′)⊕ (B′′•\A′′))⊗X)] par distributivité de⊗ par rapport à⊕
= [(B′•\A′), (B′•\A′)⊕ (B′′•\A′′)]⊗X

= (B•\A)⊗X.

1.13 Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons présenté les outils mathématiques utilisés par la suite. Après un
bref rappel sur la structure algébrique des dioïdes, la théorie de la résiduation et la résiduation duale ont
été présentées. Cette théorie permet de donner une alternative à la notion d’inverse pour les applications
définies sur des ensembles ordonnés, elle sera utilisée pour calculer la commande des systèmes modéli-
sable par un graphe d’événement P-temporel. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous avons donné
un ensemble de définitions et de propositions sur les dioïdes d’intervalles pour aborder la commande des
systèmes modélisables par un graphe d’événement P-temporel incertain.





CHAPITRE2
Modélisation des

graphes d’événements
P-temporel

Dans la littérature, de nombreuses classes de modèle sont proposées pour l’étude des systèmes dy-
namiques. Le choix d’un type de modèle est fonction des objectifs recherchés et de la nature du système
considéré. Dans le cas des systèmes à événements discrets (SED), plusieurs concepts de modélisation
ont été élaborés : par exemple, les chaînes de Markov [Baynat, 2000], les files d’attentes [Baynat, 2000],
les réseaux de Petri stochastiques pour les systèmes stochastiques [Ciardo et al., 1997], ou les réseaux de
Petri déterministes pour les systèmes déterministes [Murata, 1989, Proth and Xie, 1995].

Les réseaux de Petri constituent un outil graphique et mathématique qui s’applique à un grand nombre
de domaines où les notions d’événements et d’évolutions simultanées sont importantes.

Cette théorie est encore toute jeune puisqu’elle est née de la thèse , intitulée Communication avec
des Automates, que Carl Adam Petri a presenté en 1962 à l’Université de Darmstadt.

Parmi les aplications on peut citer : l’évaluation des performances des systèmes discrets, les proto-
coles de communication, la commande des ateliers de fabrication, la conception de logiciel temps-reél
et/ou distribué, les systèmes d’information (organisation des entreprises), les interfaces homme-machine.

Certains systèmes mettant uniquement en jeu des phénomènes de synchronisation et de saturation
peuvent être modélisés par une classe des réseaux de Petri, appelée classe des graphes d’événements tem-
porisés (GET). Ces derniers admettent une représentation linéaire dans la structure algébrique de dioïde
présenté dans le chapitre précédant. Cette représentation est bien adaptée pour aborder, par exemple, les
problèmes de commande ou d’évaluation de performances.

L’objectif de ce chapitre est d’établir un modèle mathématique qui reflète le comportement dyna-
mique des modèles considérés dans ce rapport, à savoir, les graphes d’événements P-temporel, notés
GEP-T

Ce chapitre est organisé en trois parties :
• La section 2.1 fait un rappel sur les réseaux de Petri.
• Les sections 2.2, 2.3 et 2.4 donnent un résumé bref sur la modélisation des GET discrets dans le

dioïdeMax
in [[γ, δ]].

• La classe des GET incertains ou T-temporel est présentée dans la section 2.6.
Les deux derniers points constituent les contributions majeures de ce chapitre.

• La classe des GEP-T est introduite dans la section 2.7 En utilisant une représentation non linéaire
dans le dioïdeMax

in [[γ, δ]].
• Une extension de cette classe de modèle au cas incertain est présentée dans la section 2.8.

55
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2.1 Rappel sur les réseaux de Petri

Dans cette section, on va rappeler quelques définitions et propriétés liées aux réseaux de Petri.

Définition 2.1 (Réseau de Petri).Un réseau de Petri (RdP) est un graphe biparti constitué de places,
de transitions et d’arcs orientés qui relient les transitions aux places et les places aux transitions. Il est
représenté par un quadrupletR =< P, T , P ré, Post > où :

• P : ensemble fini de placesP = (p1, p2, . . . , pm), avecm = card(P).
• T : ensemble fini de transitionsT = (t1, t2, . . . , tn), avecn = card(T ).
• Pré : application deP ×T → N correpondant aux arcs (directs) reliant les places aux transitions.
• Post : application deT × P → N correpondant aux arcs directs reliant les transitions aux places.
On noterat0(resp.0t) l’ensemble des places de sortie (resp. d’entrée) de la transitiont.
De mêmep0(resp.0p) désignera l’ensemble des transitions de sortie (resp. d’entrée) de la placep.

Définition 2.2 (RdP marqué). Un Rdp marqué est un couple< R,M > où :
• R est un RdP.
• M est une application qui associe à chaque placep du RdP un nombre de marques.

M : P → N
p 7→ M(p)

M(p) désigne le nombre de marques (jetons) contenues dans la placep.

Un exemple de graphe associé à un réseau de Petri est donné par la figure 2.1.

Exemple 2.3. Le RdP de la figure 2.1 représente un système, par exemple informatique, où2 tâches
requièrent une même ressource renouvelable.

Figure 2.1 – RdP modélisant le comportement d’un système à ressource partagée.

Les places sont iciP = {p1, p2, p3} et les transitionsT = {t1, t2, t3, t4}. On a

Pré(p1, t3) = 1 Post(t1, p1) = 1
Pré(p2, t1) = 1 Post(t2, p3) = 1
Pré(p2, t2) = 1 Post(t3, p2) = 1
Pré(p3, t4) = 1 Post(t4, p2) = 1
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Le marquageM représenté ici estM(p2) = 1,M(p1) = M(p3) = 0.

Un jeton dans la placep2 signifie que la ressource est disponible. Un jeton dans la placep1 (resp.
p3) signifie que la tâchea (resp. b) dispose de la ressource commune. Les événements associés aux
transitionst1 et t2 signifient respectivement "réservation de la ressource par la tâchea" ou "réservation
de la ressource par la tâcheb", et ceux associés àt3 et t4 concernent la restitution de la ressource.

2.1.1 Tir des transitions

L’évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fait selon le proces-
sus d’activation (ou de tirage) des transitions décrit ci-après. Étant donné un réseauR et un marquage
M, on dit que la transitiont ∈ T est franchissable pourM si l’on a

∀p ∈ P, M(p) ≥ Pré(p, t).

Lorsque cette condition est satisfaite, l’activation (le tirage) de la transitiont ∈ T conduit à un nouveau
marquageM′ défini par :

M′(p) = M(p)− Pré(p, t) + Post(t, p). (2.1)

Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de Petri de la figure 2.1, en partant du marquageM0 =
(0, 1, 0) (oùM(p1) = 0,M(p2) = 1,M(p3) = 0), on atteint par tirage de la transitiont1 le marquage
M1 = (1, 0, 0) ; puis à partir deM1, par tirage de la transitiont3 on obtient le marquageM2 = (0, 1, 0)
et ainsi de suite ; sur la figure 2.2, on peut voir l’évolution du marquage du réseau de Petri.

Figure 2.2 – Évolution du marquage d’un réseau de Petri.

Plus généralement, pour un Rdp, en posant,W− = [Pré(pi, tj)] (la matrice d’incidence avant),
W+ = [Post(tj , pi)] (la matrice d’incidence arrière),W = W+ − W− (la matrice d’incidence) et
en considérantS une séquence de franchissements réalisables à partir d’un marquageMi, il est alors
possible de donner l’équation fondamentale suivante :

Mk = Mi + W.S,
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où S est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissementS, c’est-à-dire un vecteur dont
la dimension est égale au nombre des transitions du réseau de Petri et dont la composante numéroj
correspond au nombre de franchissements de la transitiontj de la séquenceS. Dans l’exemple précédent
où la séquence des deux premiers tirs était”S = t1, t3”, le vecteur caractéristique est égal àS =
(1, 0, 1, 0).

Remarque 2.4.L’équation fondamentale traduit la dynamique de fonctionnement du réseau de Petri.

2.1.2 Ensemble des marquages accessibles

Soit N = (R,M0) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessiblesA(R ;M0) d’un
réseau de Petri marqué est l’ensemble des marquages que l’on peut atteindre à partir du marquage initial
M0 par une séquence de franchissement, c.-à-d.

A(R ;M0) = {Mi, ∃tM0
t→Mi}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe. Les sommets de ce
graphe correspondent aux marquages accessibles deA(R ;M0). Un arc orienté relie deux sommets
Mi etMj s’il existe une transitiont franchissable permettant de passer d’un marquage à un autre :

Mi
t→ Mj . La figure 2.3 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri de la

figure 2.1 avec un marquage initialM0 = (0, 1, 0).

Figure 2.3 – Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de la figure 2.1.

2.1.3 Modélisation des systèmes à événements discrets

Le formalisme des réseaux de Petri est relativement puissant, il permet de représenter une grande
variété de comportement des systèmes réels mettant en jeu des phénomènes de concurrence et de syn-
chronisation. Sur la figure 2.4, nous avons représenté quatre structures de réseaux de Petri permettant de
décrire ces phénomènes.

• la figure 2.4.(a) représente une structure dechoix. La placep1 a deux transitions en aval, notéest1
et t2. Le tir det1 ou det2 consommera le jeton de la placep1 et exclura donc le tir de l’autre. Une
telle configuration permet de modéliser un phénomène deconcurrence à la consommationcomme
par exemple le partage d’un processeur entre tâches concurrentes dans un système informatique ;

• la configuration de la figure 2.4.(b) permet de représenter une concurrence à l’apport de jetons
dans une place, icip1 ;
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• la configuration de la figure 2.4.(c) permet de modéliser un phénomène desynchronisation. La
transitiont1 n’est franchissable que lorsque les placesp1 et p2 contiennent toutes les deux au
moins un jeton ;

• dans la structure de la figure 2.4.(d), l’apport de jetons dans les placesp1 etp2 est synchronisé par
le tir de la transitiont1 et permet, par exemple, de modéliser l’initiation simultanée de différentes
tâches dans un système à événements discrets.

(a) concurrence à
la consommation

(b) concurrence à
la production

(c) synchroni-
sation dans la
consommation

(d) synchroni-
sation dans la
production

Figure 2.4 – Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.1.4 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé à un RdP fournit des indications essentielles sur le fonctionnement
du système qu’il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou infini, qu’il présente ou non
des circuits, il reflète certaines des propriétés caractéristiques du système modélisé.

Définition 2.5 (Bornitude). Une placep ∈ P d’un réseau de Petri marqué(R,M0) estk-bornée (k ∈
N) si pour tout marquage accessibleM ∈ A(R;M0), le marquage de cette place vérifieM(p) ≤ k.
Dans le cas contraire, nous dirons quep est non-bornée. Enfin sip est1-bornée, on dit quep est binaire
(safe). Si on considère le Réseau de Petri de la figure 2.1 on voit que pour le marquage initialM0 les
placesp1, p2 etp3 sont binaires (1-bornées) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’un RdP modélise un système manufacturier, certaines places représentent des convoyeurs ou
bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude du marquage du modèle est alors synonyme de
limitation de la taille des stocks internes du système. La bornitude du RdP reflète alors en quelque sorte
une propriété de "stabilité" du système de production modélisé.

Définition 2.6 (Vivacité). Étant donné un réseau de PetriR et un marquage initialM0, une transition
t estvivantepour le réseau marqué(R,M0) si pour tout marquageM accessible depuisM0, il existe
une suite de transitionss, comportant au moins une fois la transitiont, et telle ques soit franchissable
pourM.

Un réseau de Petri marqué(R,M0) est ditvivantsi toutes ses transitions sont vivantes.

La non-vivacité révèle souvent un problème de conception du système modélisé ; elle montre qu’une
partie du système n’est, à partir d’un état donné, plus sensible aux événements externes.



60 CHAPITRE 2 — Modélisation des graphes d’événements P-temporel

2.2 Les graphes d’événements temporisés

Suite à cette présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérêt va maintenant se porter sur une
structure particulière des RdP qui permet la modélisation des systèmes où interviennent des phénomènes
de synchronisation et de délai (les phénomènes de conflits étant supposés résolus au préalable).

Définition 2.7 (Graphe d’événements).Un graphe d’événements est un réseau de Petri tel que toute
placep ∈ P a exactement une transition amont et une transition aval.

Notons que les graphes d’événements ne permettent pas de modéliser les situations de concurrence
telles que celles illustrées par les figures 2.4.(a) et 2.4.(b). Néanmoins, cette sous-classe de réseaux
de Petri est intéressante pour de nombreuses applications où l’on doit essentiellement modéliser des
contraintes desynchronisation(voir figure 2.4.(c) et figure 2.4.(d)) entre plusieurs processus.

2.2.1 Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons brièvement quelques caractéristiques des graphes d’événements au travers des pro-
positions suivantes.

Proposition 2.8. Dans un graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit élémentaire est constant.

Démonstration.Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemin qui commence et se termine au
même sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant à un circuit élémentaire est franchie,
son franchissement prend un jeton dans une des places amont du circuit pour le remettre immédiatement
dans une autre place aval du circuit. L’opération de franchissement d’une transition d’un circuit laisse
donc invariant le nombre de jetons du circuit.

Proposition 2.9. SoitR un graphe d’événements etM0 son marquage initial, alors(R,M0) est vivant
si et seulement si tout circuit élémentaire contient une place initialement marquée.

Démonstration.Supposons qu’un circuit élémentaire d’un graphe d’événements ne soit pas initialement
marqué. En référence à la proposition 2.8, ce circuit ne contiendra jamais de jeton et donc toutes ses
transitions sont en permanence non franchissables : le graphe d’événements n’est donc pas vivant.
Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition morte (qui n’est jamais tirée) pos-
sède obligatoirement en amont une transition également morte. En remontant ainsi d’une transition morte
à une autre située en amont, on aboutit inéluctablement à une transition appartenant à un circuit, circuit
qui est donc nécessairement sans jeton.

2.2.2 Les graphes d’événements temporisés

Un graphe d’événements est dittemporisé(GET) si à chaque placep ∈ P est associée un temps
θ(p), où θ : P → N est l’application qui à toute placep ∈ P associe sa temporisation. Un tempsθ(p)
est interprété comme la durée minimale de séjour d’un jeton dans la placep ; par exemple pour le graphe
d’événements temporisé de la figure 2.5, le marquage initial de la place située entre les transitionsx1 et
x2 étant nul, si la transitionx1 est franchie à la datet0, la transitionx2 n’est pas franchissable avant la
datet0 + 3. De même, à chaque transitiont ∈ T il est possible d’associer un tempsθ(t) représentant la
durée minimale d’activation de la transitiont. Il a été montré qu’il est toujours possible de se ramener au
cas où seules les places sont temporisées (cf. [Murata, 1989]).
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Exemple 2.10.Le graphe d’événements temporisé de la figure 2.5 peut représenter une cellule de pro-
duction fonctionnant comme suit : une machineM capable d’usiner deux pièces à la fois (les2 jetons
dans la placeP2 signifient que les2 ressources d’usinages de la machine sont libres). Les pièces sont
amenées à un stock amantP1 de capacité infinie, l’usinage d’une pièce est représenté par la présence
d’un jeton dans la placeP3, le traitement d’une pièce prend au moins3 unités de temps. A l’issue du
traitement, la pièce finie est déposée dans un stock avalP4 de capacité infinie et la machine ayant traité
la pièce redevient disponible (1 jeton revient dansP2), en attendant une nouvelle pièce.

Figure 2.5 – Modèle GET d’une machine.

Remarque 2.11.Notons qu’au plus deux pièces peuvent être simultanément traitées, puisque d’après la
proposition 2.8, le nombre de jetons dans un circuit est constant. Sur cet exemple, le régime permanent est
périodique : deux pièces sont traitées toutes les3 unités de temps, ce qui conduit à un taux de production
de 2

3 .

2.3 Représentation d’état des graphes d’événements temporisés

A la différence du modèle d’état classiquement associé à un RdP où l’état considéré est la varia-
tion du marquage, l’équipe(max,+) de l’INRIA a proposé dans [Cohen et al., 1985] une modélisation
considérant les dates de franchissement des transitions pour pouvoir discuter des performances du sys-
tème temporisé, c’est-à-dire déterminer son régime transitoire et/ou son régime permanent et le taux de
production.

2.3.1 Dateurs, forme implicite

Un dateur est une application croissante qui associe à chaque transitioni, un dateurxi : Z → Zmax

où, pour toutk ∈ Z, xi(k) ∈ Zmax désigne la date à laquelle se produit lekième franchissement de la
transitioni. Par convention, les événements (les tirs des transitions) seront numérotés à partir de0 ; le tir
n˚0 est le premier tir d’une transition. De plus,xi(k) = +∞ signifie, par convention, que l’événement
numéroték, ainsi que les événements suivants n’ont jamais eu lieu. D’autre part, les jetons présents dans
le graphe d’événements temporisé seront supposés disponibles depuis "l’origine des temps" c’est-à-dire
depuis la date−∞.

Pour introduire la mise en équation d’un graphe d’événements temporisé, on considère les exemples
élémentaires de la figure 2.6, constitués de trois transitionst1, t2 et t3 et de deux placesp1 et p2 tempo-
risées avecθ(p1) = 1 etθ(p2) = 3.
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(a) (b)

Figure 2.6 – Principe de la mise en équation du fonctionnement d’un graphe d’événements temporisé

Sur la figure 2.6.(a), aucun jeton n’est présent initialement dans les places. La date au plus tôt de la
kième activation de la transitiont3 est donc conditionnée par la date de lakième activation det1 et de la
date de lakième activation det2. De plus il faut tenir compte du temps de séjour minimal d’un jeton dans
p1 et dansp2. Nous devons donc avoir

x3(k) ≥ 1 + x1(k) et x3(k) ≥ 3 + x2(k).

Finalement, on obtient donc pourx3(k) l’inéquation

x3(k) ≥ max (1 + x1(k), 3 + x2(k)) .

La figure 2.6.(b) représente une situation plus générale, des jetons sont présents dans certaines places
à l’instant initial. Dans cette situation, la date au plus tôt de lakième activation det3 est conditionnée par
la date au plus tôt de la(k − 1)ième activation det1 (car un jeton est présent initialement dansp1) et par
la date au plus tôt de la(k − 2)ième activation det2 (car deux jetons sont présents initialement dansp2).
L’inéquation pourx3(k) peut alors s’écrire

x3(k) ≥ max (1 + x1(k − 1), 3 + x2(k − 2)) .

En appliquant ce principe au graphe de la figure 2.5, on obtient le système
x1(k) ≥ max (x2(k − 2), u(k))
x2(k) ≥ 3 + x1(k)
y(k) ≥ x2(k)

Dans le dioïdeZmax = (Z ∪ {+∞,−∞},max,+) où a ⊕ b = max(a, b) et a ⊗ b = a + b, ε =
−∞, e = 0, le système précédent se met sous la forme

x1(k) � x2(k − 2)⊕ u(k)
x2(k) � 3⊗ x1(k)
y(k) � x2(k)

ou encore, matriciellement, cela s’écrit
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
(

x1(k)
x2(k)

)
�

(
ε ε
3 ε

)(
x1(k)
x2(k)

)
⊕
(

ε ε
ε ε

)(
x1(k − 1)
x2(k − 1)

)
⊕
(

ε e
ε ε

)(
x1(k − 2)
x2(k − 2)

)
⊕
(

e
ε

)
u(k)

y(k) �
(
ε e

)(x1(k)
x2(k)

)
.

Soit un système d’inégalités de la forme

x(k) � A0 ⊗ x(k)⊕A1 ⊗ x(k − 1)⊕A2 ⊗ x(k − 2)⊕B ⊗ u(k) (2.2a)

y(k) � C0x(k) (2.2b)

Alors, en notantM0(pi) le marquage initial pour toute placepi ∈ P et en posantM = max
pi∈P

(M0(pi)),

on obtient d’une manière générale un système de la forme :

x(k) �
M⊕

i=0

Aix(k − i)⊕
M⊕

j=0

Bju(k − j), (2.3a)

y(k) �
M⊕

l=0

Clx(k − l). (2.3b)

2.3.2 Forme explicite "ARMA", forme d’état

Dans le système d’inéquations (2.3) apparaît une inégalité sur l’étatx(k) et sur la sortiey(k). Cette
représentation n’est pas pleinement satisfaisante ; cependant un cas "limite" de fonctionnement appelé
fonctionnement au plus tôt peut être considéré. L’étude du fonctionnement "au plus tôt" 1 des graphes
d’événements temporisés est équivalent à l’étude des solutions minimales du système d’inéquations aux
dateurs (2.3).

Pour résoudre le système d’inéquations aux dateurs (2.3), on utilise les résultats du corollaire 1.100
sur la résolution de systèmes du typex = ax⊕ b, la plus petite solution de(2.3a) étant donnée par

x(k) =
M⊕

i=1

Aix(k − i)⊕
M⊕

j=0

Bju(k − j), (2.4)

où A1 = A∗
0A1, A2 = A∗

0A2, . . . , B0 = A∗
0B0, . . .. D’après le corollaire 1.100, la plus petite solu-

tion de (2.3a) satisfait l’égalité, c’est-à-dire que l’équation (2.4) définit l’ensemble des dates au plus
tôt pour le fonctionnement du système. Ainsi, à partir de la donnée de la suite des vecteurs de com-
mandeu(1), u(2) . . . et de l’état initialx(0), (2.4) permet de déterminer successivement toutes les valeurs
x(1), x(2), . . . du vecteur d’état. L’équation(2.4) est l’analogue d’un modèle ARMA2.

A partir de la forme ARMA (2.4), il est toujours possible de passer à la forme suivante dite d’état :

x(k) = Ax(k − 1)⊕Bu(k) (2.5a)

y(k) = Cx(k) (2.5b)

1i.e. les transitions sont franchies dès qu’elles sont franchissables.
2Auto-Régressif à Moyenne Ajustée (Auto Regressive-Moving Average en anglais).
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Pour cela, il faut exprimer un graphe d’événements temporisé dont le comportement est équivalent à
celui représenté par (2.4) et tel que les matricesAi soient nulles pouri 6= 1 et tel que les matricesBj , Cl

soient nulles pouri, j > 0. Pour le graphe d’événements temporisé cela signifie :

• toute place située entre deux transitions internes doit contenir exactement un jeton ;

• toutes les places situées entre une transition source et une transition interne doivent être sans jeton ;

• toutes les places situées entre une transition interne et une transition puits doivent être sans jeton.

Ce qui revient à augmenter le vecteur d’état du système.

Par analogie avec la théorie des systèmes dynamiques linéaires, l’équation (2.5a) est l’équation d’état,
l’équation (2.5b) est l’équation d’observation (ou de sortie),x(.) ∈ Zn

max est le vecteur d’état,u(.) ∈
Zp

max est le vecteur d’entrée ou de commande ety(.) ∈ Zq
max est le vecteur de sortie ou d’observation.

De même on appelleA ∈ Zn×n
max la matrice d’état ou matrice dynamique,B ∈ Zn×p

max la matrice d’entrée
ou de commande,C ∈ Zq×n

max la matrice de sortie ou d’observation.

Remarque 2.12.En théorie des systèmes dynamiques linéaires, les équations d’état sont considérées
dans le domaine temporel (i.e. les systèmes sont décrits par des fonctions du tempst). L’analogue
consiste ici à associer à une transitionx ∈ T , la fonction t 7→ x(t) qui indique le nombre de tirs
de la transitionx ayant eu lieu jusqu’à la datet. Cette variable est appelée un "compteur" associé à la
transitionx. Ainsi, pour l’exemple de la figure 2.5, en associant à chaque transitionx (resp. :u, y) une
variablex(t) (resp. :u(t), y(t)) représentant le nombre de tirs de la transitionx (resp. :u, y) jusqu’à
l’instant t, on obtient le système d’inégalités suivant :

x1(t) ≤ min (2 + x2(t), u(t))
x2(t) ≤ x1(t− 3)
y(t) ≤ x2(t)

Avec les notations du dioïdeZmin = (Z ∪ {+∞,−∞},min,+) (oùa⊕b = min(a, b) eta⊗b = a+b
et aveca � b ⇔ a⊕ b = a ⇔ a ≤ b), on peut écrire

x1(t) � 2⊗ x2(t)⊕ u(t)
x2(t) � x1(t− 3)
y(t) � x2(t)

En suivant la même démarche que pour les dateurs, on obtient un système pouvant s’écrire comme
(2.5), mais cette fois dans le dioïdeZmin et relativement aux fonctions compteurs. Les dioïdesZmax et
Zmin fournissent donc deux systèmes d’inégalités qui permettent de manière équivalente d’étudier la
dynamique du système modélisé.

2.3.3 Quelques éléments de théorie spectrale des matrices(max, +)

Dans cette partie, on rappelle certaines propriétés des matrices carrées à coefficients dans un dioïde.
Un des résultats essentiels est, pour une matriceA irréductible, l’existence d’une propriété decyclicité
de la formeAn+c = λc ⊗ An, pourn assez grand, et oùλ est l’unique valeur propre de la matriceA
permet de quantifier "l’évolution moyenne" de l’état du système. Un champ d’application apparent pour
cette propriété est l’évaluation de performance des systèmes dynamiques à événements discrets. Nous
verrons que pour un GET en régime autonome, la cyclicité de la matriceA permet d’établir que celui-ci
atteint un régime périodique après un régime transitoire.
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Le lecteur trouvera une démonstration de ces résultats dans [Gondran and Minoux, 2001,§6],
[Baccelli et al., 1992,§3.2.4],[Gaubert, 1992, Gaubert, 1995] et [Terrason et al., 1998].

Considérons le système autonome suivant :

x(k) = Ax(k − 1) = Akx(0), (2.6)

Le problème de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres de la matrice carréeA s’exprime
comme la recherche de couples(λ, ν) où ν (avecν 6= ε) est appelévecteur propredeA pour lavaleur
propreλ, tels que

A⊗ ν = λ⊗ ν.

Pour l’évolution de l’état du système autonome, siλ est valeur propre deA et six(0) le vecteur d’état
initial est vecteur propre deA alors

x(k) = λx(k − 1) = λkx(0)

soit dans l’algèbre usuelle, pour chacune des transitioni du GET

xi(k) = λ + xi(k − 1) (2.7)

autrement dit, toutes les variables d’état sont incrémentées deλ lorsquek est incrémenté de1, l’inter-
prétation physique de(2.7) pour un GET représentant un système de production (cf. figure 2.5) serait de
dire qu’une pièce est produite toutes lesλ unités de temps ;λ est donc l’inverse du taux de production,
c’est-à-dire le temps de cycle du GET. Pour ce cas particulier oùx(0) est un vecteur propre deA, le
régime permanent est atteint, sans passer par une phase de régime transitoire.

Théorème 2.13.Une matriceA ∈ (Zmax)
n×n irréductible3 admet une unique valeur propreλ égale au

rayon spectral

λ = ρ(A) =
n⊕

k=1

tr
(
Ak
)1/k

(2.8)

où tr
(
Ak
)

désigne la trace de la matriceAk, c’est-à-dire la somme (au sens de⊕) de ses éléments
diagonaux.

Remarque 2.14 (Cas réductible).Le cas plus général oùA est réductible a été également traité dans
[Gaubert, 1992]. Les résultats énoncés dans le cas réductible s’appuient sur une décomposition du
graphe de précédence deA en composantes fortement connexes, et une étude séparée de chacune des
composantes. Ce qui se dégage de cette étude est qu’il n’y a plus nécessairement unicité de la valeur
propre lorsqueA est réductible.

Remarque 2.15. Pour le calcul effectif du rayon spectral de la matriceA ∈ (Zmax)
n×n plusieurs

méthodes sont envisageables. Une méthode simple consiste à évaluer la formule(2.8). Une autre mé-
thode permettant de calculer la valeur propre d’une matrice consiste à appliquer un résultat dû à R.M
Karp (voir [Baccelli et al., 1992,§2.2.3],[Gondran and Minoux, 1985]). En outre, une autre classe de
méthodes, dites d’itérations sur les politiques, sont plus rapides que l’algorithme de Karp ; le lecteur
intéressé pourra se reporter à [Terrason et al., 1998].

Le théorème qui suit montre qu’il est également possible de caractériser le taux de production direc-
tement à partir du graphe d’événements temporisé.

3G(A), le graphe de précédence associé àA, est fortement connexe.
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Théorème 2.16.Le taux de productionσ d’un graphe d’événements temporisé est caractérisé par

σ = min
circuits élémentaires

N(ci)
T (ci)

, (2.9)

où N(ci) dénote le nombre total de jetons du circuiti et T (ci) la somme des temporisations des places
du circuit i.

Exemple 2.17.Pour le GET de la figure 2.5, on a

σ =
2
3
.

Remarque 2.18.Cette méthode de calcul, consistant à énumérer les circuits du graphe et à calculer
leur poids moyen, n’est praticable que pour des petits graphes.

Théorème 2.19.[Cohen et al., 1983] Pour une matrice irréductibleA ∈ (Zmax)
n×n de valeur propre

λ, il existe deux entiersK et c tels que

∀k ≥ K, Ak+c = λc ⊗Ak,

l’entier c est appelé cyclicité deA.

Dans l’arithmétique traditionnelle, le théorème précédent signifie que, après un régime transitoire de
longueurK, le régime devient périodique, c’est-à-dire que

∀i , xi(k + c) = xi(k) + cλ.

2.4 Relation entrée-sortie d’un GET

Dans cette partie, on présente les différentes représentations les plus communément rencontrées dans
la littérature. Comme en théorie conventionnelle, tout système linèaire sur un dioïde peut être représenté
par sa réponse impulsionnelle. Pour les systèmes linéaires stationnaires, la relation entrée-sortie peut
aussi être définie par une fonction de transfert. Les différentes méthodes de commande que nous déve-
lopperons dans les chapitres suivants s’appuient essentiellement sur une représentation entrée-sortie des
systèmes.

2.4.1 Réponse impulsionnelle

Partant de la forme d’état(2.5), le développement de la récurrence∀p ∈ N donne

y(k) = Cx(k)
= CAx(k − 1)⊕ CBu(k)
= CA2x(k − 2)⊕ CABu(k − 1)⊕ CBu(k)
= . . .

= CApx(k − p)⊕
p−1⊕
i=0

CAiBu(k − i).

En adoptant la conventionx(k) = ε et u(k) = ε pourk < 0, c’est-à-dire des conditions initiales
nulles, on peut réécrire le comportement entrée-sortie du GET

y(k) =
⊕
i∈Z

h(i)⊗ u(k − i) (2.10)
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avec

h(i) =
{

ε si i < 0
CAiB sinon.

(2.11)

Il est possible de donner une interprétation des termes de la matriceh ∈ (Zmax)
q×p, oùq représente

le nombre de sorties etp le nombre d’entrées. L’élémenthij(k) est simplement la date duki-ème tir de la
sortieyi(.) dépendant de l’entréeuj(.) du type

uj(k) =
{

ε si k < 0
e sinon

(2.12)

toutes les autres entrées étantul(k) = ε, ∀l 6= j ∈ Z.
Une telle entréeuj(.) qui correspond au tir d’une infinité de jetons à la date0, peut être interprétée

comme l’équivalent d’uneimpulsionappliquée à l’entréeuj du GET et l’élémenthij(k) est alors la ré-
ponse impulsionnelle correspondante.

En considérant un GET mono-entrée mono-sortie, on peut remarquer que la sortie (2.10) correspond
alors à une convolution, plus exactement une sup-convolution (dans l’algèbre traditionnelle) de la réponse
impulsionnelle par l’entrée

y(k) =
⊕
i∈Z

h(i)⊗ u(k − i) = max
i=0,...,k

(h(i) + u(k − i)) def= (h ∗ u)(k). (2.13)

On remarque la forte analogie avec la relation entrée-sortie d’un système linéaire continu.

2.4.2 La transformée enγ et enδ

On présente ici une transformée sur les signaux qui joue un rôle analogue aux transformées de Fourier
ou Laplace pour les systèmes en temps continu et à la transformée enz dans la théorie conventionnelle
des signaux en temps discret. Cette transformée consiste à représenter un signal par une série formelle
en une indéterminée. On montre aisément que le produit de convolution de deux signaux est transformé
en un produit des séries formelles correspondantes. En particulier, le produit de convolution d’un signal
d’entrée et de la réponse impulsionnelle, qui permet de calculer la sortie de tout système stationnaire, est
transformé en un produit de la série du signal d’entrée et de la série, ou fonction, de transfert du système.
Les signaux et systèmes ainsi représentés par des séries formelles sont manipulés comme des éléments
d’un dioïde de séries formelles. On rappelle ensuite la transformée particulière dite "enγ" (respecti-
vement "enδ") définie pour les dateurs (respectivement compteurs). Ces transformées sont maintenant
classiques dans la littérature (max,+) [Cohen et al., 1984], [Baccelli et al., 1992].

La transformée consiste à représenter un signalv ∈ E par une série formelle en l’indéterminéez
notéeV (z) et donnée par :

V (z) =
⊕
t∈Z

v(t)zt.

Montrons que le produit de convolution de deux signaux est transformé en un produit des séries for-
melles correspondantes :
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∀ u, v ∈ E ,
⊕
t∈Z

(uv)(t)zt =
⊕
t∈Z

⊕
s∈Z

u(t− s)v(s)zt

=
⊕
t∈Z

⊕
s∈Z

u(t′)v(s)zt′+s (t′ = t− s)

=
⊕
t∈Z

u(t′)zt′⊕
s∈Z

v(s)zs

= U(z)V (z).

La sortie d’un système stationnaire est donnée par le produit de convolution de la réponse impulsionnelle
et du signal d’entrée :

y(t) = (h⊗ u)(t) =
⊕
s∈Z

h(t− s)u(s).

La transformée de cette relation entrée-sortie est donnée par le produit

Y (z) = H(z)U(z) (2.14)

oùH(z) est la série, ou fonction, de transfert du système etU(z) est la série d’entrée.

2.4.2.1 Transformée enγ

Rappelons qu’un dateur est ici assimilé à une application croissante deZ dans le dioïde complet
Zmax. La transformée enγ d’un dateur{d(k)}k∈Z est définie comme la série formelle

D(γ) =
⊕
k∈Z

d(k)γk.

Supposons deux dateurs reliés par l’égalitéx1(k) = x2(k−n0), ce qui correspond à deux transitions
séparées par une place contenantn0 jetons. La transformée enγ de chacun des dateurs est

X1(γ) =
⊕
k∈Z

x1(k)γk

=
⊕
k∈Z

x2(k − n0)γk

= γn0
⊕
k∈Z

x2(k − n0)γ(k−n0)

= γn0X2(γ).

Il apparaît que multiplier une série enγ parγn0 revient à décaler la séquence den0 unités. Il est donc pos-
sible d’interpréter l’opérateurγ comme opérateur de décalage "événementiel", ce que l’on écrit parfois
γx(k) = x(k − 1). Ceci est illustré par la figure 2.7.

Figure 2.7 – Opérateur de décalage "événementiel"
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Remarque 2.20 (DioïdeZmax[[γ]]). Comme il a été rappelé dans l’exemple 1.56, un ensemble de séries
formelles à coefficients sur un dioïde complet peut également être muni d’une structure de dioïde complet
dont la loi⊕ est la somme de séries formelles et la loi⊗ le produit de séries formelles. La transformée
enγ des dateurs peut donc être considérée comme appartenant à un dioïde de séries formelles enγ.

Nous noteronsZmax[[γ]] le dioïde complet des séries formelles enγ à coefficients dansZmax et
exposants dansZ. L’élément neutre de l’addition deZmax[[γ]] est la sérieε(γ) =

⊕
k∈Z εγk (où ε =

−∞ est l’élément neutre de l’addition dansZmax) et l’élément neutre de la multiplication est la série
e(γ) = eγ0 (oùe = 0 est l’élément neutre de la multiplication deZmax).

2.4.2.2 Transformée enδ

Dans le domaine temporel (voir remarque 2.12), la situation est complètement duale, puisque une
variable compteur{c(t)}t∈Z est une application croissante :Z → Zmin. Si on noteδ l’opérateur de
décalage, on a

C(δ) =
⊕
t∈Z

c(t)δt.

De même que précédemment, la propriété de monotonie (on se souviendra que l’ordre dans le dioïde
Zmin est l’inverse de l’ordre naturel, i.e.,a � b ⇔ a ⊕ b = a ⇔ a ≤ b) d’une trajectoire de compteur
c(t) se traduit par

∀t ∈ Z, {c(t + 1) � c(t)} ⇐⇒ {c(t) = c(t)⊕ c(t + 1)} .

En passant à la transformée enδ, on obtient donc{
C(δ) = C(δ)⊕ δ−1C(δ)

}
⇐⇒

{
C(δ) = (δ−1)∗C(δ)

}
.

Exemple 2.21.Pour l’exemple de la figure 2.5, on obtient la représentation par des séries formelles en
δ suivante  X(δ) =

(
ε 2
δ3 ε

)
X(δ)⊕

(
e
ε

)
U(δ)

Y (δ) =
(
ε e

)
X(δ)

Le calcul de la matrice de transfertH(δ) = C(δA)∗B donneH(δ) = (2δ3)∗δ3.

Remarque 2.22.Une représentation dite bi-dimensionnelle à été introduite dans [Baccelli et al., 1992,
Cohen, 1998b]. Dans cette représentation, les opérateursγ et δ sont traités de façon symétrique. Elle
permet alors de repousser le choix de la représentation et se révèle être fort élégante. Dans cette repré-
sentation, nous manipulerons des séries formelles en deux variables commutativesγ et δ à exposants
dansZ et coefficients dans le dioïde de BooleB, cet ensemble de séries formelles est un dioïde appelé
B[[γ, δ]].

Définition 2.23 (DioïdeMax
in [[γ, δ]]). Nous appelonsMax

in [[γ, δ]] le dioïde quotientB[[γ, δ]]/Rϕ
. Dans

[Baccelli et al., 1992] il est montré queMax
in [[γ, δ]] est isomorphe àD[[γ]] et àD[[δ]].

Cela signifie que les classes deMax
in [[γ, δ]] sont également bien adaptées à la représentation des

trajectoires de tir d’un graphe d’événements temporisé.
Un GET admet un modèle dans le sous dioïde des séries périodiques et causales ; De manière géné-

rale, les éléments de la matrice de transfert représentant un GET sont des séries périodiques et causales
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de la forme :p ⊕ qr∗, avecp et q des polynômes à exposants dansN et r un monôme à exposants dans
N. Le polynômep caractérise le comportement transitoire de la série, le polynômeq représente un motif
qui se répète périodiquement, la périodicité étant fournie parr = γυδτ où υ/τ caractérise le taux de
production de la série.

2.5 Réalisabilité, rationalité et périodicité

L’objet de la dernière partie de ce chapitre est de rappeler que tout transfert de GET peut se repré-
senter par une matrice constituée de séries périodiques deMax

in [[γ, δ]].
Les définitions sont ici fournies dans le dioïdeMax

in [[γ, δ]], mais s’étendent naturellement aux dioïdes
D[[γ]] etD[[δ]].

Définition 2.24 (Causalité).Une séries ∈ Max
in [[γ, δ]] est ditecausalesi s = ε (la série est nulle) ou si

son représentant minimal est à exposants dansN. Une matrice est dite causale si toutes ses composantes
sont causales.

Remarque 2.25.Ainsi γ2δ3 ⊕ γ3δ−4 est un élément causal deMax
in [[γ, δ]], son représentant minimal

(obtenu après simplification) étant le monômeγ2δ3. De manière générale, un élément deMax
in [[γ, δ]] est

causal si les sommets de son représentant graphique appartiennent au cadran Nord-Est du planZ2.

Notation 2.26 (Max+
in [[γ, δ]]). L’ensemble des séries causales deMax

in [[γ, δ]] est stable pour la somme
et le produit deMax

in [[γ, δ]]. Cet ensemble forme un sous-dioïde complet deMax
in [[γ, δ]] notéMax+

in [[γ, δ]]
par la suite. Notons que l’élément maximum deMax+

in [[γ, δ]] estδ∗.

Définition 2.27 (Rationalité). Un éléments ∈Max
in [[γ, δ]] est ditrationnelsi l’un de ses représentants au

moins peut être obtenu par un nombre fini d’opérations⊕,⊗ et ∗ à partir de l’ensemble{ε, e, γ, δ}. On
dira qu’une matrice à coefficients dansMax

in [[γ, δ]] est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.

Remarque 2.28.Par définition, un élément rationnel est également causal.

Définition 2.29 (Réalisabilité). Un éléments ∈ Max
in [[γ, δ]] est réalisables’il existe un GET mono-

entrée/mono-sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisément, s’il existe trois
matricesC,A, B de tailles respectivementq × n, n × n et p × n à coefficients dans l’ensemble{ε, e}
telles que cet élément puisse s’écrireCA∗B.

Définition 2.30 (Périodicité). Un éléments deMax
in [[γ, δ]] estpériodiques’il existe deux polynômesp

et q deMax
in [[γ, δ]]

p =
α⊕

i=0

γniδti et q =
β⊕

j=0

γNjδTj

et un monôme causalr = γνδτ tels que
s = p⊕ qr∗.

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque 2.31.Cette notion est illustrée sur la figure 2.8. De plus, notons que cette définition de la
périodicité n’impose pas la causalité de la série.

Théorème 2.32 ([Cohen et al., 1989]).SoitH ∈Max
in [[γ, δ]]p×m. Sont équivalents
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(i) H est réalisable
(ii) H est rationnelle
(iii) H est périodique et causale

Démonstration.Nous renvoyons le lecteur à [Cohen et al., 1989] pour une preuve exhaustive de ce ré-
sultat.

Figure 2.8 – Représentation graphique de la séries = e⊕ γδ ⊕ γ2δ2 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ5 ⊕ γ7δ6(γ2δ2)∗.

Définition 2.33 (Pente ultime). La pente ultime d’une série périodiques = p ⊕ q(γνδτ )∗ est notée
σ∞(s) et est définie comme le ratioσ∞(s) = ν/τ .

Théorème 2.34.L’ensemble des séries périodiques deMax
in [[γ, δ]] est stable pour la somme, le produit,

l’inf et la résiduation. En outre, pours1 ets2 deux séries périodiques non dégénérées (telles queν1, ν2 6=
0 et τ1, τ2 6= 0), on obtient les résultats suivants

σ∞(s1 ⊕ s2) = min(σ∞(s1), σ∞(s2)),
σ∞(s1 ⊗ s2) = min(σ∞(s1), σ∞(s2)),
σ∞(s1 ∧ s2) = max(σ∞(s1), σ∞(s2)).

Siσ∞(s1) ≤ σ∞(s2) alors
σ∞(s2◦\s1) = σ∞(s1),

sinon,s2◦\s1 = ε.

Démonstration.L’étude des séries périodiques est abordée par Gaubert dans [Gaubert, 1992, Chap. 7,
Annexe A] et [Gruet, 1995]. Le lecteur y trouvera les preuves des résultats énoncés dans ce théorème.

Une partie du problème de synthèse de correcteurs, proposée dans les chapitres suivants de ce mé-
moire, repose sur le résultat suivant.

Proposition 2.35. L’injection canoniqueI+ : Max+
in [[γ, δ]] → Max

in [[γ, δ]] est résiduable. Sa résiduée
sera notéePr+.

Démonstration.Max+
in [[γ, δ]] est un sous-dioïde complet deMax

in [[γ, δ]] ; par conséquent, il est possible
d’appliquer directement la proposition 1.81.
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Le calcul pratique dePr+ est le suivant. Soits ∈Max
in [[γ, δ]] que l’on écrit

s =
⊕
i∈I

s(ni, ti)γniδti .

Pr+(s) s’obtient simplement en "annulant" danss les monômes non causaux, c’est-à-dire à exposants
strictement négatifs, soit

Pr+(s) = Pr+(
⊕
i∈I

s(ni, ti)γniδti) =
⊕
i∈I

s+(ni, ti)γniδti ,

oùs+(ni, ti) =
{

s(ni, ti) si (ni, ti) ≥ (0, 0)
ε sinon

.

Exemple 2.36 (Calcul dePr+ sur un élément périodique). Pr+(γ−2δ−3(γδ)∗) = Pr+(γ−2δ−3 ⊕
γ−1δ−2 ⊕ δ−1 ⊕ γ ⊕ γ2δ ⊕ . . .) = γ(γδ)∗. Graphiquement, le représentant dePr+(s) ne conserve que
les sommets du représentant des contenus dans le cadran Nord-Est du planZ2 (voir figure 3.1).

Figure 2.9 – Représentation graphique de l’opération de projectionPr+.

Remarque 2.37. Il faut garder à l’esprit quePr+ étant un projecteur (i.e.Pr+ ◦ Pr+ = Pr+), si une
séries est causale elle est invariante parPr+, c.-à-d.

s ∈Max+
in [[γ, δ]] ⇐⇒ s = Pr+(s).

Notation 2.38. (Maxrat
in [[γ, δ]]) L’ensemble des séries rationnelles deMax

in [[γ, δ]] constitue un sous-dioïde
deMax

in [[γ, δ]] notéMaxrat
in [[γ, δ]]. Par définition,Maxrat

in [[γ, δ]] n’est pas complet, une somme infinie
d’éléments rationnels n’est pas nécessairement rationnelle.

2.6 Graphes d’événements incertains

Cette section s’intéresse à la modélisation de graphes d’événements temporisés dans un dioïde d’in-
tervalles [Lhommeau, 2004]. L’objectif est de pouvoir prendre en compte des incertitudes (erreurs de
modélisation et/ou variations paramétriques) en les représentant par des intervalles. Autrement dit, le
nombre de jetons et les temporisations associées aux places sont supposés évoluer dans un intervalle
défini au moment de la modélisation, le système est alors qualifié d’incertain.
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2.6.1 Graphes d’événements temporisés et analyse par intervalles

2.6.1.1 Incertitudes de modélisation

On rappelle qu’il est toujours possible d’obtenir la représentation d’état d’un GET sous la forme
suivante : {

x = Ax⊕Bu
y = Cx

oùx ∈ (Max
in [[γ, δ]])n représente le vecteur d’état,u ∈ (Max

in [[γ, δ]])p représente le vecteur de commande
et y ∈ (Max

in [[γ, δ]])q est le vecteur de sortie. Par ailleurs, la matriceA ∈ (Max
in [[γ, δ]])n×n représente la

matrice d’évolution,B ∈ (Max
in [[γ, δ]])n×p représente la matrice de commande etC ∈ (Max

in [[γ, δ]])q×n

représente la matrice de sortie.
Cette représentation déterministe suppose que le modèle est parfaitement connu et ne fait pas l’objet

de variations paramétriques au cours du temps. Cette hypothèse peut parfois être trop restrictive, il semble
alors souhaitable de prendre en compte, dans le modèle, les informations relatives aux incertitudes ; soit
en considérant des hypothèses sur la nature statistique de ces incertitudes (voir [Baccelli et al., 1992]
pour l’étude des GET stochastiques), soit en émettant des hypothèses sur les amplitudes de variations
des paramètres. Nous considérons ici ce second point de vue.

La classe des systèmes incertains que nous allons donc considérer est celle des graphes d’événements
temporisés dans lesquels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places
sont incertains, mais supposés appartenir à un intervalle.

2.6.1.2 Représentation d’état incertaine

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous allons considérer que les ma-
tricesA,B et C du système peuvent prendre n’importe quelle valeur dans des intervalles. La connais-
sance de l’amplitude maximale des variations de chacun des paramètres du système permettra d’établir
ce modèle incertain sous la forme d’un système décrit dans un dioïde d’intervalles.

Le système pourra donc s’écrire :

x = Ax⊕Bu (2.15)

y = Cx (2.16)

où A ∈ A ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))n×n, B ∈ B ∈ (I (Max

in [[γ, δ]]))n×p et C ∈ C ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×n.

Autrement dit, les éléments des matricesA,B etC appartiennent au dioïde des intervallesI(Max
in [[γ, δ]]),

et les bornes de chaque élément appartiennent au dioïdeMax
in [[γ, δ]].

A partir de cette représentation d’état, nous pouvons donner l’expression de l’intervalle conte-
nant l’ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Dans un premier temps,
le corollaire 1.101 donnex = A∗Bu comme plus petite solution de (2.15) (on rappelle que
A∗ = [A∗, A

∗] ∈ I (Max
in [[γ, δ]]n×n)). De plus, d’après la proposition 1.167, la matrice d’intervalles

A∗B ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))n×p est la plus petite contenant l’ensemble

{A∗B | A ∈ A, B ∈ B} .

Ensuite, en reportant l’étatx dans l’équation de sortie (2.28), on a

y = CA∗Bu = Hu, (2.17)
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Figure 2.10 – Modélisation incertaine d’un graphe d’événements temporisé.

oùH = CA∗B ∈ (I (Max
in [[γ, δ]]))q×p représente l’intervalle contenant l’ensemble des relations entrée-

sortie du GET incertain. En outre, soit l’ensemble

H = {CA∗B | C ∈ C, A ∈ A, B ∈ B} , (2.18)

des relations entrée-sortie possibles pour le GET, d’après la proposition 1.167, on aH ⊂ H.
Pour illustrer cette représentation, considérons le graphe d’événements temporisé de la figure 2.10.

Sur ce schémau1, u2 ety désignent les entrées et la sortie du système, les jetons en pointillés représentent
le fait qu’une ressource peut ou ne peut pas être présente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d’un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machineM2 a la possibilité de traiter1 ou 2 pièces en même temps et chaque
traitement dure3 unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste entre2 et 6 unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitionx3. Donc la machineM2 peut traiter au mieux2 pièces
toutes les3 unités de temps et au pire1 pièce toutes les3 unités de temps. La composante correspondante
dans la matriceA est par conséquenta22 = [γ2δ3, γδ3] où la borne inférieure de l’intervallea22 = γ2δ3

représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioïde) eta22 = γδ3 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioïde). De même, l’intervallea32 = [2, 6]
représente le temps de séjour dans la place en aval de la transitionx2 avant de pouvoir contribuer au tir
de la transitionx3.

En appliquant la même démarche à l’ensemble du GET, nous obtenons le modèle suivant :

x =

[γ2δ2, γδ5] [ε, ε] [ε, ε]
[ε, ε] [γ2δ3, γδ3] [ε, ε]

[δ3, δ4] [δ2, δ6] [γ3δ2, γδ3]

x⊕

[e, e] [ε, ε]
[ε, ε] [e, e]
[ε, ε] ε, ε]

u

y =
(
[ε, ε] [ε, ε] [e, e]

)
x.

De cette représentation d’état, il est possible de donner l’intervalle contenant l’ensemble des trans-
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Figure 2.11 – Représentation deH ; les zones grisées correspondent à l’ensemble des comportements
du GET :H ⊂ [H,H] =

[
(h11 h12) ,

(
h11 h12

)]
.

ferts entrée-sortie du système. Tout d’abord, l’état s’exprime par :

x = A∗Bu =

 [(
γ2δ2

)∗
,
(
γδ5
)∗] [ε, ε]

[ε, ε]
[(

γ2δ3
)∗

,
(
γδ3
)∗][

δ3
(
γ2δ2

)∗
, δ4
(
γδ5
)∗] [

δ2
(
γ2δ3

)∗
, δ6
(
γδ3
)∗]
u. (2.19)

En reportant, l’expression de l’état (2.19) dans l’équation de sortie (2.28), on obtient l’intervalle
contenant l’ensemble des relations entrée-sortie du GET incertain :

y = CA∗Bu = Hu =
([

δ3
(
γ2δ2

)∗
, δ4
(
γδ5
)∗] [

δ2
(
γ2δ3

)∗
, δ6
(
γδ3
)∗])

u.

La figure 2.11 montre l’ensemble des relations entrée/sortie possibles du graphe d’événements temporisé
de la figure 2.10. En d’autres termes, les zones grisées de la figure 2.11 caractérisent complètement le
comportement du GET (figure 2.10) dans le cas où s’exercent des variations paramétriques comprises
dans les intervalles (prédéfinis au moment de la modélisation du système) associés au nombre de jetons
et/ou aux temporisations de chacune des places du GET.

2.7 Graphes d’événements P-temporels

Les réseaux de Petri P-temporels ont été introduites par Khansa [Khansa et al., 1996]. Ils permettent
de modéliser les systèmes à événements discrets à contraintes de temps de séjours sur l’ensemble des
places.

Des intervalles de temps sont associés aux places de ces réseaux. La sémantique de ces intervalles est
la durée de séjour admissible d’une marque dans une place. La violation de cette spécification se traduira
par la mort des marques. Cette notion de marques-mortes est spécifique à ce modèle.

Définition 2.39. Un graphe d’événement P-temporel (GEP-T) est défini par le doublet< GE, IS > où:

• GE est un graphe d’événement,



76 CHAPITRE 2 — Modélisation des graphes d’événements P-temporel

• IS est une application définit deP (ensemble des places) vers(Z+
max[[γ]]) ∪ ε× (Z+

max[[γ]]) et qui
associe à chaque placepi un couple ordonné(smin smax) avec0 � smin � smax.

[smin smax] définit l’intervalle statique de temps de séjour d’une marque dans la placepi.

Un jeton dans la placepi participe à la validation de sa transition de sortie seulement s’il a séjourné
une durée minimale donnée par la borne inférieure de l’intervalle de temps de séjour donc au moinssmin

unité de temps dans cette place. Il doit quitter la placepi, et donc franchir la transition de sortie au plus
tard apréssmax unité de temps (borne supérieure de l’intervalle de temps de séjour), au delà de cette
date, il sera considéré comme "mort" et ne pourra pas participer à la validation de la transition.

La cuisson d’une baguette de pain4 est un exemple simple qui peut illustrer la notion de temps de
séjour borné. En effet, la durée minimale de séjoursmin correspond à la durée minimale de cuisson de
la baguette. La durée de séjour maximale est fixée à une valeursmax au delà de laquelle la baguette sera
brulée.

2.7.1 Règle de franchissement pour les GEP-T

Les règles de franchissement d’une transition sont les suivantes :

• Toutes les places en amont de la transition doivent contenir au moins un jeton disponible, c.-à-d. ,
ayant séjourné au minimum,smin unités de temps dans la place.

• Les jetons participants à la validation de la transition ne doivent pas avoir séjouné plus desmax

unités de temps dans la place.

Figure 2.12 – Règle de franchissement d’une transition dans un graphe d’événements P-temporel

Exemple 2.40.Considérons l’exemple de la figure 2.12, si la transitionx1 est tirée à l’instantt1 et la
transition x2 est tirée à l’instantt2, la date de tirt3 de la transitionx3 doit respecter les contraintes
suivantes:

• t3 � date de disponibilité des jetons c.-à-d.

t3 � t1 + a1 et
t3 � t2 + a2

• t3 � date de mort des jetons c.-à-d.

4Cette exemple fait en quelque sorte echo au papier "l’algèbre des sandwichs" paru danspour la
science[Cohen et al., 2005a].
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t3 � t1 + b1 et
t3 � t2 + b2.

Ceci nous donne la contrainte suivante :

max((t1 + a1), (t2 + a2)) � t3 � min((t1 + b1), (t2 + b2)). (2.20)

La matrice des durées minimales de séjours est donnée parA =
(

a1 a2

)
et la matrice des durées

maximales de séjours est donnée parA =
(

b1 b2

)
L’équation 2.20 devient dans le dioïdeZmax la suivante :

(t1 ⊗ a1)⊕ (t2 ⊗ a2) � t3 � (t1 ⊗ b1) ∧ (t2 ⊗ b2).
⇔

A⊗
(

t1
t2

)
� t3 � A�

(
t1
t2

)
.

2.7.2 Modèle algèbrique pour les GEP-T

On suppose que les transitions sont tirées dès qu’elles sont validées. Le fonctionnement est dit au
plus tôt.
Un graphe d’événement P-temporel peut être représenté par les équations suivantes dans le dioïdeMax

in [[γ, δ]] :

{
x = Ax⊕Bu = A∗Bu,
y = Cx = CA∗Bu,

(2.21)

et les trajectoires doivent respecter des contraintes non linéaires qui sont données par :

{
x � A� x ∧B � u,
y � C � x

(2.22)

A représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées entre les transitions internes,
B représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées entre les transitions internes
et les transitions d’entrée etC représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées
entre les transitions de sortie et les transitions internes.
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Figure 2.13 – Exemple de graphe d’événements P-temporel

Exemple 2.41.La figure 2.13 donne un exemple de graphe d’événements P-temporel où les matrices de
disponibilité sont données par :

A =


ε ε δγ ε
ε ε ε δ3γ2

δ2 ε ε δ
ε δ3 ε ε

, B =


δ δ5 ε
ε δ7 δ5

ε ε ε
ε ε ε

 etC =
(

ε ε δ3 ε
ε ε ε δ

)
.

L’élémentA(2, 4) = δ3γ2, correspond à la place entre la transitionx4 et la transitionx2. Il signifie qu’il
y a deux jetons dans la place et que les jetons ne seront disponibles qu’après un séjour de3 unités de
temps.
Les matrices des durées maximales de séjour sont données par :

A =


+∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞
4 +∞ +∞ 3
+∞ +∞ +∞ +∞

, B =


2 8 +∞
+∞ 9 7
+∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞


etC =

(
+∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞

)
.

L’élémentA(3, 1) = 4 correspond à la place entre la transitionx1 et la transitionx3, et il signifie que les
jetons, ne doivent pas séjourner, dans cette place plus de4 unités de temps. En l’abscence de contrainte
de temps de séjour, l’élément de la matrice correspondant est égal à+∞.

Remarque 2.42.Pour simplifier la représentation des résultats ultérieurs, les éléments des matricesB
etC seront supposées égaux à+∞. Nous montrons ci dessous que cela se fait sans perte de généralité.
La figure 2.14 présente graphiquement cette extension appliquée au GEP-T de la figure 2.14. Le nouveau
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vecteur d’étatx′ est donné parx′ =

 u
x
y

, où u, x et y sont respectivement le vecteur d’entrée, le

vecteur d’état et le vecteur de sortie du premier modèle.

Le modèle algèbrique des GEP-T peut être représenté par les équations suivantes :

{
x′ = A′x⊕B′u,
y = C ′x

(2.23)

ce qui nous donne le système suivant :

{
x′ = A′∗B′u,
y = C ′A′∗B′u

(2.24)

avec les contraintes des durées maximales de séjours données par :

x′ � A
′ � x′. (2.25)

Cette reformulation conserve la même fonction de transfert que la première et elle est une conséquence
de la modification suivante du vecteur d’état :

• Pour chaque transition d’entrée, une transition et une place vide sont ajoutées en amont des tran-
sitions d’entrée.

• De même, pour chaque transition de sortie une transition et une place vide sont ajoutées en aval.

La matrice d’étatA′ est donnée parA′ =

 ε ε ε
B A ε
ε C ε

 et doncA′∗ =

 e ε ε
A∗B A∗ ε

CA∗B CA∗ e


B′ =

 e
ε
ε

 etC ′ =
(

ε ε e
)

donc

H ′ = C ′A′∗B′ = CA∗B = H.

Remarque 2.43.On appliquant les modifications données dans la remarque précédente, on obtient un
GEP-T dont chaque transition est connectée à au plus une seule transition de contrôle.
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Figure 2.14 – Une autre représentation du graphe d’événements p-temporel presenté dans l’exemple
2.41

Remarque 2.44.Dans la suite tous les éléments de la matriceA sont supposés appartenir à un même
groupe réticulé.

Concrètement, cela implique que les éléments de la matrice seront des monomes (i.e., de la forme
αγp) ayant tous le même exposant ou le même coefficient. Cette dernière condition provient du fait qu’un
polynômeαγp ⊕ βγq avecα 6= β etp 6= q n’admet pas d’inverse.

Plus précisément, les éléments de la matriceA seront pris dans le groupe réticuléZmax ⊂Max
in [[γ, δ]].

Remarque 2.45.Dans la suite, les places soumises à une contrainte seront supposées sans jetons ini-
tialement. Dans l’exemple 2.46 il est montré que cette hypothèse n’engendre pas de perte de généralité
puisque un modèle équivalent peut être établi.

Exemple 2.46.La figure 2.15 présente la transformation adoptée. Il s’agit d’ajouter une transition et
une place de temporisation0 en aval de la place existante. Les jetons qui étaient dans la place entrex1

et x3 sont affectés à la place qui se situe entrex1 et x′1. De même pour les jetons entrex2 et x3 (voir
grapheb de la figure 2.15).

La figure (a) conduit au système suivant :(
a1γ a2γ

2
)
⊗
(

x1

x2

)
= x3 �

(
b1γ b2γ

2
)
�
(

x1

x2

)
(2.26)

La figure (b) conduit au système suivant :
x′1 = γx1

x′2 = γ2x2(
a1 a2

)
⊗
(

x′1
x′2

)
= x3 �

(
b1 b2

)
�
(

x′1
x′2

) (2.27)
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Le système d’équation 2.27 est équivalent à :

(
a1 a2

)
⊗
(

γx′1
γ2x′2

)
= x3 �

(
b1 b2

)
�
(

γx′1
γ2x′2

)
⇔
(

a1γ a2γ
2
)
⊗
(

x1

x2

)
= x3 �

(
b1γ b2γ

2
)
�
(

x1

x2

)
par conséquent les deux graphes sont équivalents algébriquement.

(a) (b)

Figure 2.15 – Equivalence entre un GEP-T avec un marquage initial dans les places contenant des
contraintes de temps de séjour maximal et un GEP-T où ces même places sont sans jeton.

2.8 Graphes d’événements P-temporels incertains

Comme dans la section 2.6, nous considérons une version incertaine des GEP-T. Les durées de séjour
minimales et/ou maximales des jetons dans les places seront supposées incertaines et appartenant à des
intervalles.

Les temporisations sur les places sont représentées par un couple d’intervalles(x; y) = ([x′, x′′]; [y′, y′′])
avecx � 5y. Les durées minimales (respectivement maximales) sont supposées évoluer dans l’intervalle
x (respectivementy). Dans le cas d’abscence d’incertitude la temporisation est représentée par un sca-
laire. Dans le cas d’abscence de contraintes sur la durée maximale de séjour, on représente uniquement
l’intervalle des durées minimales.

Ce type de modèle permet donc de modéliser un système :

• dont le temps de séjour minimum est incertain et appartient à un intervalle. Par exemple le temps
minimum de cuisson d’une fournée de pain varie en fonction du nombre de pains cuits simultané-
ment.

• dont le temps de séjour maximum est incertain et appartient à un intervalle. Comme précédemment
le temps maximum de cuisson est fonction du nombre de pains insérés dans le four.

Cette approche intervaliste est donc une alternative aux approche stochastiques.

5Nous rappelons que la relation d’ordre surI(D) est donné parx � y ⇔ x′ � y′ etx′′ � y′′.
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Exemple 2.47.Dans l’exemple de la figure 2.16, la temporisation de la place entre la transitionx1 et
la transitionx3 est donnée par le couple d’intervalles(2; [2 4]) donc la durée minimale de séjour des
jetons dans cette place est fixée à2 et la durée maximale de séjour varie entre2 et4.

Figure 2.16 – Graphe d’événements p-temporel incertain

Le système pourra donc s’écrire :{
X = AX⊕BU = A∗BU
Y = CX

, (2.28)

et les trajectoires doivent respecter les contraintes suivantes :{
X � A�X , (2.29)

où A, B et C (respectivementA, B et C) sont les matrices des intervalles des durées minimales
(respectivement maximales) de séjours.

Remarque 2.48.Pour éviter la confusion entre la notation d’intervalle et la représentation des durées
minimales et maximales de séjours, les bornes de l’intervalle seront notées comme suitX = [X ′, X ′′].

Exemple 2.49.Considérons le graphe d’événements p-temporel incertain de la figure 2.16, les matrices

de la représentation d’état sont les suivantes :A =



ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε[

δ, δ2
]

ε ε ε δγ ε ε ε
ε δ5 ε ε ε δ3γ2 ε ε
ε ε δ2 ε ε

[
δ, δ3

]
ε ε

ε ε ε δ3 ε ε ε ε
ε ε ε ε δ3 ε ε ε
ε ε ε ε ε δ ε ε


, A =
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

> > > > > > > >
> > > > > > > >

[3, 4] > > > > > > >
> 7 > > > > > >
> > [2, 4] > > 5 > >
> > > > > > > >
> > > > > > > >
> > > > > > > >


, B =



e ε
ε e
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε


etC =

(
ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε ε e

)
.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, après un rappel sur les réseaux de Petri, nous avons présenté différents dioïdes
permettant la représentation du comportement des GET déterministes et des GET incertains.

Nous avons également introduit le modèle GEP-T et sa représentation d’état(max,+)-linéaire sous
contraintes non-linéaires.

Le prochain chapitre est consacré pour une partie au problème de la synthèse de contrôleur pour les
GEP-T et pour l’autre partie à la vérification des contraintes temporelles de ce modèle.





CHAPITRE3
Sur la commande

optimale en boucle
ouverte des GEP-T

Classiquement, commander un système revient à piloter ses entrées dans le but d’obtenir des per-
formances spécifiées par un cahier des charges. Dans le domaine des systèmes à événements discrets,
deux notions de commande ont été développéesvia l’approche algébrique des dioïdes : la commande par
poursuite de trajectoirepuis la commande parpoursuite de modèle. La première structure de commande
est un problème de commande parpoursuite de trajectoireconnuea priori. Autrement dit, il s’agit d’éta-
blir une trajectoire d’entrée (commande) du système telle que la réponse en sortie "suive au mieux" une
trajectoire de consigne correspondant au comportement désiré en sortie du système. L’approche propo-
sée dans [Cohen et al., 1989] permet d’établirla plus grandetrajectoire d’entrée, notéeu, telle que la
réponse, notéey, soit inférieure ou égale à une trajectoire de consigne, notéez. Plus précisément, pour
un systèmeH, on cherche le plus grand élément de l’ensemble suivant :

{u ∈ Dp | y = Hu � z}, (3.1)

où� est l’ordre défini dans le dioïdeD.

Une telle commande est optimale vis-à-vis du critère de juste-à-temps1. Elle est notéeuopt, et se
définit par :

uopt =
⊕

Hu�z

u.

La deuxième technique de commande est la commande parpoursuite de modèle. L’objectif est de
calculer d’un précompensateur, notéP , tel que le comportement entrée-sortie du système corrigé, noté
GP = HP , composé d’un système nominal, notéH, et du précompensateurP , est un comportement
aussi proche de celui d’un modèle de référence, notéGref , qui caractérise la spécification structurelle
(cahier des charges). Plus présisément pour un systèmeH on cherche le plus grandP tel que :

HP � Gref .

Différents travaux ont permis d’étendre la commande en juste-à-temps des systèmes linéaires aux cas
où :

1"Juste-à-temps" s’interprète comme la quantité juste à l’instant voulu. Dans les milieux industriels, on parle de méthode
de production en juste-à-temps (ou encore en flux tendus), cela consiste à acheter ou à produire la quantité juste nécessaire (de
façon à minimiser les stocks internes) au moment où on en a besoin (satisfaction de la demande client).

85
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• le modèle ne reflète pas le comportement réel du système (l’existence d’une désadaptation entre le
système et son modèle) [Boimond and Ferrier, 1996, Menguy et al., 2000a] [Menguy, 1997, §6] ;

• des entrées sont non maîtrisables [Lhommeau, 2004],[Menguy et al., 2000b],[Menguy, 1997,
§5.4.2] ;

• le système est linéaire mais non stationnaire [Lahaye, 2000].

L’objectif de ce chapitre est d’étendre ces deux structures de commande de type boucle ouverte aux
systèmes modélisés par des graphes d’événement P-temporels tel qu’introduit dans le second chapitre.

Ce chapitre est organisé comme suit : après un bref rappel de la commande en juste-à-temps, une
extension de cette commande aux GEP-T est présentée dans la section 3.2. Une première méthode qui se
base sur un algorithme de type point fixe est tout d’abord présentée. Dans la section 3.2.2, une méthode
de test de la consistance des contraintes des GEP-T utilisant la résiduation et la résiduation duale est
posée. Ensuite, la section 3.2.3 est consacrée au test de la commandabilité des GEP-T. Enfin, une étude
de la commande en juste-à-temps par poursuite de modèle pour les systèmes modélisés par des GEP-T
sera donnée dans la section 3.3. Ce chapitre rassemble les contributions présentées dans [Ouerghi et al., ,
Ouerghi and Hardouin, 2006b, Ouerghi and Hardouin, 2006a].

3.1 Commande en juste-à-temps des graphes d’événements temporisés

3.1.1 Poursuite de trajectoire

Le problème de commande en boucle ouverte résolu est le suivant. On dispose d’un système (un GET
avecp entrées etq sorties) dont on connaît la matrice de transfertH ∈ Dq×p. On désire, à l’aide des
entréesu ∈ Dp, faire en sorte que les sorties du système suivent au mieux des trajectoires déterminées
dites de consignesz ∈ Dq. Dans [Cohen et al., 1989], il est montré que ce problème a une solution
optimale, c’est-à-dire qu’il existe une plus grande commande d’entréeuopt ∈ Dp telle que la sortie
résultant de cette entrée (yopt = Huopt) soit inférieure ou égale à la sortie désiréez. La commandeuopt

est alors optimale vis-à-vis du critère de juste-à-temps (la sortieyopt est en juste-à-temps).

Figure 3.1 – Problématique générale de la commande en boucle ouverte.

Formellement, soitLH : Dp → Dq, u 7→ H ⊗ u, une application définie sur des dioïdes complets.
Déterminer la plus grande commande revient à s’intéresser à l’ensemble

{u ∈ Dp |LH(u) � z},

et plus précisément à sa borne supérieure (notéeuopt) qui nous donnera la plus grande commande véri-
fiant la conditionLH(uopt) � z. On peut déjà remarquer que cet ensemble n’est pas vide puisqueu = ε
est solution, c.-à-d.LH(ε) = ε � z.

En fait, le calcul de cette commande est un problème d’inversion d’application définie sur des dioïdes.
La théorie de la résiduation (§1.6) permet de résoudre ce problème directement.
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Proposition 3.1. La commande optimaleuopt existe et est donnée par :

uopt = sup {u ∈ Dp |LH(u) � z} = L]
H(z) = H◦\z. (3.2)

Démonstration.Résulte immédiatement du fait queLH est une application résiduable (§1.6.4).

Remarque 3.2.La commande optimale (3.2) correspond à la commande faisant entrer les jetons le plus
tardivement possible dans le système, tout en garantissant qu’ils sortent avant les dates désirées.
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Figure 3.2 – Graphe d’événement temporisé.

Exemple 3.3.Considérons le graphe d’événement temporisé de la figure 3.2. Les équations d’état sont
données par : {

x = Ax⊕Bu = A∗Bu,
y = Cx = CA∗Bu,

(3.3)

A, B etC sont données par :

A =


ε ε δγ ε
ε ε ε δ3γ2

δ2 ε ε δ1

ε δ3 ε ε

, B =


δ δ5 ε
ε δ7 δ5

ε ε ε
ε ε ε

 etC =
(

ε ε δ3 ε
ε ε ε δ

)
.

La matrice de transfert du système est donnée par

H = CA∗B =
(

δ6(δ3γ)∗ δ14(δ3γ)∗ δ12(δ3γ)∗

ε δ11(δ6γ2)∗ δ9(δ6γ2)∗

)
.
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On souhaite avoir un vecteur de sortiey � z avec

k 0 1 2 3
z1(k) 17 21 22 +∞
z2(k) 17 22 25 +∞

La consignez peut être exprimée par des séries formelles dansMax
in [[γ, δ]] comme suit

z =
(

δ17γ0 ⊕ δ21γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ17γ0 ⊕ δ22γ1 ⊕ δ25γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
.

Le plus grandu tel que

y = Hu � z

est obtenu par la résiduation de la consigne par la matrice de transfert

uopt = L]
H(z) = H◦\z.

ce qui nous donne le vecteur de commande suivantuopt =

 δ10γ0 ⊕ δ13γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ2γ0 ⊕ δ5γ1 ⊕ δ8γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ4γ0 ⊕ δ7γ1 ⊕ δ10γ2 ⊕ δ+∞γ3

.

k 0 1 2 3
u1(k) 10 13 16 +∞
u2(k) 2 5 8 +∞
u3(k) 4 7 10 +∞

Le vecteur de sortie correspondant est

yopt =
(

δ16γ0 ⊕ δ19γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ13γ0 ⊕ δ16γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
,

ce dernier est la plus grande sortie inférieure ou égale à la consignez.

3.1.2 Poursuite de modèle

La démarche adoptée ici, empruntée à l’automatique classique, est de "compenser" la dynamique du
système nominalH par l’action d’un autre système, notéP (un correcteur), lui même (max,+) linéaire,
dont on sait maîtriser (ou paramétrer) la dynamique (c’est à dire ici le transfert). Le systèmeH muni du
correcteurP possède alors un transfert différent notéGP par la suite.

Structurellement, le correcteurP s’interpose entre la consigne d’entréeV (qui devient l’entrée du
système corrigéGP ) et la commandeU du système nominalH (voir figure 3.3). La commandeU est
élaborée par le correcteurP à partir de la consigneV . De la relation de transfertY = HU (pour
le système libre) on passe à une relation de transfertY = HPV = GP V pour le système corrigé.
La synthèse du correcteur est effectuée dans l’objectif d’atteindre pour le système commandéGP un
transfert aussi proche que possible du transfert de référence2 donné par la matriceGref .

2Nous renvoyons aux thèses de B. Cottenceau et de M. Lhommeau pour des discussions relatives au choix du modèle de
référence.
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Figure 3.3 – Correction d’un systèmeH par un précompensateurP

Formellement le problème de commande consiste à calculer un systèmeP tel que{
GP � Gref

P soit le plus grand possible

La contrainteGP � Gref signifie pratiquement que pour toute entréeV on a

YGP
= GP V � GrefV = YGref

∀V .

En représentation dateur ceci correspond à : pour une trajectoire d’entrée donnée{V (k)}k∈Z,

∀k ∈ Z, YGP
(k) � YGref

(k),

c’est-à-dire que pour une même entréeV appliquée aux systèmesGP et Gref , le jeton numéroték sort
du systèmeGP avant le jeton numéroték issu du systèmeGref . En terme de production de jetons par
unité de temps, les performances attendues parGref pourront également être assumées parGP .

Le problème de calcul de précompensateur se ramène sous cette forme à un problème de résiduation.
Le résultat suivant est alors direct.

Proposition 3.4. Pour tout modèle de référenceGref ∈ (Max
in [[γ, δ]])p×m et une matrice de transfert

H ∈ (Max
in [[γ, δ]])p×m, il existe un plus grand précompensateurPopt périodique(Popt ∈Max

in [[γ, δ]])p×p

tel queGPopt � Gref . Le précompensateurPopt est donné par le calcul

Popt = H◦\Gref .

Remarque 3.5 ((Correcteur Neutre)). Notons qu’un modèle de référence intéressant d’un point de
vue pratique estGref = H, l’objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du système,
tout en augmentant autant que faire se peut la commande. Cette stratégie conduit au précompensateur
P0 = H◦\H, qualifié de neutre3. Il exprime simplement le fait que l’on peut toujours "filtrer" le flux
d’entrée d’un systèmeH par un précompensateur sans dégrader les performances initiales.

Dans la proposition qui va suivre nous introduisons un nouveau précompensateur. Celui ci permet de
garder le vecteur d’état inchangé et il sera notéPx0 .

Proposition 3.6. Le précompensateur optimal permettant de laisser le vecteur d’état inchangé est donné
par

3Cette appellation pertinente a été suggérée par C. Commault.
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Px0 = (A∗B)◦\(A∗B).

Démonstration.L’objectif estA∗BPv = A∗Bv ∀v
⇔ A∗BP = A∗B
⇔ P � Px0 = (A∗B)◦\(A∗B).
De plus, on aA∗BPx0v = A∗B((A∗B)◦\(A∗B))v = (A∗B)v. Par conséquent,Px0 est le précompensa-
teur optimal qui préserve le vecteur d’état.

Remarque 3.7.La résiduation doit s’entendre ici comme la résiduée de l’application

LH : Maxrat
in [[γ, δ]] →Maxrat

in [[γ, δ]], x 7→ Hx,

avecMaxrat
in [[γ, δ]] le dioïde des séries causales et périodiques (voir notation 2.38).

3.1.2.1 Illustration

On peut reprendre ici l’exemple de l’atelier décrit dans l’exemple (3.3). Le transfert du système libre
est décrit dansMax

in [[γ, δ]] par la matrice

H = CA∗B =
(

δ6(δ3γ)∗ δ14(δ3γ)∗ δ12(δ3γ)∗

ε δ11(δ6γ2)∗ δ9(δ6γ2)∗

)
.

Le taux de production est de une pièce tout les trois unités de temps. On souhaite baisser ce taux à1/4,
donc on se fixe comme modèle de référence le transfert suivant

H = CA∗B =
(

(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ (δ4γ)∗

ε (δ4γ)∗ (δ4γ)∗

)
.

Le correcteurPopt = (H◦\Gref ) est donné ci-dessous :

Popt =

 δ−6(δ4γ)∗ δ−6(δ4γ)∗ δ−6(δ4γ)∗

ε δ−14(δ4γ)∗ δ−14(δ4γ)∗

ε δ−12(δ4γ)∗ δ−12(δ4γ)∗


Le systèmeP n’est pas causal, il n’a par conséquent pas de réalisation par un GET (à temporisations
dansN).
Pour remédier à ce problème de causalité, il suffit de projeterP dans le dioïde des séries causales
Maxrat

in [[γ, δ]], le projecteur notéPr+ (voir proposition 2.35). Ainsi, le précompensateur est donné par

Prat = Pr+(Popt) =

 δ2γ2(δ4γ)∗ δ2γ2(δ4γ)∗ δ2γ2(δ4γ)∗

ε δ4γ2(δ4γ)∗ δ4γ2(δ4γ)∗

ε γ3(δ4γ)∗ γ3(δ4γ)∗


Une réalisation de ce précompensateur est donnée figure 3.4. Les équations récurrentes fournissant l’ex-
pression de la commandeu en fonction de la consignev sont les suivantes sur le dioïdeZmax :

u1(k) = 4u1(k − 1)⊕ 2v1(k − 2)⊕ 2v2(k − 2)⊕ 2v3(k − 2)
u2(k) = 4u2(k − 1)⊕ 4v2(k − 2)⊕ 4v3(k − 2)
u3(k) = 4u3(k − 1)⊕ v2(k − 3)⊕ v3(k − 3)
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Figure 3.4 – Réalisation du précompensateur permettant d’approcher au mieuxGref

3.2 Commande en boucle ouverte des GEP-T ; Poursuite de trajectoire

Dans cette partie nous allons proposer une méthode de calcul de la commande optimale pour les
systèmes modélisés par des GEP-T. Cette méthode se résume en deux étapes :

• Dans un premièr temps, nous modélisons le problème par une équation au point fixe d’une fonction
monotone non linéaire dans l’algèbre(max, +).

• Dans un deuxième temps, nous calculons le plus grand point fixe de cette fonction par un al-
gorithme et nous montrons, dans le cas où l’algorithme converge, que ce point correspond à la
commande optimale.

Soit z une trajectoire désirée en sortie. Nous souhaitons calculer la plus grande commandeu tel
que la sortiey du GEP-T soit la plus grande inférieure ou égale à la consignez tout en respectant les
contraintes du modèle. Pour cela nous considérons le modèle introduit dans le paragraphe 2.7.2.

Il sagit de calculer la plus grande commandeu qui satisfait les contraintes de sortie qui sont données
par : {

x = Ax⊕Bu,
y = Cx.

(3.4)

avec

y � z, (3.5)

et qui respecte les contraintes imposées par le modèle, c.-à-d. :

x � A� x (3.6)
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3.2.1 Vérification de la consistance d’un GEP-T

La solution trivialeε peut se réveler être la plus grande. Cette solution formelle signifie l’absence de
solution au problème de planification proposé. Cette absence de solution physique peut survenir lorsque
le graphe d’événement P-temporel est inconsistant, c’est à dire que les propriétés structurelles du graphe
rendent impossible le respect des contraintes.

Cette partie a pour objectif de fournir une méthode algébrique permettant de vérifier a priori la
consistance des GEP-T.

Préalablement, un exemple illustrant ces problèmes de consistance est proposé

Figure 3.5 – Graphe d’événement P-temporel non-consistant

Exemple 3.8 (Illustration d’un graphe non consistant).Considérons les deux chemins qui relient les
transitionsu estx3, soit{u, x1, x3} et{u, x2, x4, x3}. Supposons que la transitionu soit tirée à l’instant
t, deux jetons apparaissent simultanément dans le graphe, un dans la place située entreu etx1 et l’autre
dans la place située entreu etx2. Le premier induira le tir de la transitionx1 et l’apparition d’un jeton
dans la place située entrex1 et x3. Il sera disponible pour le tir dex3 à l’instant t + 5 et violera la
contrainte à l’instantt + 9.

Le second induira le tir des transitionsx2 puis x4 et l’apparition d’un jeton dans la place située
entrex4 et x3. Il sera disponible pour le tir dex3 à l’instant t + 11 et violera la contrainte à l’instant
t + 16.

Clairement, quelque soit la date de tir de la transitionu, le jeton présent dans la place située entre
x1 estx3 violera la contrainte (formellement[t + 5, t + 9] ∩ [t + 11, t + 16] = ∅).

3.2.1.1 Vérification de la consistance d’un GEP-T

Rappellons le modèle d’un GEP-T
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
x = Ax⊕Bu,
y = Cx,

etx � A� x (avecΓA : x 7→ A� x une application semi-continue supérieure).

La première expression implique :

x � Ax etx � Bu.

La structure interne du graphe d’événement P-temporel devra donc satisfaire

Ax � x � A� x.

En d’autre terme, l’abscence de solution finie de ce système implique que le graphe d’événement P-
temporel est structurellement inconsistant4.

Définition 3.9. Un graphe d’événements P-temporel est dit consistant si∃ x ∈ Dn fini (xi 6= ε etxi 6= >
pour tous lesi) tel queAx � x � A� x.

Lemme 3.10 ([Baccelli et al., 1992], Lemma 4.77, p. 191).Les équivalences suivantes sont vraies :
x � ax ⇔ x = a∗x ⇔ x � a◦\x ⇔ x = a∗◦\x.

Proposition 3.11. Soit la matriceA ∈ Dn×n, si l’application ΓA : x 7→ A � x est semi continue
supérieure, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) x � A� x,

(ii) A•\x � x,

(iii) A∗•\x = x,

(iv) A∗ � x = x.

Démonstration.Tout d’abord rappelons que siΓA est semi continue supérieure alorsΓ[
A

existe, avec

Γ[
A

: x 7→ A•\x.
(i ⇒ ii)

x � A� x ⇒ A•\x � x.

Si x � A � x alorsA•\x � A•\(A � x) puisque (A•\.) est isotone (voir théorème 1.113), de plus le
théorème 1.113 implique queA•\(A� x) � x, par conséquent

A•\x � x.

(ii ⇒ iii)

A•\x � x ⇒ A∗•\x = x.

Si x � A•\x alors par isotonie et en utilisant (f.16) x � A•\x � A
�2

•\x � · · · ⇒ x � (e�•\x)⊕ (A•\x)⊕
(A�2

•\x)⊕ · · ·
et grâce à la proposition 1.117x � A•\x ⇒ x � (e�∧A∧A

�2∧· · · )•\x = A∗•\x (voir définition 1.134),
or A∗ � e� doncA∗•\x � e�•\x = x. Par conséquent

4Le système est mal fait, on ne peut pas empêcher les violations de contraintes
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x = A∗•\x.

(iii ⇒ iv)

x = A∗•\x ⇒ x = A∗ � x

x = A∗•\x ⇒ A∗ � x = A∗ � (A∗•\x) � x (voir théorème 1.113), maisA∗ � x � e� � x = x, par
conséquentA∗ � x = x.
(iv ⇒ i)

A∗ � x = x ⇒ x � A� x.

A∗ � x = (e�∧A ∧A
�2 ∧ · · · )� x du fait queΓA est semi continue supérieure (voir définition 1.30),

on aA∗ � x = (x ∧A� x ∧A
�2 � x ∧ · · · ) � A� x.

Corollaire 3.12. Soit un dioïdeD et deux matricesA,A ∈ Dn×n si l’applicationΓA : x 7→ A� x est
semi continue supérieure alors on a

A⊗ x � x � A� x ⇔ x ∈ Im A∗ ∩ Im A∗.

Démonstration.Le résultat est une application directe de lemme 3.10 et de la proposition 3.11.

Remarque 3.13.Considérons un dioïdeD et deux matricesA,A ∈ Dn×n, si l’applicationΓA : x 7→
A � x est semi-continue supérieure alors le plus grandx qui vérifie l’inégalitéA ⊗ x � x � A � x
est calculé en utilisant le corollaire 1.98. Il ressort du corollaire 3.12 que les trajectoiresx d’un GEP-T
devront nécessairement être dansIm A∗ ∩ Im A∗ pour garantir le respect des contraintes.
SiA∗•\(A∗ ⊗X) = (A∗•\A∗)⊗X ∀X (voir la proposition 1.129 pour une condition suffisante) alors la
plus grande solution peut être calculée en considérant la proposition donnée ci-dessous.

Proposition 3.14. SiA∗•\(A∗ ⊗X) = (A∗•\A∗)⊗X ∀X alors

ΠA∗∩A∗(x) = A
∗
◦\x = x̂ avecA = A∗•\A∗,

est un projecteur dans l’ensembleIm A∗ ∩ Im A∗. De plusx̂ est le plus grand élément deIm A∗ ∩ Im A∗
inférieur àx.

Démonstration.Tout d’abord, il est clair queΠA∗∩A∗ est un projecteur, en effet :

ΠA∗∩A∗ ◦ΠA∗∩A∗(x) = A
∗
◦\(A∗

◦\x) = A
∗
◦\x = ΠA∗∩A∗(x)

(on applique la formule (f.6) et on rappelle quea∗a∗ = a∗ (voir équation 1.37)).

Ensuite, montrons quêx appartient àIm A∗ ∩ Im A∗, c’est à dire que

A⊗ x̂ � x̂ � A� x̂.

(i) On montre queA⊗ x̂ � x̂, ceci est équivalent à montrer quex̂ ∈ Im A∗ (voir lemme 3.10).
On a x̂ = A

∗
◦\x̂ (x̂ ∈ ImA

∗
), de plus, on aA

∗ � A∗ (en effetA = A∗•\A∗ et A∗ � e� donc
A � A∗). D’aprés lemme 1.112 on aA

∗
A∗ = A

∗
.

Doncx̂ = (A∗
A∗)◦\x̂ = A∗◦\(A∗

◦\x̂) d’après (f.6).
Par conséquent,A∗x̂ = x̂ (voir propriété 1.111), c’est à dirêx ∈ Im A∗.
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(ii) On montre quêx � A� x̂, ceci est équivalent à montrer quex̂ ∈ Im A∗ (voir proposition 3.11).
On ax̂ = A

∗
◦\x̂, ceci est équivalent à̂x � Ax̂ (voir lemme 3.10).

Doncx̂ � (A∗•\A∗)x̂ = A∗•\(A∗x̂) (par hypothèse).
Par conséquent,̂x � A∗•\(A∗x̂) = A∗•\x̂ (puisquex̂ ∈ ImA∗).
Par ailleursA∗ � e� ce qui implique quêx � A∗•\x̂.
Nous avons donĉx = A∗•\x̂ qui est équivalent à̂x � A� x̂ c’est à direx̂ ∈ ImA∗.

En résumé̂x ∈ Im A∗ ∩ Im A∗, nous montrons maintenant qu’il s’agit du plus grand élément inférieur à
x.
Soity un élément deIm A∗ ∩ Im A∗ inférieur àx, on a :

A⊗ y � y � A� y

⇔ y = A∗y ety = A∗ � y (voir lemme 3.10 et proposition 3.11).
⇔ y = A∗y ety = A∗•\y (voir proposition 3.11)
⇒ y = A∗•\(A∗y)
⇒ y = (A∗•\A∗)y = Ay (par hypothèse)
⇒ y � A◦\y
⇒ y = A

∗
◦\y (voir lemme 3.10)

⇒ y = A
∗
◦\y � A

∗
◦\x = x̂ (par isotonie) cary � x.

Corollaire 3.15. Soity un élément deImA
∗

(i.e.,y = A
∗
y), on a l’équivalence suivante :

y ∈ ImA
∗ ⇔ Ay � y � A� y.

Démonstration.Découle directement de la proposition précédente.
y ∈ ImA

∗ ⇒ y = A
∗
◦\y ⇒ Ay � y � A� y (il suffit de remplacer̂x pary dans les points(i) et (ii) de

la preuve de la proposition 3.14).
Ay � Ay � y � A� y ⇒ y = A

∗
◦\y (prouvé précédemment).

Remarque 3.16.Notons que l’hypothèse utilisée dans la proposition 3.14 est toujours vérifiée lorsque
l’on considère le modèle de GEP-T introduit au chapitre2. Puisque d’après la proposition 1.129, il suffit
que tous les éléments deA admettent un inverse.
D’après la proposition 3.14, il ressort également que l’étatx ∈ Im A∗ ∩ Im A∗ devra nécessairement
être dansImA

∗
et par conséquent que la matriceA caractérisera la dynamique du GEP-T.

La proposition qui va suivre donne une condition nécessaire et suffisante pour que le GEP-T soit
consistant.

Proposition 3.17. Un graphe d’événement P-temporel est consistant si et seulement si tous les éléments
de la matriceA

∗ ∈ Dn×n sont différents de>.

Démonstration.Si il existe un élémentA
∗
lk égal à> alors∀B ∈ Dn on a(ΠA∗∩A∗(B))k = (A∗

◦\B)k =
n∧

j=1
(A∗

jk◦\Bk) =
n∧

j=1 et j 6=l

(A∗
jk◦\Bk) ∧ (A∗

lk◦\Bk) = (A∗
lk◦\Bk) = ε. Par conséquent il n’existe pas de

solution finie.
Si tous les éléments de la matriceA

∗
sont différents de> alors il est évident que pour unB ∈ Dn, tel

queBi 6= ε etBi 6= > pour0 ≤ i ≤ n, on aΠA∗∩A∗(B)i = (A∗
◦\B)i � ε.
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Exemple 3.18.L’exemple de GEP-T de la figure 3.5 auquel nous avons appliqué la remarque 2.42 est
caratérisé par les matrices suivantes :

A =


ε ε ε ε ε
δ3 ε ε δγ ε
δ6 ε ε ε δ3γ2

ε δ2 ε ε δ2

ε ε δ3 ε ε

, A =


> > > > >
> > > > >
> > > > >
> 6 > > 7
> > > > >

, B =


e
ε
ε
ε
ε

, C =
(

ε ε ε e ε
ε ε ε ε e

)
.

La matriceA
∗ = A∗•\A∗ =


> > > > >
> > > > >
> > > > >
> > > > >
> > > > >

,

c’est à dire que le GEP-T est inconsistant, ce qui est en cohérence avec l’exemple 3.8.

Remarque 3.19. Rappelons queA = A∗•\A∗ � A car A∗ � e� et A∗ � A. Il découle que le
taux de production d’un graphe d’événement P-temporel est inférieur à celui du même graphe sans
les contraintes de temps de séjour maximales.

Exemple 3.20.Soit le graphe d’événement P-temporel de la figure 2.14, la matrice

A∗ =



e ε ε ε ε ε ε ε ε
ε e ε ε ε ε ε ε ε
ε ε e ε ε ε ε ε ε

δ(δ3γ)∗ δ5 ⊕ δ12γ(δ3γ)∗ δ10γ(δ3γ)∗ (δ3γ)∗ δ5γ(δ3γ)∗ δγ(δ3γ)∗ δ2γ(δ3γ)∗ ε ε

ε δ7(δ6γ2)∗ δ5(δ6γ2)∗ ε (δ6γ2)∗ ε δ3γ2(δ6γ2)∗ ε ε

δ3(δ3γ)∗ δ11(δ3γ)∗ δ9(δ3γ)∗ δ2(δ3γ)∗ δ4(δ3γ)∗ (δ3γ)∗ δ(δ3γ)∗ ε ε

ε δ10(δ6γ2)∗ δ8(δ6γ2)∗ ε δ3(δ6γ2)∗ ε (δ6γ2)∗ ε ε

δ6(δ3γ)∗ δ14(δ3γ)∗ δ12(δ3γ)∗ δ5(δ3γ)∗ δ7(δ3γ)∗ δ3(δ3γ)∗ δ4(δ3γ)∗ e ε

ε δ11(δ6γ2)∗ δ9(δ6γ2)∗ ε δ4(δ6γ2)∗ ε δ(δ6γ2)∗ ε e



et la matrice

A
∗

=

e ⊕ δ3γ(δ4γ)∗ δ5 ⊕ δ10γ(δ4γ)∗ δ3 ⊕ δ8γ(δ4γ)∗ δ−2(δ4γ)∗ δ−2 ⊕ δ3γ(δ4γ)∗ δ−6 ⊕ δ−1γ(δ4γ)∗ δ−5 ⊕ γ(δ4γ)∗ ε ε

δ−7(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ−3 ⊕ δ2γ(δ4γ)∗ δ−8(δ4γ)∗ δ−8 ⊕ δ−3γ(δ4γ)∗ δ−12 ⊕ δ−7γ(δ4γ)∗ δ−11 ⊕ δ−6γ(δ4γ)∗ ε ε

δ−7(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ2γ(δ4γ)∗ δ−8(δ4γ)∗ δ−7(δ4γ)∗ δ−12 ⊕ δ−7γ(δ4γ)∗ δ−11 ⊕ δ−6γ(δ4γ)∗ ε ε

δ(δ4γ)∗ δ7 ⊕ δ12γ(δ4γ)∗ δ5 ⊕ δ10γ(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ5γ(δ4γ)∗ δ−4 ⊕ δγ(δ4γ)∗ δ−3 ⊕ δ2γ(δ4γ)∗ ε ε

(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗ δ5(δ4γ)∗ δ−1(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ−5 ⊕ γ(δ4γ)∗ δ−4 ⊕ δγ(δ4γ)∗ ε ε

δ4(δ4γ)∗ δ11(δ4γ)∗ δ9(δ4γ)∗ δ3(δ4γ)∗ δ4(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ(δ4γ)∗ ε ε

δ3(δ4γ)∗ δ10(δ4γ)∗ δ8(δ4γ)∗ δ2(δ4γ)∗ δ3(δ4γ)∗ δ−2 ⊕ δ3γ(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ ε ε

δ7(δ4γ)∗ δ14(δ4γ)∗ δ12(δ4γ)∗ δ6(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗ δ3(δ4γ)∗ δ4(δ4γ)∗ e ε

δ4(δ4γ)∗ δ11(δ4γ)∗ δ9(δ4γ)∗ δ3(δ4γ)∗ δ4(δ4γ)∗ δ−1 ⊕ δ4γ(δ4γ)∗ δ(δ4γ)∗ ε e


.

le taux de production du système sans les contraintes de temps maximale de séjour est de une pièce toutes
les trois unités de temps tandis que celui du GEP-T est de une pièce toutes les quatre unités de temps.

3.2.2 Recherche d’une commande optimale garantissant le respect des contraintes.

Les graphes d’événements P-temporels considérés dans cette partie sont supposés consistants, c’est
à dire que :

Ax � x � A� x
(avecΓA : x 7→ A� x une application semi-continue supérieure)

admet une solution finie (i.e., A
∗
ij 6= > ∀i, j).

On s’interésse désormais à établir une commandeu 6= ε qui garantit le respect des contraintes,
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x � A� x,

et qui est optimal vis-à-vis du critère de juste-à-temps. Formellement{
x = Ax⊕Bu,
y = Cx � z, avecz la trajectoire de référence.

En accord avec le théorème 1.100, ce système de contraintes peut s’écrire :
x = A∗Bu,
y = CA∗Bu � z,

x � A� x.

Ou de manière équivalente, d’aprés la proposition 3.14 :
x = A∗Bu,
y = CA∗Bu � z,

x = A
∗
x carx doit appartenir àImA∗ ∩ ImA∗.

Ou encore :
x = A∗Bu,
u � (CA∗B)◦\z,

x = A
∗
A∗x carA∗ � A

∗
et d’aprés le lemme 1.112 on aA

∗
A∗ = A

∗
.

(3.7)

Il apparait donc que la commande est bornée par(CA∗B)◦\z (la commande optimale du GET sous
jacent) et doit être telle quex = A∗Bu = A

∗
x = A

∗
A∗Bu (carA∗ � A

∗ ⇔ A
∗
A∗ = A

∗
voir lemme

1.112).
La proposition suivante fournit une condition suffisante garantissant l’existence d’une telle commande.

Proposition 3.21. Si le GEP-T est consistant et si toutes les transitions immédiatement en amont d’une
place sujette à contrainte sont controlées par une seule transition de contrôle alors la plus grande com-
mande respectant les contraintes est donnée par :

uopt = B◦\xopt avecxopt = (CA
∗)◦\z.

Démonstration.Tout d’abord, en accord avec la proposition 3.14,xopt est le grand état permettant le
respect des contraintes, c’est à dire,xopt � A� xopt.
La commandeuopt = (A∗B)◦\xopt = B◦\xopt est la plus grande commande telle queA∗Buopt � xopt.
Reste à montrer queA∗Buopt � A�A∗Buopt, c’est à dire que les contraintes sont respectées lorsqu’on
applique la commandeuopt.
Rappelons que l’abscence de contrainte sur une place située entre les transitionsj et i impliqueAij = >.
Par hypothèse, les transitions dont au moins une place avale est sujette à contrainte sont controlées,
formellement, soitxj une transition, si∃i ∈ [1, n] tel queAij 6= > alors∃k tel queBjk = e (xj est
contrôlée)5.
La structure de la matriceB implique queuopt = B◦\xopt est constituée des élémentsxoptj dont une
place avale est sujette à contrainte.

5En accord avec la convention, cek est unique.
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De mêmeBuopt = B(B◦\xopt) � xopt aura ses éléments égaux àε, ou àxoptj lorsque la transition a une
place avale sujette à contrainte6. Il vient alors que :

A� (B(B◦\xopt)) = A� xopt. (3.8)

Rappelons quexopt ∈ ImA∗ ∩ ImA∗ c’est à dire quexopt = A∗xopt = A∗◦\xopt, par conséquent
B(B◦\xopt) = B((A∗B)◦\xopt) � A∗B((A∗B)◦\xopt) (puisqueA∗ � e). Donc en considérant l’équation
3.8 et par isotonie nous obtenons :

A�
(
A∗B((A∗B)◦\xopt)

)
� A�

(
B(B◦\xopt)

)
= A� xopt � xopt.

Par ailleurs, par définition de la résiduation (théorème 1.67)

A∗B((A∗B)◦\xopt) � xopt.

Par conséquent, le vecteur d’étatx = A∗Buopt est tel que

A�A∗Buopt � A∗Buopt,

c’est à dire queuopt est la plus grande commande respectant les contraintes.

Remarque 3.22.La condition suffisante précédente est généralement satisfaite dans la réalité. Les en-
trées de four, le début de trempe, sont généralement commandées (tout du moins cela semble souhai-
table).
Néanmoins, il serait interessant de déduire la structure de la matriceB à partir du vecteurxopt, per-
mettant de préserver le respect des contraintes. C’est à dire établir si possible les transitions qu’il est
nécessaire de piloter pour y parvenir.
Lorsque la condition suffisante n’est pas respectée et queA � A∗Buopt � A∗Buopt, nous proposons
d’utiliser un algorithme de type point fixe pour tenter d’établir une commande (si elle existe). Avant
cela nous proposons quelques lemmes qui caractérisent les propriétés des commandes respectant les
contraintes.

Lemme 3.23.Si l’égalité suivante est verifiée :

u = (A∗
B)◦\(A∗Bu),

alorsu est une commande qui respecte les contraintes (i.e.,A
∗
Bu = A∗Bu).

Démonstration.D’abord

u = (A∗
B)◦\(A∗Bu)

⇒ A
∗
Bu = A

∗
B((A∗

B)◦\(A∗Bu))
⇒ A

∗
Bu � A∗Bu (voir la formulef.1).

Par ailleursA
∗ � A∗ nous avons par isotonie du produitA

∗
Bu � A∗Bu.

Nous avons donc

u = (A∗
B)◦\(A∗Bu)⇒ A

∗
Bu = A∗Bu.

Lemme 3.24. Si u est une commande qui respecte les contraintes (i.e.,A
∗
Bu = A∗Bu) et si u ∈

Im(A∗B)](i.e.,∃x tel queu = A∗B◦\x) alors :

6C’est à dire(Buopt)j = ε si Aij = > ∀i ∈ [1, n].
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u = (A∗
B)◦\(A∗Bu).

Démonstration.Soitu une commande qui respecte les contraintes, c’est à direA
∗
Bu = A∗Bu.

A
∗
Bu = A∗Bu ⇒ u � (A∗

B)◦\(A∗Bu). PuisqueA
∗ � A∗, on a, par antitonie de l’application

x 7→ x◦\A, u � (A∗
B)◦\(A∗Bu) � (A∗B)◦\(A∗Bu)

or par hypothèseu ∈ Im(A∗B)] c’est à direu = (A∗B)◦\(A∗Bu) (voir proposition 1.148).
Pour conclure, on au � (A∗

B)◦\(A∗Bu) � (A∗B)◦\(A∗Bu) = u ce qui prouve que

u = (A∗
B)◦\(A∗Bu).

Lemme 3.25.Considérons la suiteuk aveck ∈ N tel que :{
u0 = (A∗B)◦\(x)
et uk+1 = (A∗

B)◦\(A∗Buk)

La suiteuk est décroissante.

Démonstration.Premièrement,

u0 = (A∗B)◦\(x) et
u1 = (A∗

B)◦\(A∗Bu0)
= (A∗

B)◦\(A∗B((A∗B)◦\(x)))
� (A∗B)◦\(A∗B((A∗B)◦\(x))) (carA

∗
B � A∗B)

par conséquentu1 � (A∗B)◦\(x) = u0.
La propriété est donc vraie pouru0 etu1.
Deuxièmement, supposons queuk+1 � uk.
La fonctionh définie parh : u 7→ (A∗

B)◦\(A∗Bu) est isotone donc

h(uk+1) = uk+2 � h(uk) = uk+1.

Donc,uk+1 � uk ∀ k ∈ N.

La proposition qui va suivre donne un algorithme pour calculer la commande optimale.

Proposition 3.26. Soit l’algorithme suivant:
u0 = (A∗B)◦\x0

uk+1 = (A∗
B)◦\(A∗Buk)

si pour unm ∈ N on aum+1 = um alorsum est la commande optimale (voir lemmes 3.23 et 3.24).

Démonstration.Le résultat est une application du théorème 1.97.

Dans la suite nous donnons des propositions permettant d’établir une condition d’arrêt pour l’algo-
rithme de la proposition 3.26.

Corollaire 3.27. Soitu0 ∈ Im(A∗B)]. Si l’algorithme donné dans la proposition 3.26 converge versu′

alors on a les égalités suivantes:

u′ = (A∗
B)◦\(A∗Bu′)

= (A∗
B)◦\(A∗

Bu′)
= (A∗B)◦\(A∗Bu′)
= (A∗B)◦\(A∗

Bu′).
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Démonstration.Soitu′ la solution de l’algorithme donné dans la proposition 3.26.

• Premièrement,u′ est une solution de l’algorithme doncu′ = (A∗
B)◦\(A∗Bu′).

• Deuxièment, puisqueu′ = (A∗
B)◦\(A∗Bu′) nous avons

u′ = B◦\(A∗
◦\(A∗Bu′)) (voir f.6)

= B◦\(A∗
◦\(A∗

A∗Bu′)) (voir propriété 1.111)
par conséquentu′ = (A∗

B)◦\(A∗
Bu′) (carA∗ � A

∗ ⇔ A
∗
A∗ = A

∗
voir lemme 1.112).

• Troisièment, siu′ = (A∗
A∗B)◦\(A∗Bu′) (nous rappelons queA

∗ � A∗, voir le lemme 1.112) alors
u′ = (A∗B)◦\(A∗

◦\(A∗Bu′)) (voir f.6). Par conséquentu′ ∈ Im(A∗B)], donc(A∗B)◦\(A∗Bu′) =
u′ (voir équation 1.13).

• Enfin, vu queu′ = (A∗
B)◦\(A∗

Bu′) = (A∗
A∗B)◦\(A∗

Bu′), en utilisant la propriété 1.111 on a
u′ = (A∗B)(A∗

◦\(A∗
Bu′)) = (A∗B)◦\(A∗

Bu′).

Proposition 3.28.Considérons les termes de la suiteun générée par l’algorithme de la proposition 3.26,
on a les inégalités suivantes :

u0◦\u1 � u1◦\u2 � · · · � uk◦\uk+1 � · · · � um◦\um+1 = u′◦\u′.

Démonstration.u1 = (A∗
B)◦\(A∗Bu0) etu2 = (A∗

B)◦\(A∗Bu1)
u1◦\u2 = ((A∗

B)◦\(A∗Bu0))◦\((A
∗
B)◦\(A∗Bu1))

= (A∗
B((A∗

B)◦\(A∗Bu0)))◦\(A∗Bu1) (voir f.6)
� (A∗Bu0)◦\(A∗Bu1)
� u0◦\((A∗B)◦\(A∗Bu1)) (voir f.6)

et puisqueu1 = (A∗
B)◦\(A∗Bu0) = (A∗B)◦\(A∗

◦\(A∗Bu0) ∈ Im(A∗B)], c’est à dire queu1 =
(A∗B)◦\(A∗Bu1), par conséquent

u1◦\u2 � u0◦\u1.

De la même manière, on prouve que :

∀ k ∈ N uk+1◦\uk � uk◦\uk−1.

Si il existem ∈ N tel queum+1 = um = u′ alors :

u0◦\u1 � u1◦\u2 � · · · � uk◦\uk+1 � · · · � um◦\um+1 = u′◦\u′.

Définition 3.29. Soitx, y deux polynômes deZmax[[γ]], ayant au moins un monôme à coefficient différent
de ε et>, avecy � x , on définie la pseudo-distance par le coefficient du monôme d’exposant0 du
polynôme donné pary◦\x, elle sera notée(y◦\x)(0).

Exemple 3.30.Considéronsx ety dansZmax[[γ]] avecx = 5γ0⊕10γ1⊕15γ2 ety = 2γ0⊕4γ1⊕7γ2.
y◦\x = 3γ0 ⊕ 8γ1 ⊕ 13γ2 et donc(y◦\x)(0) = 3.
x◦\x = 0γ0 ⊕ 5γ1 ⊕ 10γ2 et donc(x◦\x)(0) = e

Remarque 3.31.Siu′ est une solution finie de l’algorithme de la proposition 3.26 alors(u′◦\u′)(0) = e.
Donc, siu′ est finie on a les égalités suivantes :
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(u1◦\u0)(0) � (u2◦\u1)(0) � · · · � (uk+1◦\uk)(0) � · · · � (um+1◦\um)(0) = (u′◦\u′)(0) = e.

Ceci nous donne une condition d’arrêt pour l’algorithme donné dans la proposition 3.26 :

si (uk+1◦\uk)(0) � e alors la commande optimale est infinie.

L’algorithme devient alors :
u0 = (CA∗B)◦\z
uk+1 = (A∗

B)◦\(A∗Buk)
si pour unm ∈ N on aum+1 = um alorsum est la commande optimale
sinon, si(uk+1◦\uk)(0) � e alors il n’exsite pas de commande optimale finie.

Dans le cas de système à plusieurs entrées, la remarque suivante montre qu’en cas d’égalité entre
deux termes de l’algorithme donné dans la proposition 3.26, la pseudo-distance entre ces deux derniers
est inférieure ou égale àe.

Remarque 3.32.Nous rappelons que siA = (Ai) ∈ Dm oùD est un dioïde, etB ∈ Dm, la résiduation
deB par A est donnée par la formule suivante :

(A◦\B)i =
m∧

j=1
(Ai◦\Bj).

donc siA = B alors

(A◦\A)i(0) =
m∧

j=1
(Ai◦\Aj)(0) � (Aj◦\Aj)(0) = e.

3.2.3 Illustrations

Dans cette section nous donnons trois exemples illustrant les propositions données dans la section
précédente :

• Dans le premier exemple, nous calculons la commande optimale du graphe d’événement P-temporel
consistant donné figure 3.6.

• Dans le deuxième exemple, nous calculons la commande optimale du graphe d’événement P-
temporel incertain et consistant donné figure 3.7.

• Dans le troisième exemple, nous appliquons l’algorithme donné par la remarque 3.31 pour montrer
qu’il n’existe pas de commande optimale finie qui satisfait le problème de planification du graphe
d’événement P-temporel consistant donné figure 3.8. Ceci montre que la consistance d’un GEP-T
n’est pas suffisante pour garantir l’existence d’une commande optimale finie.
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Figure 3.6 – Graphe d’événement P-temporel commandable.

Exemple 3.33.Considérons le GEP-T figure 3.6. on cherche la plus grande commandeu qui satisfait
les contraintes de sortie données par :

y = CA∗Bu � z, (3.9)

et qui respecte les contraintes imposées par le modèle, c.-à-d. :

x � A� x, (3.10)

A =



ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε
δ δ5 ε ε ε δγ ε ε ε
ε δ7 δ5 ε ε ε δ3γ2 ε ε
ε ε ε δ2 ε ε δ ε ε
ε ε ε ε δ3 ε ε ε ε
ε ε ε ε ε δ3 ε ε ε
ε ε ε ε ε ε δ ε ε


, A =



> > > > > > > > >
> > > > > > > > >
> > > > > > > > >
2 8 > > > > > > >
> 9 7 > > > > > >
> > > 4 > > 3 > >
> > > > > > > > >
> > > > > > > > >
> > > > > > > > >


,

B =



e ε ε
ε e ε
ε ε e
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε


, C =

(
ε ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε ε ε e

)
.
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Considérons la consigne de sortie suivante :

k 0 1 2 3
z1 (k) 17 21 22 +∞
z2 (k) 17 22 25 +∞

l’expression dez dansMax
in [[γ, δ]] est donnée par

z =
(

δ17γ0 ⊕ δ21γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ17γ0 ⊕ δ22γ1 ⊕ δ25γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
.

La commandeu obtenue dans l’exemple 3.3 provoque une violation de contraintes.
En effet,

u =

 δ10γ0 ⊕ δ13γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ2γ0 ⊕ δ5γ1 ⊕ δ8γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ4γ0 ⊕ δ7γ1 ⊕ δ10γ2 ⊕ δ+∞γ3

,

conduit au vecteur d’état suivant :

x = A∗Bu =



δ10γ0 ⊕ δ13γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ2γ0 ⊕ δ5γ1 ⊕ δ8γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ4γ0 ⊕ δ7γ1 ⊕ δ10γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ11γ0 ⊕ δ14γ1 ⊕ δ17γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ9γ0 ⊕ δ12γ1 ⊕ δ15γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ13γ0 ⊕ δ16γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ12γ0 ⊕ δ15γ1 ⊕ δ18γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ16γ0 ⊕ δ19γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ13γ0 ⊕ δ16γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3


,

qui ne respecte pas les contraintes puisqu’il est supérieur au vecteurA�A∗Bu donné ci-dessous :

A�A∗Bu =



δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ10γ0 ⊕ δ13γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ11γ0 ⊕ δ14γ1 ⊕ δ17γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ15γ0 ⊕ δ18γ1 ⊕ δ21γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ+∞γ0


.

L’algorithme de la proposition 3.26 converge vers le vecteur suivant :

u′opt =

 δ7γ0 ⊕ δ11γ1 ⊕ δ15γ2 ⊕ δ+∞γ3

e⊕ δ4γ1 ⊕ δ8γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ2γ0 ⊕ δ6γ1 ⊕ δ10γ2 ⊕ δ+∞γ3

.

Il s’agit du plus grand vecteur de commande (qui assure les dates d’entrée les plus tardives) qui respecte les
contraintes, il conduit au vecteur d’état :



104 CHAPITRE 3 — Sur la commande optimale en boucle ouverte des GEP-T

x = A∗Bu =



δ7γ0 ⊕ δ11γ1 ⊕ δ15γ2 ⊕ δ+∞γ3

e⊕ δ4γ1 ⊕ δ8γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ2γ0 ⊕ δ6γ1 ⊕ δ10γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ8γ0 ⊕ δ12γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ7γ0 ⊕ δ11γ1 ⊕ δ15γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ11γ0 ⊕ δ15γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ10γ0 ⊕ δ14γ1 ⊕ δ18γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ14γ0 ⊕ δ18γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ11γ0 ⊕ δ15γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3


,

qui est bien supérieur au vecteurA�A∗Bu, donné ci-dessous :

A�A∗Bu =



δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ8γ0 ⊕ δ12γ1 ⊕ δ16γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ9γ0 ⊕ δ13γ1 ⊕ δ17γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ12γ0 ⊕ δ16γ1 ⊕ δ20γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ+∞γ0

δ+∞γ0

δ+∞γ0


.

Le vecteur de sortie correspondant,(la sortie en juste à temps respectant les contraintes) est alors donné par :

y′opt =
(

δ14γ0 ⊕ δ18γ1 ⊕ δ22γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ11γ0 ⊕ δ15γ1 ⊕ δ19γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
.

Figure 3.7 – Graphe d’événement p-temporel incertain

Exemple 3.34.Considérons le graphe d’événement p-temporel incertain de la figure 3.7, les matrices
de la représentation d’état sont les suivantes :
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A =



ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε[

δ, δ2
]

ε ε ε δγ ε ε ε
ε δ5 ε ε ε δ3γ2 ε ε
ε ε δ2 ε ε

[
δ, δ3

]
ε ε

ε ε ε δ3 ε ε ε ε
ε ε ε ε δ3 ε ε ε
ε ε ε ε ε δ ε ε


,A =



> > > > > > > >
> > > > > > > >

[3, 4] > > > > > > >
> 7 > > > > > >
> > [2, 4] > > 5 > >
> > > > > > > >
> > > > > > > >
> > > > > > > >


,

B =



e ε
ε e
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε
ε ε


etC =

(
ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε ε e

)
.

Ceci nous donne les matrices suivantes

A∗ =



e ε ε ε ε ε ε ε
ε e ε ε ε ε ε ε[

δ, δ2
]
(δ3γ)∗

[
δ10, δ12

]
γ(δ3γ)∗ (δ3γ)∗

[
δ5, δ7

]
γ(δ3γ)∗ δγ(δ3γ)∗

[
δ2, δ4

]
γ(δ3γ)∗ ε ε

ε δ5(δ6γ2)∗ ε (δ6γ2)∗ ε δ3γ2(δ6γ2)∗ ε ε[
δ3, δ4

]
(δ3γ)∗

[
δ9, δ11

]
(δ3γ)∗ δ2(δ3γ)∗

[
δ4, δ6

]
(δ3γ)∗ (δ3γ)∗

[
δ, δ3

]
(δ3γ)∗ ε ε

ε δ8(δ6γ2)∗ ε δ3(δ6γ2)∗ ε (δ6γ2)∗ ε ε[
δ6, δ7

]
(δ3γ)∗

[
δ12, δ14

]
(δ3γ)∗ δ5(δ3γ)∗

[
δ7, δ9

]
(δ3γ)∗ δ3(δ3γ)∗

[
δ4, δ6

]
(δ3γ)∗ e ε

ε δ9(δ6γ2)∗ ε δ4(δ6γ2)∗ ε δ(δ6γ2)∗ ε e



etA∗ =



0 > > > > > > >
> 0 > > > > > >

[3, 4] > 0 > > > > >
> 7 > 0 > > > >

[5, 8] > [2, 4] > 0 5 > >
> > > > > 0 > >
> > > > > > 0 >
> > > > > > > 0


donc la matriceA

∗
est donnée par :

A
∗

= (A∗ •\A∗)∗

=



(e ⊕ δγ)(δ3γ)∗
[
δ4, δ6

]
(δ3γ)∗ δ−3(δ3γ)∗

[
δ−1, δ

]
(δ3γ)∗ δ−5(δ3γ)∗

[
δ−4, δ−2

]
(δ3γ)∗ ε ε

ε (e ⊕ δ4γ2)(δ6γ2)∗ ε δ−7(δ6γ2)∗ ε δ−4γ2(δ6γ2)∗ ε ε[
δ, δ2

]
(δ3γ)∗

[
δ7, δ9

]
(δ3γ)∗ (δ3γ)∗

[
δ2, δ4

]
(δ3γ)∗ δ−2(δ3γ)∗

[
δ−1, δ

]
(δ3γ)∗ ε ε

ε δ5(δ6γ2)∗ ε (δ6γ2)∗ ε δ3γ2(δ6γ2)∗ ε ε[
δ3, δ4

]
(δ3γ)∗

[
δ9, δ11

]
(δ3γ)∗ δ2(δ3γ)∗

[
δ4, δ6

]
(δ3γ)∗ (δ3γ)∗

[
δ, δ3

]
(δ3γ)∗ ε ε[

δ−2, δ−1
]
(δ3γ)∗

[
δ8, δ8 ⊕ δ9γ

]
(δ6γ2)∗ δ−3(δ3γ)∗

[
δ3, δ3 ⊕ δ4γ

]
(δ6γ2)∗ δ−5(δ3γ)∗ [e, e ⊕ δγ] (δ6γ2)∗ ε ε[

δ6, δ7
]
(δ3γ)∗

[
δ12, δ14

]
(δ3γ)∗ δ5(δ3γ)∗

[
δ7, δ9

]
(δ3γ)∗ δ3(δ3γ)∗

[
δ4, δ6

]
(δ3γ)∗ e ε

ε δ9(δ6γ2)∗ ε δ4(δ6γ2)∗ ε δ(δ6γ2)∗ ε e


.

considérons la consignez suivante :

z =
(

δ23γ0 ⊕ δ24γ1 ⊕ δ45γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ15γ0 ⊕ δ26γ1 ⊕ δ27γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
.

la commande optimale est donnée paruopt =
(

δ14γ0 ⊕ δ17γ1 ⊕ δ27γ2 ⊕ δ+∞γ3

δ6γ0 ⊕ δ10γ1 ⊕ δ18γ2 ⊕ δ+∞γ3

)
.

Exemple 3.35.Soit le graphe d’événement P-temporel de la figure 3.8 et soit la consignez donnée par
la série suivantez = 17γ0 ⊕+∞γ1.
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Figure 3.8 – Graphe d’événement P-temporel non-commandable.

En utilisant les modifications introduites dans les remarques 2.42 et 2.45, le graphe d’événement
P-temporel donné dans la figure 3.8 devient le suivant :

Figure 3.9 – Graphe d’événement P-temporel non-commandable.
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La matriceA est donnée par la somme suivante
ε ε ε ε ε ε ε ε

ε e ε e ε ε δ3 ε
ε ε ε ε ε ε ε ε

ε δ−5 ε e ε ε δ−2 ε

δ−14 δ−2γ3 δ−10 δ−2γ3 ε δ−2 δγ3 δ−5

δ−15 γ3 δ−11 γ3 ε e δ3γ3 ε

δ−6γ4 δ−6 δ−2γ4 δ−6 ε ε e ε

δ−9 ε δ−5 ε ε ε ε ε

⊕


(δ8γ1)∗ δ8γ3(δ8γ1)∗ δ4(δ8γ1)∗ δ8γ3(δ8γ1)∗ δ8(δ8γ1)∗ δ8(δ8γ1)∗ δ11γ3(δ8γ1)∗ δ5(δ8γ1)∗

γ4(δ8γ1)∗ δ8γ7(δ8γ1)∗ δ4γ4(δ8γ1)∗ δ8γ7(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ11γ7(δ8γ1)∗ δ5γ4(δ8γ1)∗

δ−4(δ8γ1)∗ δ4γ3(δ8γ1)∗ (δ8γ1)∗ δ4γ3(δ8γ1)∗ δ4(δ8γ1)∗ δ4(δ8γ1)∗ δ7γ3(δ8γ1)∗ δ(δ8γ1)∗

γ4(δ8γ1)∗ δ8γ7(δ8γ1)∗ δ4γ4(δ8γ1)∗ δ8γ7(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ11γ7(δ8γ1)∗ δ5γ4(δ8γ1)∗

γ1(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ4γ1(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ (δ8γ1)∗ δ8γ1(δ8γ1)∗ δ11γ4(δ8γ1)∗ δ5γ1(δ8γ1)∗

δ−3γ1(δ8γ1)∗ δ5γ4(δ8γ1)∗ δ1γ1(δ8γ1)∗ δ5γ4(δ8γ1)∗ δ−3(δ8γ1)∗ δ5γ1(δ8γ1)∗ δ8γ4(δ8γ1)∗ δ−6(δ8γ1)∗

δ3γ5(δ8γ1)∗ δ3γ7(δ8γ1)∗ δ7γ5(δ8γ1)∗ δ3γ7(δ8γ1)∗ δ3γ4(δ8γ1)∗ δ3γ4(δ8γ1)∗ δ6γ7(δ8γ1)∗ γ4(δ8γ1)∗

δ3γ1(δ8γ1)∗ δ3γ3(δ8γ1)∗ δ7γ1(δ8γ1)∗ δ3γ3(δ8γ1)∗ δ3(δ8γ1)∗ δ3(δ8γ1)∗ δ6γ3(δ8γ1)∗ (δ8γ1)∗


Si toutes les transitions sont commandables les dates de tir des transitions respectent la consignez
et les contraintes du système.

x =



δ8γ1 ⊕ δ+∞γ2

δ23γ4 ⊕ δ+∞γ5

δ14γ1 ⊕ δ+∞γ2

δ23γ4 ⊕ δ+∞γ5

δ10γ1 ⊕ δ+∞γ2

δ10γ1 ⊕ δ+∞γ2

δ17γ4 ⊕ δ+∞γ5

δ13γ1 ⊕ δ+∞γ2


.

Par contre, si seules les transitionsx1 et x2 sont commandables par les commandesu1 et u2 alors l’al-
gorithme donné dans la proposition 3.26 indique qu’il n’existe pas de commande optimale finie.
Les premiers termes donnés par l’algorithme sont les suivants:

u0 =
(

δ14γ−1 ⊕ δ+∞γ0

δ14γ−3 ⊕ δ+∞γ−2

)
u1 =

(
δ18γ1 ⊕ δ+∞γ2

δ23γ4 ⊕ δ+∞γ5

)
u2 =

(
δ27γ8 ⊕ δ+∞γ9

δ27γ6 ⊕ δ+∞γ7

)
u3 =

(
δ31γ10 ⊕ δ+∞γ11

δ36γ13 ⊕ δ+∞γ14

)
u4 =

(
δ40γ17 ⊕ δ+∞γ18

δ40γ15 ⊕ δ+∞γ16

)
On obtient donc l’égalité suivante

u1◦\u0 = u2◦\u1 = u3◦\u2 = u4◦\u3 = δ−4γ−2 ⊕ δ+∞γ−1.

u1◦\u0(0) = u2◦\u1(0) = u3◦\u2(0) = u4◦\u3(0) = +∞ � 0. Par conséquent il n’existe pas de com-
mande finie au problème de planification.

3.3 Commande en boucle ouverte d’un GEP-T : Poursuite de modèle.

Dans cette section, le problème de commande consiste simplement à choisir la dynamique du pré-
compensateurP de telle sorte que le système contrôléGP possède la dynamique décrite par un modèle
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de référenceGref ∈ Dp×m spécifié sous forme de matrice de transfert et que la commande générée par
ce précompensateur respecte les contraintes du modèle P-temporel.

3.3.1 Algorithme de calcul d’un précompensateur optimal garantissant le respect des
contraintes.

Les graphes d’événements P-temporels considérés dans cette partie sont supposés consistants, c’est
à dire que le système

Ax � x � A� x
(avecΓA : x 7→ A� x une application semi-continue supérieure)

admet une solution finie (i.e., A
∗
ij 6= > ∀i, j).

On s’interésse désormais à établir un précompensateurP 6= ε qui garanti le respect des contraintes.

x � A� x.

et qui est optimal vis-à-vis du critère de juste-à-temps. Formellement, pour toutv on a :{
x = Ax⊕BPv,
y = Cx � Grefv,

Ce système de contraintes peut s’écrire :
x = A∗BPv,
y = CA∗BPv � Grefv,

x � A� x.

D’aprés la proposition 3.14, ce système peut s’écrire :
x = A∗BPv,
y = CA∗BPv � Grefv,

x = A
∗
x carx doit appartenir àImA∗ ∩ ImA∗.

Ou encore :
x = A∗BPv,
y = CA∗BPv � Grefv,

x = A
∗
A∗x carA∗ � A

∗
et d’aprés le lemme 1.112 on aA∗A

∗ = A
∗
.

En d’autre termes un précompensateur garantissant le respect des contraintes doit vérifier la condition
suivante :

A
∗
BPv = A∗BPv ∀v.

qui est équivalent à :

A
∗
BP = A∗BP .
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Dans cette section, la démarche pour établir l’algorithme est analogue a celle de la section précédente,
il suffit de remplaceru parP etz parGref .

L’algorithme devient alors :
P0 = (CA∗B)◦\Gref

Pk+1 = (A∗
B)◦\(A∗BPk)

si pour unm ∈ N on aPm+1 = Pm alorsPm est le précompensateur optimal
sinon, si(Pk+1◦\Pk(0)) � e alors le précompensateur optimal est infini.

3.3.2 Illustration

Figure 3.10 – Réalisation du précompensateur permettant d’approcher au mieuxGref

Considérons le graphe d’événement P-temporel donné dans la figure 2.13 et un modèle de référence

donné par :Gref =
(

δ14(δ4γ)∗ δ21(δ4γ)∗ δ19(δ4γ)∗

δ11(δ4γ)∗ δ18(δ4γ)∗ δ16(δ4γ)∗

)
. Le précompensateur optimal est donné

par : Popt =

 δ7(δ4γ)∗ δ14(δ4γ)∗ δ12(δ4γ)∗

(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗ δ5(δ4γ)∗

δ2(δ4γ)∗ δ9(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗

. Il garantit que les contraintes seront respectées

quelque soit les entréesv.
Une réalisation de ce précompensateur est donnée dans la figure 3.10. Les équations récurrentes

fournissant l’expression de la commandeu en fonction de la consignev sont les suivantes sur le dioïde
Zmax :



110 CHAPITRE 3 — Sur la commande optimale en boucle ouverte des GEP-T

u1(k) = 4u1(k − 1)⊕ 7v1(k)⊕ 14v2(k)⊕ 12v3(k)
u2(k) = 4u2(k − 1)⊕ v1(k)⊕ 7v2(k)⊕ 5v3(k)
u3(k) = 4u3(k − 1)⊕ 2v1(k)⊕ 9v2(k)⊕ 7v3(k)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à la commande en boucle ouverte de graphe d’évé-
nements P-temporel. Dans un premier temps, nous avons donné une méthode permettant de vérifier la
consistance des graphes d’événements P-temporels, en d’autre terme cela permet d’établir l’abscence de
solution aux problèmes de commande proposés par la suite. Lorsque le graphe d’événement P-temporel
est consistant, nous avons caractérisé un projecteur dans l’ensemble des états qui respectent la dyna-
mique du graphe d’événement P-temporel. Il permet d’obtenir, le plus grand état respectant à la fois la
dynamique du GET sous jacent et la dynamique propre au respect des contraintes.

Ensuite nous nous sommes intéressés au problème de commande. Si chaque transition immédiate-
ment en amont d’une place sujette à contrainte est commandée alors nous donnons le commande op-
timale du GEP-T vis à vis du critère de juste à temps. Cette condition suffisante semble pratiquement
raisonnable, néanmoins il serait intéressant d’établir les transitions qu’il est nécessaire de contrôler pour
garantir le respect des contraintes. Lorsque cette condition n’est pas remplie et que la commande précé-
dente se révèle non satisfaisante ( i.e.,A∗Buopt 6= A

∗
Buopt) nous proposons d’utiliser un algorithme de

type point fixe pour établir cette commande si elle existe.
Pour conclure ce chapitre, nous avons étendu les résultats à un problème de poursuite de modèle qui

permet, lorsqu’une solution existe, d’obtenir un filtre en entrée du système garantissant le respect des
contraintes quelque soit l’entrée.



CHAPITRE4
Commande en boucle

fermée des graphes
d’événements

P-temporel
Le calcul de la commande optimaleuopt (vue dans le chapitre précédent), pour une consigne donnée

z, fournit la commande la plus tardive possible permettant à la fois d’atteindre l’objectif (Huopt � z) et
de respecter les contraintes (x � A�x). C’est à dire, qu’elle permet de diminuer optimalement le temps
de séjour des jetons dans le GEP-T ou, de manière équivalente, permet une diminution optimale du mar-
quage instantané1. Mais le calcul de cette commande nécéssite la connaissance à priori de la trajectoirez
à poursuivre, et une parfaite connaissance du système que l’on souhaite piloter. Lorsque la trajectoire de
consignez n’est pas connue a priori, il est possible de synthétiser un précompensateur optimal permettant
la poursuite d’un modèle de référence, il permet de ce fait d’optimiser le flux interne de jeton quelque soit
le flux d’entrée. Ces approches de type boucle ouverte restent sensibles aux variations du modèle et aux
perturbations. C’est pourquoi des structures de commande de type boucle fermée ont été proposées pour
les GET (voir notamment [Cottenceau, 1999, Cottenceau et al., 1999, Lüders and Santos-Mendes, 2002,
Maia et al., 2003, Lhommeau, 2004, Hardouin, 2004]). Il s’agit à l’aide de bouclage des transitions de
sortie (ou transitions internes) de modifier le comportement du système afin de s’approcher d’un modèle
de référence et de répercuter ainsi l’évolution des transitions internes sur les entrées pour gérer au mieux
l’entrée des jetons dans le GET. (On invite le lecteur à consulter http://www.istia.univ-angers.fr/ har-
douin/publications.html pour voir des simulations et l’intéret de tels contrôleurs).

Ces problèmes ont pu être mieux appréhendés grâce au développement de la théorie géométrique des
systèmes multivariables [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997, Cohen et al., 2005b, Cohen et al., 2006].
En particulier le problème de contrôle en présence de perturbations a pu être considéré [Lhommeau, 2004,
Lhommeau et al., 2003].

Notons qu’une autre démarche a été empruntée dans [Katz, 2006], la différence réside sur les objets
algébriques manipulés, des idéaux principaux dans notre cas, des sous semi-modules dans le cas de
Ricardo Katz et Stéphane Gaubert. Cela conduit au traitement d’applications différentes.

Dans ce chapitre nous allons étendre ces concepts de contrôle en boucle fermée au GEP-T.
Ce chapître est composé comme suit.
Dans un premier temps nous rappelons les définitions d’ensemblesA-invariants et invariants contrô-

lés dans les dioïdes (voir [Lhommeau, 2004]).

1Dans un contexte de production, ce marquage instantané correspond aux en-cours de production.
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Dans un deuxième temps, nous appliquons ces résultats au problème de synthèse de commande en
boucle fermée des GEP-T. Nous considérons successivement le problème de la synthèse du contrôleur
de type retour d’état puis de type retour de sortie. Une condition nécessaire et suffisante pour garantir
l’existence du contrôleur sera donnée. Puis, une méthode, permettant de remédier au problème de non
causalité du contrôleur est introduite. Elle utilise un nouveau précompensateur neutre (voir chapitre3) qui
préserve le vecteur d’état. Enfin, nous utilisons une relation de parallélisme, introduite par [Katz, 2006],
pour résoudre le problème de non causalité du précompensateur.

Finalement nous traitons un exemple illustrant l’intérêt de notre approche.

4.1 Ensembles A-invariants et invariants contrôlés

Dans la théorie linéaire conventionelle, les sous espaces invariants jouent un rôle central dans plu-
sieurs problèmes de commande, citons par exemple les problèmes de poursuite de modèle de réfé-
rence [Wang and Desoer, 1972, Munoz and Malabre, 1998] et le problème de découplage de perturbation
[Wonham, 1985, §4.1], [Basile and Marro, 1992, §4.2]. Dans la suite, nous considérons des concepts
analogues dans les dioïdes. Les structures de treillis étant à la base de la structure des semi-anneaux
idempotent, les ensembles manipulés sont des idéaux principaux, plutôt que les sous-espaces vectoriels.
Rappelons que dans [Gaubert and Katz, 2003a, Gaubert and Katz, 2003b, Katz, 2006] une approche dif-
férente est considérée, les ensembles manipulés sont des sous-semi-modules, ce qui conduit à des appli-
cations différentes.

Définition 4.1 (Idéaux dans un ensemble ordonné).Soit S un ensemble ordonné. On appelle idéal
("lower set" en anglais) deS toute partie non videX deS satisfaisant

(x ∈ X andy � x) ⇒ y ∈ X .

Un idéal principal ("closed lower set" en anglais) (généré parx) deS est un idéal, noté↓X , de la forme :

↓X := {y ∈ S | y � x} . (4.1)

Lemme 4.2. [Davey and Priestley, 2002] SoitS un ensemble ordonné etx, y ∈ S. L’équivalence sui-
vante est vraie :

x � y ⇐⇒ ↓X ⊂↓Y. (4.2)

Considérons un système linéaire défini sur un semi-anneau idempotentS

x = Ax⊕Bu, (4.3)

avecx ∈ Sn est le vecteur d’état,u ∈ Sp est le vecteur de commande. Les éléments des matricesA,B
appartiennent au semi-anneau idempotentS.

Définition 4.3 (EnsembleA-invariant). Considérons un semi-anneau idempotentX et une application
A : X → X , alors un ensembleV ⊂ X est dit ensembleA-invariant, si pour chaque élémentx0 ∈ V, on
aAx0 ∈ V, ceci est équivalent àAV ⊂ V, oùAV = {Ax | x ∈ V}.

Exemple 4.4.Un exemple simple est donné par l’ensembleA-invariant suivantV = {ε}.
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Figure 4.1 – Contrôleur retour d’état

Nous supposons dans la suite que le contrôleurF , de type retour d’état, est intégré dans le système
comme indiqué sur la figure 4.1,u = Fx⊕ v. Donc, l’équation (4.3) devientx = (A⊕BF )x⊕Bv.

Définition 4.5 (Ensemble invariant contrôlé).Un ensembleV ⊂ X est dit invariant contrôlé si il existe
une application isotoneF : X → U tel que

(A⊕BF )V ⊂ V.

on écritF(V) pour décrire la classe des applications isotonesF : X → U telles que(A ⊕ BF )V ⊂ V.
La notationF ∈ F(V) se lit "F est un ami deV".

Remarque 4.6. Chaque idéal principalA-invariant est automatiquement un idéal principal invariant
contrôlé, il suffit de prendreF = ε (ouF = B◦\A).

Proposition 4.7. SoitX un semi-anneau idempotent et↓N = {n ∈ X | n � n̂} un idéal principalA-
invariant (i.e.,A↓N ⊂↓N ). On a l’équivalence suivante :

F ∈ F(↓N ) ⇐⇒ F � F̂ = B◦\n̂◦/n̂.

Démonstration.Premièrement on prouve que,F ∈ F(↓N ) ⇒ F � F̂ .
On choisitF ∈ F(↓N ), i.e. (A⊕BF )↓N ⊂↓N .
En utilisant le lemme 4.2, on a

(A⊕BF )↓N ⊂↓N ⇐⇒ (A⊕BF )n̂ � n̂ ⇐⇒ An̂ � n̂ etBFn̂ � n̂.

Alors,

(A⊕BF )↓N ⊂↓N ⇒ BFn̂ � n̂ ⇐⇒ F � B◦\n̂◦/n̂ = F̂ .

Maintenant on prouve que,F � F̂ ⇒ F ∈ F(↓N ).
on choisitF � F̂ , par isotonie des lois de multiplication et d’addition on a

(A⊕BF )n̂ � (A⊕BF̂ )n̂.
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De plus, en utilisant (f.1) et (f.3),

BF̂ n̂ = B(B◦\n̂◦/n̂)n̂ � (n̂◦/n̂)n̂ � n̂

et en prenant en compte l’hypothèseAn̂ � n̂ (i.e.A↓N ⊂↓N ),
on a(A⊕BF̂ )n̂ � n̂, i.e F̂ ∈ F(↓N ),

et (A⊕BF )n̂ � (A⊕BF̂ )n̂ � n̂, i.e., (A⊕BF )↓N ⊂↓N ,
donc

F ∈ F(↓N ).

Ce résultat montre que l’ensemble des "amis de↓N " est un idéal principal généré parF̂ , i.e.F(↓N ) ={
F | F � F̂

}
.

Corollaire 4.8. Tout contrôleurF ∈ F(↓N ) est tel que

(A⊕BF )∗n̂ = n̂.

Démonstration.↓N estA-invariant, etF � F̂ nous conduit à(A ⊕ BF )n̂ � n̂, par application du
lemme 3.10 nous avons(A⊕BF )∗n̂ = n̂.

4.2 Contrôleur de type retour d’état pour les graphes d’événements P-
temporels

Dans cette section nous proposons une stratégie de synthèse d’une commande en boucle fermée pour
les graphes d’événements P-temporels.

Nous supposons que les transitions internes ne sont pas toutes observables,i.e., la loi de com-
mande est donnée paru = FobsMobsx ⊕ v avecMobs une matrice booléenne qui relit les transitions
internes observables aux entrées du correcteurFobs. Si toutes les transitions internes sont observables
alorsMobs = Id.
Sous les hypothèses données ci-dessus, la représentation du vecteur d’état est donnée par :

x = Ax⊕Bu = Ax⊕BFx⊕Bv avecF = FobsMobs

y = Cx.

Nous cherchons un contrôleurF qui satisfait le problème de poursuite de modèle de référenceGref

et qui respecte les contraintes. La nature des systèmes(max, +) linéaires (synchronisation et retard) fait
que toute action extérieure ne peut que retarder le système. Le correcteur ne pourra donc que retarder
l’entrée du système, et le système corrigé sera nécessairement supérieur ou égal au système nominal.
Formellement, nous cherchons le plus grand contrôleurF tel que :

x = (A⊕BF )x⊕Bv
y = Cx � Grefv ∀ v avecx � A� x.

Ce problème s’écrit de manière équivalente :
y = Cx = C(A⊕BF )∗Bv � Grefv ∀v avecx = (A⊕BF )x⊕Bv � A� x
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⇔ C(A⊕BF )∗B � Gref etX = (A⊕BF )∗B � A�X

⇔ X = (A⊕BF )∗B � C◦\Gref = X0 etX � A�X. (4.4)

De plus, on déduit les propriétés nécessaires suivantes :

X = (A⊕BF )∗B ⇒ X = (A⊕BF )X ⊕B
⇒ X � (A⊕BF )X
⇒ X � AX etX � BFX.

Il vient queX devra satisfaire les contraintes suivantes :

AX � X � A�X etX � X0

D’aprés la proposition (3.14),X est donc borné de la manière suivante :

X � Xopt = A
∗
◦\X0, (4.5)

Xopt est le plus grand élément de référence qui respecte les contraintes. Le correcteurF recherché devra
être tel que : 

X = (A⊕BF )∗X
et
X � Xopt

(4.6)

Proposition 4.9. Une condition nécessaire et suffisante, pour que le correcteurF assure le respect des
contraintes, est donnée par :

(A⊕BF )∗B � A
∗
B.

Démonstration.Dans le cas d’un graphe d’événement P-temporel, la dynamique du système qui assure
le respect des contraintes est donné par la matriceA

∗
puisque la projection d’un vecteur d’étatx dans

ImA∗ ∩ ImA∗ est donnée parA
∗
◦\x (voir la proposition 3.14). Or un vecteur d’état généré par la boucle

fermée est dansIm(A ⊕ BF )∗B, pour qu’il respecte les contraintes il faut qu’il soit aussi dansImA
∗
,

i.e, Im(A⊕BF )∗B ⊂ ImA
∗

qui est équivalent à(A⊕BF )∗B ∈ ImA
∗

(voir proposition 1.146)

⇔ A
∗(A⊕BF )∗B = (A⊕BF )∗B,

puisque(A⊕BF )∗ � e, on aA
∗
B � (A⊕BF )∗B.

Il nous reste à prouver que siA
∗
B � (A⊕BF )∗B alorsA

∗(A⊕BF )∗B = (A⊕BF )∗B.
Premièrement,

A
∗(A⊕BF )∗B � A

∗(A⊕BF )∗B (carA � A) or

A
∗(A⊕BF )∗B = (A⊕BF )∗B voir équation (1.36)

= (A∗
BF )∗A∗

B

Par hypothèseA
∗
B � (A⊕BF )∗B donc

A
∗(A⊕BF )∗B � ((A⊕BF )∗BF )∗(A⊕BF )∗B

� (A⊕BF ⊕BF )∗B
� (A⊕BF )∗B

Par ailleurs,A
∗ � e donc, on a toujoursA

∗(A⊕BF )∗B � (A⊕BF )∗B.
Par conséquent
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A
∗
B � (A⊕BF )∗B ⇒ A

∗(A⊕BF )∗B = (A⊕BF )∗B.

Remarque 4.10.Puisque(A⊕BF )∗B doit être supérieur ou égale àA
∗
B, le modèle de référenceGref

doit être choisi tel queGref � C(A⊕BF )∗B � CA
∗
B.

Lemme 4.11.Soit↓X̃opt = {X|X � Xopt} un idéal principal (généré parXopt). On aA↓X̃opt ⊆↓ X̃opt;

↓X̃opt est un idéal principalA-invariant.

Démonstration.Il suffit de rappeler queXopt � AXopt. Le résultat est une application directe du lemme
4.2.

Proposition 4.12. L’élémentXopt est le plus grand tel qu’il existe unF satisfaisant le problème (4.6).

Démonstration.Tout d’abordXopt = A
∗
◦\X0 = A∗(A∗

◦\X0) = A∗Xopt.
Donc il existe unF tel que :

Xopt = (A⊕BF )∗Xopt (4.7)

(il suffit de prendreF = ε). Ceci est en concordance avec la remarque 4.6, c’est à dire que l’idéal
principal↓X̃opt = {X|X � Xopt} estA-invariant et donc(A⊕BF )-invariant.
Montrons que siF satisfaitXopt = (A⊕BF )∗Xopt alorsXopt � X.
En accord avec la remarque (4.10)Xopt = A

∗
◦\X0 = (CA

∗)◦\Gref � (CA
∗)◦\(CA

∗
B) � B,

par conséquent,Xopt = (A⊕BF )∗Xopt � (A⊕BF )∗B = X.

On cherche désormais le plus grandF qui satisfait l’équation 4.7.

Proposition 4.13. Le plus grand contrôleurF tel que(A⊕BF )∗Xopt = Xopt est donné par

Fmax = B◦\Xopt◦/Xopt.

Démonstration.En considérant l’idéal principal↓X̃opt = {X|X � Xopt} qui est A-invariant (voir
lemme 4.11), il s’agit d’une application directe de la proposition (4.7) et de son corollaire.

Lemme 4.14.Xopt◦/Xopt est dans l’image deA
∗
.

Démonstration.PuisqueXopt = A
∗
◦\X0 ∈ ImA

∗
nous avons

Xopt◦/Xopt = (A∗
◦\Xopt)◦/Xopt (voir équation 4.5)

= A
∗
◦\(Xopt◦/Xopt) (voir équation 1.26)

= A
∗(Xopt◦/Xopt) (voir lemme 3.10), qui achève la preuve.

Proposition 4.15. Il suffit queB(B◦\(Xopt◦/Xopt)) = Xopt◦/Xopt (i.e., Xopt◦/Xopt ∈ ImB) pour que le
contrôleurFmax conduise à une commande qui respecte les contraintes.

Démonstration.PuisqueXopt◦/Xopt ∈ ImA
∗

(voir lemme 4.14).

(A⊕BFmax)∗B = (A⊕B(B◦\Xopt◦/Xopt))∗B
= (A⊕ (Xopt◦/Xopt))∗B par hypothèse
= (Xopt◦/Xopt)∗(A(Xopt◦/Xopt)∗)∗B d’aprés équation 1.36, or

(Xopt◦/Xopt)∗ = (Xopt◦/Xopt) voir théorème 1.110
= (Xopt◦/Xopt)(A(Xopt◦/Xopt))∗B
= A

∗(Xopt◦/Xopt)(A(Xopt◦/Xopt))∗B voir lemme 4.14
= A

∗(A⊕BFmax)∗B voir équation 1.36 et théorème 1.110.
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Cette condition indique que la structure deB aura une influence sur la possibilité de respecter les
contraintes.

Figure 4.2 – Graphe d’événement P-temporel

Exemple 4.16.Considérons le graphe d’événement P-temporel de la figure 4.2 et un modèle de réfé-
rence donné par la matriceGref = CA

∗
B.

Nous supposons que les transitionsx1, x2 etx3 ne sont pas observables. Le correcteurFmax qui satisfait
le problème de commande par modèle de référence est donné par :
Fmax = B◦\(Xopt◦/Xopt)

Alors, le correcteur optimal est donné par :Fobsmax = Fmax◦/Mobs avecMobs =


ε ε ε e ε ε ε
ε ε ε ε e ε ε
ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε e

.

Fobsmax =

 δ−1(δ3γ)∗ δ1(δ3γ)∗ δ−3(δ3γ)∗ δ−2(δ3γ)∗

δ−11(δ3γ)∗ (δ−7 ⊕ δ−6γ)(δ6γ2)∗ δ−13(δ3γ)∗ (δ−10 ⊕ δ−9γ)(δ6γ2)∗

δ−9(δ3γ)∗ (δ−5 ⊕ δ−4γ)(δ6γ2)∗ δ−11(δ3γ)∗ (δ−8 ⊕ δ−7γ)(δ6γ2)∗


et nous noteronŝFmax = FobsmaxMobs.

Notons que la condition(A ⊕ BF̂max)∗ � A
∗

est respectée. Par conséquent, en accord avec la
proposition 4.9,F̂max respecte les contraintes. Néanmoins subsiste un problème carFobsmax n’est pas
causal (coefficients négatifs sur les séries périodiques) et donc non réalisable (voir théorème 2.32). La
projection de ce correcteur dansMaxrat

in [[γ, δ]], Pr+(Fobsmax) = Fobsmaxrat ne satisfait plus la condition
(A⊕BFobsmaxratMobs)∗ � A

∗
, et donc plus les contraintes. Nous noteronsF̂maxrat = FobsmaxratMobs.

Afin de contourner le problème on se propose de considérer la structure de contrôle présentée figure
4.3 et introduite pour la première fois dans [C.A. Maia, 2005]. La méthodologie de synthèse est alors la
suivante :
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• Dans un premier temps, nous calculons un précompensateur qui préserve le respect des contraintes.

• Dans un deuxième temps, nous appliquons le correcteur causalFobsmaxrat.

Figure 4.3 – Correcteur retour d’état.

Soit un GET modélisé par la représentation d’état suivante :{
x = Ax⊕BPv
y = Cx,

oùP est un précompensateur. Ceci est équivalent au système suivant :{
x = A∗BPv
y = CA∗BPv = HPv,

(4.8)

Nous rappelons que la matrice de transfert du GET, sans considérer le précompensateur, est donnée
par H = CA∗B. Le précompensateur qui préserve la relation de transfert entre l’entrée et l’étatx =
A∗Bu est donné parPx0 = (A∗B)◦\(A∗B) (voir proposition 3.6).

Proposition 4.17. Si la condition nécessaire et suffisante donnée dans la proposition 4.9 est respectée,
alors, le précompensateur qui préserve l’état est donné par :

P = ((A⊕BF̂max)∗B)◦\((A⊕BF̂max)∗B) avecF̂max = FobsmaxMobs

et il garantit le respect des contraintes.

Démonstration.Puisque(A⊕BF̂max)∗ � A
∗

alorsx = (A⊕BF̂max)∗BPu = (A⊕BF̂max)∗Bu =
A
∗(A⊕BF̂max)∗Bu (puisquea(a◦\a) = a (voir f.3) et grâce au corollaire 1.147), c’est à direx ∈ ImA

∗

(x respecte les contraintes (voir proposition 4.9)).

Exemple 4.18.A partir du correcteurF̂max = FobsmaxMobs donné dans l’exemple (4.16) nous obte-
nons le précompensateur suivant :
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P =

 (δ3γ)∗ δ8(δ3γ)∗ δ6(δ3γ)∗

δ−10(δ3γ)∗ (e⊕ δ1γ)(δ6γ2)∗ (δ−2 ⊕ δ−1γ)(δ6γ2)∗

δ−8(δ3γ)∗ (δ2 ⊕ δ3γ)(δ6γ2)∗ (e⊕ δ1γ)(δ6γ2)∗

,

qui lui non plus n’est pas causal. Nous utiliserons donc une relation de parallélisme introduite dans
[Katz, 2006] afin d’établir un précompensateur causal qui garantit le respect des contraintes (x ∈
ImA

∗
).

Définition 4.19 ([Katz, 2006], Relation de parallélisme).SiP ′ = αP avecα un monôme deMax
in [[γ, δ]]

etP, P ′ ∈Max
in [[γ, δ]]n alorsP ∼ P ′. La relation∼ est appelée relation de parallélisme.

Proposition 4.20. Considérons l’ensembleP = {P ′|P ′ ∼ P}. Tous les éléments deP garantissent le
respect des contraintes.

Démonstration.SoitP un précompensateur qui garantit le respect des contraintes. Par conséquentA∗BP =
A
∗
A∗BP (voir proposition 4.9).

Par ailleurs, la multiplication par un monômeα étant commutative, si on considère un élémentP ′ = αP
alors on aA∗BP ′ = A∗BαP = A∗BPα = A

∗
A∗BPα = A

∗
A∗BαP = A

∗
A∗BP ′.

C’est à dire queP ′ est un précompensateur qui permet de respecter les contraintes.

Notation 4.21. Soit une matriceP ∈Max
in [[γ, δ]]n×q avecP =

 P11 · · · P1q
...

...
...

Pn1 · · · Pnq


on noteP[0] =

 P11[0] · · · P1q [0]
...

...
...

Pn1[0] · · · Pnq [0]


avecPij [0] = δn0γt0 le premier monôme du polynômepij transitoire dePij (Pij = pij ⊕

k
qijr

∗
ij).

Remarque 4.22.Le plus petit précompensateur causalp′ ∈ P tel quep′ � p, est donné parp′ = αp
avecα = δnαγtα , −nα =

∧
(des exposants enδ des monomesPij [0]) et−tα =

∧
(des exposants enγ

des monomesPij [0]). De cette manière tous les exposants (enδ et enγ) de la matriceαP sont supérieurs
à 0.

Proposition 4.23. Si (A ⊕ BF̂max)∗ � A
∗

et si on applique au GEP-T le précompensateurP ′ causal
donné par :

P ′ = αP = α((A⊕BF̂max)∗B)◦\((A⊕BF̂max)∗B)

alors tout correcteurF tel queF � Fobsmax, associé àP ′ garantit le respect des contraintes.

Démonstration.ConsidéronsF � Fobsmax.
x = (A⊕BFMobs)∗BαPv = α(A⊕BFMobs)∗BPv (voir équation 4.8)

⇔ x = α(A⊕BFMobs)∗B
(
((A⊕BF̂max)∗B)◦\((A⊕BF̂max)∗B)

)
v

puisque(A⊕BF̂max)∗ � A∗,

x = α(A⊕BFMobs)∗B
(
((A⊕BF̂max)∗A∗B)◦\((A⊕BF̂max)∗B)

)
v (voir équation 1.36)

et en utilisant la propriété 1.111 on obtient

x = α(A⊕BFMobs)∗B
(
((A∗B)◦\((A⊕BF̂max)∗B)

)
v
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⇔ x = α(A∗BFMobs)∗A∗B
(
(A∗B)◦\((A∗BF̂max)∗A∗B)

)
v (voir équation 1.36)

⇔ x = α(A∗BFMobs)∗A∗B
(
(A∗B)◦\(A∗B(F̂maxA∗B)∗)

)
v (voir équation 1.35)

⇔ x = α(A∗BFMobs)∗A∗B(F̂maxA∗B)∗)v (voir f.3)
⇔ x = α(A∗BFMobs)∗(A∗BF̂max)∗A∗Bv (voir équation 1.35)
⇔ x = α(A∗BF̂max)∗A∗Bv (puisque(A∗BFMobs)∗ � (A∗BF̂max)∗)
⇔ x = (A⊕BF̂max)∗Bαv (voir équation 1.36).
Par conséquent, les contraintes sont respectées.

Corollaire 4.24. Le plus grand correcteur causal de type retour d’état est donc donné parFobsmaxrat =
Pr+(Fobsmax).

Démonstration.Immédiat puisquePr+(Fobsmax) � Fobsmax.

Exemple 4.25.Considérons le précompensateurP donné dans l’exemple 4.18, le plus petit précompen-
sateur causalP ′ tel queP ′ ∼ P est donné par :

P ′ = αP =

 δ10(δ3γ)∗ δ18(δ3γ)∗ δ16(δ3γ)∗

(δ3γ)∗ (δ10 ⊕ δ11γ)(δ6γ2)∗ (δ8 ⊕ δ9γ)(δ6γ2)∗

δ2(δ3γ)∗ (δ12 ⊕ δ13γ)(δ6γ2)∗ (δ10 ⊕ δ11γ)(δ6γ2)∗

 avecα = δ10γ0.

Par conséquent, le plus grand correcteur causal inférieur ou égal àFobsmax est donné par :
Fobsmaxrat = Pr+(Fobsmax) (voir corollaire 4.24)

Fobsmaxrat =

 δ2γ(δ3γ)∗ δ1(δ3γ)∗ γ(δ3γ)∗ δ1γ(δ3γ)∗

δ1γ4(δ3γ)∗ (γ3 ⊕ δ5γ4)(δ6γ2)∗ δ2γ5(δ3γ)∗ (δ2γ4 ⊕ δ3γ5)(δ6γ2)∗

γ3(δ3γ)∗ (δ1γ2 ⊕ δ2γ3)(δ6γ2)∗ δ1γ4(δ3γ)∗ (δ4γ4 ⊕ δ5γ5)(δ6γ2)∗


4.2.0.1 Alternative

Lorsque la condition nécessaire et suffisante de la proposition 4.9 n’est pas vérifiée, il faut soit re-
mettre en cause la spécification du problème donnée parGref , soit considérer une autre structure de
contrôle (par exemple augmenter le nombre d’entrée de contrôle).

Dans la suite nous proposons la structure présentée sur la figure 4.4. La synthèse du correcteurP est
obtenue en considérant la section 3.3 et la synthèse deF est celle d’un GET classique.

Proposition 4.26. Considérons un graphe d’événements P-temporel, si il existe un précompensateurP
qui vérifieHP = CA∗BP � Gref , alors le plus grand correcteur de type retour d’état, comme indiqué
dans la figure 4.4, est donné par :

Fmax = (HP )◦\(HP )◦/(A∗BP ).

Démonstration.Tout d’abordC(A⊕BPFmax)∗BP � CA∗BP = HP .
Puis,
C(A⊕BPFmax)∗BP = C(A∗BP ((HP )◦\(HP )◦/(A∗BP )))∗A∗BP

= CA∗BP (((HP )◦\(HP )◦/(A∗BP ))A∗BP )∗

� CA∗BP ((HP )◦\(HP ))∗

(HP )◦\(HP ) est une étoile donc((HP )◦\(HP ))∗ = (HP )◦\(HP ) alors
C(A⊕BPFmax)∗BP � CA∗BP ((HP )◦\(HP )) = HP ((HP )◦\(HP )) = HP . Donc
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Figure 4.4 – Structure de contrôle avec un précompensateur interne à la boucle.

C(A⊕BPFmax)∗BP = CA∗BP .

Enfin, supposons qu’il existeF ′
max tel que :

Gref � C(A⊕BPF ′
max)∗BP � C(A⊕BPFmax)∗BP = CA∗BP

Gref � C(A∗BPF ′
max)∗A∗BP � CA∗BP

Gref � CA∗BP (F ′
maxA∗BP )∗ � CA∗BP

donc il existeP ′ = P (F ′
maxA∗BP )∗ tel queP ′ � P et Gref � CA∗BP ′ � CA∗BP , ce qui est

impossible puisqueP est le plus grand précompensateur.
DoncFmax est le plus grand correcteur.

Exemple 4.27.Si on considère le graphe d’événement P-temporel donné dans la figure 3.6 et le modèle
de référence donné dans la section 3.3.2 par :

Gref =
(

δ14(δ4γ)∗ δ21(δ4γ)∗ δ19(δ4γ)∗

δ11(δ4γ)∗ δ18(δ4γ)∗ δ16(δ4γ)∗

)
Nous avions obtenu le précompensateur suivant :

Popt =

 δ7(δ4γ)∗ δ14(δ4γ)∗ δ12(δ4γ)∗

(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗ δ5(δ4γ)∗

δ2(δ4γ)∗ δ9(δ4γ)∗ δ7(δ4γ)∗

.

Le plus grand correcteur ayant la même structure que celui de la figure 4.4 est donné par :
Fmax = (HP )◦\(HP )◦/(A∗BP )

Fmax =

 δ−7(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ−2(δ4γ)∗ δ−8(δ4γ)∗ δ−7(δ4γ)∗ δ−11(δ4γ)∗ δ−10(δ4γ)∗ δ−14(δ4γ)∗ δ−11(δ4γ)∗

δ−14(δ4γ)∗ δ−7(δ4γ)∗ δ−9(δ4γ)∗ δ−15(δ4γ)∗ δ−14(δ4γ)∗ δ−18(δ4γ)∗ δ−17(δ4γ)∗ δ−21(δ4γ)∗ δ−18(δ4γ)∗

δ−12(δ4γ)∗ δ−5(δ4γ)∗ δ−7(δ4γ)∗ δ−13(δ4γ)∗ δ−12(δ4γ)∗ δ−16(δ4γ)∗ δ−15(δ4γ)∗ δ−19(δ4γ)∗ δ−16(δ4γ)∗



Fmax n’est pas causal, sa projection dans l’ensemble des éléments causaux donne la matrice suivante :

Pr+(Fmax) =

 δ1γ2(δ4γ)∗ (δ4γ)∗ δ2γ(δ4γ)∗ γ2(δ4γ)∗ δ1γ2(δ4γ)∗ δ1γ3(δ4γ)∗ δ2γ3(δ4γ)∗ δ2γ4(δ4γ)∗ δ1γ3(δ4γ)∗

δ2γ4(δ4γ)∗ δ1γ2(δ4γ)∗ δ3γ3(δ4γ)∗ δ1γ4(δ4γ)∗ δ2γ4(δ4γ)∗ δ2γ5(δ4γ)∗ δ3γ5(δ4γ)∗ δ3γ6(δ4γ)∗ δ2γ5(δ4γ)∗

γ3(δ4γ)∗ δ3γ2(δ4γ)∗ δ1γ2(δ4γ)∗ δ3γ4(δ4γ)∗ γ3(δ4γ)∗ γ4(δ4γ)∗ δ1γ4(δ4γ)∗ δ1γ5(δ4γ)∗ γ4(δ4γ)∗


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4.3 Contrôleur de type retour de sortie pour les GEP-T.

Dans cette section nous allons étendre les résultats précédents au contrôleur de type retour de sortie.
F est intégré dans le système comme indiqué sur la figure 4.5, et conduit à la loi de commandeu = Fy⊕v
et au système suivant :

Figure 4.5 – Contrôleur de type retour de sortie.

x = Ax⊕Bu = Ax⊕BFy ⊕Bv
y = Cx.

Nous cherchons un contrôleurF qui satisfait le problème de poursuite de modèle de référenceGref

et qui garantit le respect des contraintes.
En notantK = FC ce problème se ramène à la synthèse d’un contrôleur de type retour d’état :{

y = C(A⊕BK)∗B � Gref

X = (A⊕BK)∗B � C◦\Gref = X0

Nous avons donc immédiatement (en appliquant les résultats de la section 4.2) :

Kmax = B◦\(Xopt◦/Xopt)
etFmax = B◦\(Xopt◦/Xopt)◦/C,

avecXopt = A
∗
◦\X0.

Avec la condition nécessaire et suffisante pour le respect des contraintes qui est :

(A⊕BFmaxC)∗B � A
∗
B.

Et le précompensateur optimal :

P = ((A⊕BFmaxC)∗B)◦\((A⊕BFmaxC)∗B)
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Exemple 4.28.Considérons le graphe d’événement P-temporel de la figure 4.2 et un modèle de réfé-
rence donné par la matriceGref = CA

∗
B.

Le correcteurFmax, de type retour de sortie, qui satisfait le problème de poursuite de modèle de réfé-
rence est donné par :
Fmax = B◦\(Xopt◦/Xopt)◦/C

Fmax =

 δ−3(δ3γ)∗ δ−2(δ3γ)∗

δ−13(δ3γ)∗ (δ−10 ⊕ δ−9γ)(δ6γ2)∗

δ−11(δ3γ)∗ (δ−8 ⊕ δ−7γ)(δ6γ2)∗


Notons que la condition(A⊕BFmaxC)∗ � A

∗
est respectée. Néanmoins subsiste un problème carFmax

n’est pas causal (coefficient négatif sur les séries périodiques) et donc non réalisable (voir théorème
2.32). La projection de ce correcteur dansMaxrat

in [[γ, δ]], Pr+(Fmax) = Fmaxrat ne satisfait plus la
condition(A⊕BFmaxratC)∗ � A

∗
, et donc plus les contraintes.

A partir du correcteurFmax nous obtenons le précompensateur suivant :

P =

 (δ3γ)∗ δ8(δ3γ)∗ δ6(δ3γ)∗

δ−10(δ3γ)∗ (e⊕ δ1γ)(δ6γ2)∗ (δ−2 ⊕ δ−1γ)(δ6γ2)∗

δ−8(δ3γ)∗ (δ2 ⊕ δ3γ)(δ6γ2)∗ (e⊕ δ1γ)(δ6γ2)∗


Le plus petit précompensateur causalP ′ tel queP ′ ∼ P est donné par :

P ′ =

 δ10(δ3γ)∗ δ18(δ3γ)∗ δ16(δ3γ)∗

(δ3γ)∗ (δ10 ⊕ δ11γ)(δ6γ2)∗ (δ8 ⊕ δ9γ)(δ6γ2)∗

δ2(δ3γ)∗ (δ12 ⊕ δ13γ)(δ6γ2)∗ (δ10 ⊕ δ11γ)(δ6γ2)∗

.

Le plus grand correcteur causal inférieur ou égal àFmax est donné par :
Fmaxrat = Pr+(Fmax)

Fmaxrat =

 γ(δ3γ)∗ δ1γ(δ3γ)∗

δ2γ5(δ3γ)∗ (δ2γ4 ⊕ δ3γ5)(δ6γ2)∗

δ1γ4(δ3γ)∗ (δ4γ4 ⊕ δ5γ5)(δ6γ2)∗


Remarque 4.29.Le calcul de ces exemples peut être effectué en utilisant la boite à outils Scilab (voir
[SW2001, 2001]).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le problème de commande en boucle fermée des graphes
d’événements P-temporels. Ce type de commande utilise les informations sur le système pour contrôler
(retarder) l’entrée des jetons dans le graphe, afin d’éviter une accumulation inutile de jetons à l’intérieur
du graphe et afin de garantir le respect des contraintes.

Nous avons, ensuite, présenté une méthode pour résoudre le problème de non causalité du correcteur
F . Cette méthode consiste à calculer un précompensateurP qui préserve l’état et qui par conséquent
préserve le respect des contraintes. Dans le cas oùP n’est pas causal, nous avons utilisé une relation
de parallélisme qui permet d’établir un précompensateur causal garantissant le respect des contraintes.
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Une perspective serait de vérifier dans quelle mesure l’opérateur de parallélisme maintient l’optimalité
de la solution. Ensuite, nous avons appliqué la projection du correcteur dans l’ensemble des éléments
causaux ceci nous donne un correcteur causalF+ et nous avons prouvé que le système corrigé par le
précompensateurP et le contrôleur en boucle ferméeF+ respecte les contraintes.

Une poursuite de ce travail consisterait à étendre les résultats introduits ici aux systèmes incertains
tel qu’ils ont été introduits dans la section 2.6. Les outils nécessaires concernant la résiduation sur les
dioïdes d’intervalles ont été introduits dans la section 1.11.

Figure 4.6 – Modélisation graphique de la mort d’un jeton dans un graphe d’événements P-temporel par
un RDP P-temporel T-temporisé

Les correcteurs étudiés ici sont synthétisés de manière à respecter les contraintes. Néanmoins, si des
perturbations agissent sur le système, il se peut que des contraintes soient malgré tout violées (pensons
à une porte de four bloquée au moment de l’évacuation des pains). Le modèle considéré ici ne tient pas
compte de la "mort" des jetons, ou plus exactement n’envisage pas son retrait du graphe (un pain brûlé
serait tout de même utilisé pour fabriquer un sandwich). La figure 4.6 présente un modèle de réseau de
Petri tenant compte du retrait des jetons violant les contraintes. Les temporisaitonsb1 etb2 sont associées
aux transitionsx4 et x5 qui modélisent l’évacuation des jetons "morts". La disparition des jetons induit
une modification du modèle (une commutation de modèle) qu’il serait intéressant de prendre en compte
lors de la synthèse des contrôleurs. Notons que les travaux de [van den Boom and Schutter, 2006] sont
une première étape en ce sens.
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Etude de systèmes(max, +)-linéaires soumis à des
contraintes, application à la commande des graphes

d’événements P-temporel
Iteb OUERGHI

Résumé

Les systèmes à événements discrets sont essentiellement caracterisés par des changements d’état
(marche-arrêt d’une machine, départ-arrivée d’un train). L’introduction de paramètres temporels per-
met d’évaluer leur performances (taux de production d’une cellule d’usinage, temps de parcours pour un
système de transport). Ces systèmes dynamiques peuvent également faire l’objet de contraintes de temps
de séjour (temps maximal de cuisson d’une pièce dans un four, attente maximum d’une correspondance
entre trains,...). Ce type de contraintes n’affecte pas uniquement les performances du système mais aussi
sa validité fonctionnelle (pièce brulée, ...). Il apparaît alors primordial de disposer de méthodes d’analyse
et de synthèse de commande de ces systèmes afin d’en garantir le bon fonctionnement en dépit de ces
contraintes. Nous nous intéressons plus précisément aux modèles de type réseau de Petri P-temporel.
L’étude de systèmes du type graphes d’événements P-temporels et leur supervision par un système de
commande, conduisent à des modèles(max, +)-linéaires soumis à des contraintes, et rendent nécessaire
le développement de nouveaux outils algébriques combinant la théorie des dioïdes et la résiduation.
L’objectif de cette thèse est de contribuer à la modélisation, la vérification et la commande des graphes
d’événements temporels, et d’élaborer une théorie analogue à celle concernant les graphes d’événements
deterministes décrits dans l’algébre(max, +).

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, graphes d’événements P-temporels, dioïdes,
commande en juste-à-temps, commande de type boucle fermée, algèbre (max, +), résiduation,
analyse par intervalles.
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