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Résumé

Les systémes a événements discrets sont essentiellement caracterisés par des changements d’état
(marche-arrét d'une machine, départ-arrivée d'un train). Lintroduction de paramétres temporels per-
met d’évaluer leur performances (taux de production d’'une cellule d’usinage, temps de parcours pour un
systeme de transport). Ces systémes dynamiques peuvent également faire I'objet de contraintes de temps
de séjour (temps maximal de cuisson d’une piéce dans un four, attente maximum d’une correspondance
entre trains,...). Ce type de contraintes n'affecte pas uniquement les performances du systéme mais aussi
sa validité fonctionnelle (piéce brulée, ...). Il apparait alors primordial de disposer de méthodes d'analyse
et de synthése de commande de ces systémes afin d’en garantir le bon fonctionnement en dépit de ces
contraintes. Nous nous intéressons plus précisément aux modeéles de type réseau de Petri P-temporel.
L'étude de systémes du type graphes d'événements P-temporels et leur supervision par un systéme de
commande, conduisent a des modétesx, +)-linéaires soumis a des contraintes, et rendent nécessaire

le développement de nouveaux outils algébriques combinant la théorie des dioides et la résiduation.
L'objectif de cette thése est de contribuer a la modélisation, la vérification et la commande des graphes
d’événements temporels, et d’élaborer une théorie analogue a celle concernant les graphes d’événements
deterministes décrits dans l'algéljreaz, +).

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, graphes d’événements P-temporels, dioides, commande
en juste-a-temps, commande de type boucle fermée, algetare, (), résiduation, analyse par inter-
valles.
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Introduction

La théorie des systémes et de leur commande, alias I’Automatique, s’est intéressée deés ses origines a
des systemes physiques généralement décrits par les équations différentielles ou aux dérivées partielles
auxquelles obéissent les phénomenes physiques correspondants. Ces systemes admettent, généralemen
des modeles linéaires et ont été largement étudiés au cour des années 60. L'avenement des ordinateurs
conduit a décrire parfois I'évolution de ces systémes par des équations dynamiques en temps discret, ce
gui ne remet pas en cause la nature continue de cette évolution.

La linéarité est une propriété mathématique intéressante qui simplifie beaucoup la manipulation de
modéles mathématiques. L'Automatique non linéaire a commencé a se développer dans les années 70 et
80. L'Automatique non linéaire s'adresse généralement a des équations dynamiques "lisses" ou "diffé-
rentiables". Au début des années 80, I'automatique s’est tournée vers des systémes non linéaires dont la
dynamique est régie par des événements.

C’est ainsi que la théorie dagstémes dynamiques a événements diﬂ;ratsu le jour. Cette théo-
rie s'intéresse a I'analyse et a la conduite de systémes qui sont souvent de conception humaine. On peut
par exemple citer les systémes de production (ateliers flexibles, lignes d’asseniblage) [Cohen ef al., 1983,
Cohen et al., 1985], les réseaux de communication (réseaux informatiques) [Le Boudec and Thitan, 2001]
et les systémes de transport (routier, ferroviaire ou aétien) [Lotito et al., 2001, Houssin, 2003]. Ces sys-
temes obéissent a des régles opérationnelles, ou algorithmes, et dont les transformations ont lieu a des
instants discrets, en réponse a des événements ponctuels (typiquement I'arrivée d’un client, d'un si-
gnal ou I'achévement d’'une tache). Ces systémes sont alors souvent représentés par des modéles états-
transitions. Les plus connus sont les automates d’états finis qui servent pour représenter les systémes
déterministes les plus simples, les chaines de Markov pour leurs analogues stochastiques et les réseaux
de Petri pour des systemes plus complexes qui comportent & la fois des phénoménes de synchronisation,
de concurrence et de parallélisme. Parmi ces derniers la sous classe des Graphes d’Evénements Tempo-
risés (caractérisés uniquement par des phénomeénes de synchronisation et de retard) a fait I'objet d’étude
particuliére car ils peuvent étre modélisés par des équations linéaires dans l'algébre (max,+). Au cours
des années 80, I'équipe (max,+) de I'INRIA a construit une théorie des systémes (max,+) linéaires a
'image de celle qui existait pour les systémes linéaires dans 'algebre classique. Le cadre de notre étude
se situe dans le prolongement de ces travaux. Les modeles considérés dans ce mémoire seront linéaires
dans l'algébre (max,+) mais soumis au respect de contraintes non linéaires.

Historiguement, la nécessité de pouvoir représenter des durées d’'activités variables ou de modéliser
l'incertitude sur une durée d’activité a conduit a associer des intervalles de temps aux transitions du ré-
seau, ce fut la naissance des réseux de Petri T-templorels [Merlin, 1974], [Menache, 1982] et [Roux, ].
Puis Lhommeau [Lhommeau, 2004] a étudié une sous classe de ces réseaux de Petri qui est caracté-
risée uniquement par des phénomeénes de synchronisation et de retard et qui est linéaire dans l'algébre
(max,+), il s’agit de la classe des graphes d'événements incertains. Ces modéles ont, notamment, été utili-
sés pour étudier les protocoles de communication [Merlin, [1974], [Roux, |, [Berthomieu and Diaz, 1991]
et également pour la vérification de l'interfacage des modules éléctroniques [MacMillan and Dill, 1992],
[Walkup, 1995]. Ces modeles permettent de décrire des temps de séjour variant entre un minimum et un

1On pourra également utiliser le terrsgstémes a événements disgrets gardant a I'esprit qu'il s'agit d'un systéme
dynamique.
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Xii Introduction

maximum mais ils n’imposent aucune contrainte sur le temps maximum de séjour d’un jeton dans une
place du réseau de Petri.

Or, I'industrie manufacturiére utilise parfois des procédés dont les temps d’activités doivent étre
compris entre des durées minimales et des durées maximales. C’est le cas par exemple de I'industrie
utilisant des réactions chimiques pour assurer le traitement d'une piéce [Khansa et al., 1996]. |l est clair
gue le décapage d’'une piéce par immersion dans un bain d’acide nécessite un temps de trempe minimum,
et ne doit pas dépasser un temps maximum, sous peine de détérioration de la qualité de la production.
Pour modéliser ces systemes Khansa [Khansa et al.] 1996] a introduit les réseaux de Petri P-temporels ou
un intervalle de temps est associé non plus aux transitions mais aux places et il a introduit une nouvelle
politique de fonctionnement. Elle consiste a tirer les transitions avant que les durées de séjours des jetons
dans les places ne dépassent les durées maximales associées a ces méme places.

Le travail présenté dans ce mémoire se situe dans la continuité de ces travaux. Nous allons nous
intéresser a la modélisation algébrique et a la commande d'une sous classe des réseaux de Petri P-
temporels qui est caractérisée uniguement par des phénomeénes de synchronisation et de retard et qui est
sujet a des contraintes non linéaires dans I'algébre (max,+). Cette classe sera appelée graphe d’événement
P-temporel.

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres organisés de la maniére suivante :

e Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires a la représentation et
a la commande des graphes d'événements P-temporels. Nous donnons tout d’abord des résultats
généraux sur les structures ordonnées et les treillis. Nous rappelons également les axiomes des
semi aneaux idempotents, gue nous continuerons a appeler, par soucis de concision, dioides dans
ce mémoire. Les liens entre dioide et les structures ordonnées sont également présentés dans la
premiére partie. Une part importante de ce premier chapitre est ensuite consacrée a la théorie de la
résiduation et de la résiduation dualle. La contribution principale de ce chapitre est I'introduction
de la résiduation dualle d’une application particuliére qui servira, par la suite, pour la modélisa-
tion des contraintes de temps maximal de séjour. En particulier il est mis en évidence que cer-
taines applications non résiduables (respectivement non dualement résiduables) peuvent bénéficier
de restrictions résiduables (respectivement restrictions dualement résiduables). Ce point constitue
une des contributions de ce chapitre. La derniére section est dédiée a la présentation des dioides
d’intervalles, a la résiduation et a la résiduation duale dans ces structures algébriques.

e Le second chapitre rappelle, dans un premier temps, la modélisation des graphes d’événements
temporisés sur différents dioides rencontrés dans la littérature et particulierement sur la présen-
tation du dioideM?* [+, 0], qui permet de manipuler des trajectoires considérées a la fois dans
le domaine événementiel et dans le domaine temporel. Cette structure permet de représenter le
transfert entrée-sortie d’'un GET sous forme d’une matrice rationnelle. Dés lors, I'étude des GET
est liée a I'algébre des séries rationnelles\dgé” [y, 6]. Dans un deuxiéme temps, nous rappelons
la modélisation du comportement des systé(mesx, +)-linéaires qualifiés d’incertains. Ensuite,
nous introduisons les graphes d’événements P-temporels et nous développons la modélisation al-
gebrique de ces graphes. Pour conclure ce chapitre, nous généralisons ce modeéle au graphes d'évé-

nements P-temporels présentant des incertitudes sur le temps minimum et/ou maximum de séjour.

e Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la synthése des lois de commande en boucle ouverte
pour les systémes modélisables par des graphes d'événements P-temporels dans un contexte de
juste-a-temps. Cette méthode se base sur la théorie de la résiduation et de la résiduation duale.
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Dans un premier temps, nous donnons une méthode de test de la consistance des contraintes. Dans
un deuxiéme temps, nous donnons quelgues conditions suffisantes pour garantir I'existence de la
commande optimale, puis un algorithme de type point fixe permettant de calculer la commande
optimale et une condition d’arrét pour ce dernier. Enfin, nous généralisons cette méthode pour
calculer un précompensateur optimal permettant de résoudre le probléme de poursuite de modéle
dans le contexte de boucle ouverte.

e Dans le quatrieme chapitre, aprés un rappel des notions de sous-¢gpdteinvariant, de
sous-espace de commandabilité et d’'idéaux principaux invariants, nous examinons le probleme
de synthése de contrdleurs de type retour d’état et retour de sortie pour les graphes d’événement
P-temporels. Pour cela, nous montrons que pour certains idéaux principaux invariants il existe une
commande en boucle fermée permettant de conserver I'état du systeme a l'intérieur de ceux-ci.
Ces propriétés, nous permettent alors de donner I'expression de correcteurs de type retour d'état
et de type retour de sortie. Les contributions de ce chapitre peuvent se résumer en trois points :

— Une condition nécessaire et suffisante pour garantir I'existence du contr6leur.

— Une méthode, pour remédier au probléme de non causalité du contrdleur, est introduite. Cette
méthode utilise un nouveau précompensateur neutre qui préserve le vecteur d'état.

— Lutilisation de la notion de parallélisme dans I'algébre (max,+), introduite/ par [Katz,| 2006],
pour résoudre le probleme de non causalité du précompensateur qui préserve le vecteur d’état.






CHAPITRE 1
Outils algébriques

Ce premier chapitre a pour vocation de rappeler les définitions et les principaux outils algébriques
utilisés par la suite. Sans étre exhaustif, nous présentons, dans la premiére partie, un ensemble de dé-
finitions, de notations et de résultats relatifs aux treillis [Birkhoff, 1940] et a l'algébre des dioides
[Baccelli et al., 1992]. Nous rappelons qu’un dioide de par la propriété d'idempotence de la loi addi-
tive, notéed, est une structure algébrique que I'on peut munir d’une relation d’ordre. La loi additive
et la loi multiplicative, notée», d’'un dioide n’ont pas nécessairement d’inverse, néanmoins la théorie
de la résiduation et de la résiduation duale [Baccelli et al.,|1992, Blyth and Janowitz, 1972] offrent une
alternative au probléme d’inversion d’applications définies sur les dioides. Dans la troisieme partie, nous
considérons la résolution d’équations linéaires et au point fixe dans les dioides. La quatriéme partie de
ce chapitre présente quelgues éléments relatifs a la résiduation duale d’'une applications particuliére, uti-
lisée par la suite dans la modélisation des graphes d’événements P-temporels. La cinquiéme partie est
dédiée a la présentation des dioides d'intervalles [Litvinov and Sobole26Kil.| Lhommeau, 2004], a
la résiduation et a la résiduation duale dans ces structures algébriques. Pour conclure ce chapitre, nous
donnons un ensemble de définitions et de notations relatives aux noyaux et aux images d’applications
définies sur les dioides, les notions de projection parallélement au noyau d’une application, de projection
dans I'image d’'une application et de projecteurs dans I'image d’une application parallélement au noyau
d’'une autre seront également rappelées [Cohen et al.] 1996, Cohen et al., 1996, Lhommeéau, 2004].

1.1 Ensembles ordonnés et treillis

Cette section présente la théorie des treillis (en anglais, "lattice") qui sont des ensembles ordonnés
dont le formalisme algébrique sera rappelé au fur et & mesure de I'énoncé des propriétés axiomatiques.
Les treillis sont des objets mathématiques que I'on peut manipuler en tant qu’ensembles ordonnés ou en
tant que structures algébriques. Les treillis ont été amplement étudiés dans la littérature, nous renvoyons
le lecteur a|[Birkhoff, 19400] ef [Dubreil-Jacotin et al., 1953] pour cette partie. Des rappels sur la théorie
des treillis sont également donnés dans [Baccelli et al.,|1992] et [Blyth and Janowitz, 1972].

1.1.1 Structures ordonnées

Définition 1.1 (Ensemble ordonné).Un ensemble ordonné est un ensemBlenuni d’une relation
d’ordre notée=, c’est-a-dire une relation binaire qui est réflexive (tout élémede S est en relation
avec lui méme x < x), antisymétrique (pour ety appartenant & sixz < y ety < z alorsz = y) et
transitive (pourr ety appartenant & siz < y ety < z alorsz < z). Un ensemble ordonné sera noté
(S, ).

Un ensemble est dit totalement ordonné si deux éléments quelcangues sont toujours compa-
rables, c’est-a-dire silona < 2/ ouz’ < z.

La notationz < 2’ signifiex < 2’ etx # 2/.



2 CHAPITRE 1 — Ouitils algébriques

Remarque 1.2. En présence d’ambiguité sur I'ensemble considéré, nous désignerons par la notation
=g l'ordre d’'un ensembles.

Tout sous-ensemhiéd’un ensemble ordonn&, <) peut également étre ordonné par la restriction
de I'ordre deS aux éléments dd, notée=;,. Cet ordre restreint est simplement défini par

v,y eUCS; y=y oy=uy.

Remarque 1.3.Si(S, <) est partiellement ordonné, un sous-ensertbfe S ordonné par la restriction

de=< auU peut étre tel que tous les élémentdfisoient incomparables deux a deux. L'ensentiie <)

est alors dit totalement non ordonné. Un ensemble ordonnéSink) peut étre représenté par un graphe

appelé diagramme de Hasse. Chaque élémerf @st représenté par un somnief. Un arc reliant

deux sommets du diagramme signifie que les éléments représentés par ces sommets sont comparables.
Par convention, I'ordre est croissant dans le sens du bas vers le haut du diagramme.

d a etb sont incomparables

PN
9)

a=<c¢c, b=<c c=xd

a b a=d, b=<d (partransitivité de I'ordre=x)

Figure 1.1 — Diagramme de Hasse d’'un ensemble ordofné, ¢, d}, <)

Pour la figurl, lensemble = {a, b, ¢, d} est partiellement ordonné pour I'ordredécrit par
le diagramme. Le sous-ensemble= {a, b} C S est un ensemble ordonné par la restriction<dal/.
Néanmoins, dans ce cas pré¢ig, <) est totalement non ordonné (remarfjué 1.3).

Remarque 1.4.Un ensemble totalement ordonné est également appelé une chaine en référence a son
diagramme de Hasse qui en est une.

Exemple 1.5 (Ensembles ordonnéskp (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) ou < est I'ordre naturel,
sont totalement ordonnés.

e SoitS un ensemble. L'ensemble des partiesSgaotéP(S), est un ensemble ordonné par I'in-
clusion. Cet ensemble ordonné est NG&S), C). Il s’agit d’'un ordre partiel. Par exemple, deux sous-
ensemblesd et B deS tel queA N B # Aet AN B # B ne sont pas comparables suivant I'ordre
C.

«

B

e Soit(U, =) un ensemble ordonné. L’ensemble des vect&u#s( > € 82*1 muni de 'ordre

=, défini par

<g>j<z>@(ajaetﬁjb).

Méme si< est total sutS, I'ordre qu'il induit sur S2%! n’est que partiel.
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Remarque 1.6.0On dira que deux ensembles ordonnés sont isomorphes si leurs diagrammes de Hasse
ont la méme forme.

Définition 1.7 (Majorant, minorant). SoitS un ensemble muni d’une relation d’ordreetl/ un sous-
ensemble de&s. On appelle minorant d& tout élémentn de S tel quev = € U, m =< z. On appelle
majorant de/ tout élément\/ deS telqueV x € U, © < M.

Définition 1.8 (Bornes d’'un ensemble).Un sous-ensemblg C S est dit borné s’il admet un majorant
et un minorant. Lorsque I'ensemble des majorantd @deun plus petit élément, ce plus petit élément est
appelé borne supérieure te On le notesup(U) ou\/ U. De méme, lorsque I'ensemble des minorants
del{ a un plus grand élément, on I'appelle borne inférieuré/daotéein f (i) ou \ U).

Remarque 1.9 (Eléments particuliers dans un ensemble ordonnéPans un ensemble ordont&

on appelle plus petit élément, un élémegttel que lon aites < s pour touts € S. Notons qu'un tel
élément, s'il existe, est nécessairement unique, car s'il y en avait dgwt,c’s, on auraites < e’
etels < es, donces = ¢’s. De méme, on appelle plus grand élément, un élémentel que I'on ait

s < T pour touts € S. Notons également qu'un tel élément, s'il existe, est nécessairement unique.

1.1.2 Semi-treillis et treillis

Définition 1.10 (Semi-treillis). Un sup-semi-treilli’est un ensembl§ ordonné, dans lequel tout couple
d’éléments(z, ') (ou toute famille finie) admet unborne supérieurgplus petit majorant) notée
sup(z, z’) ouz V /. De méme, uinf-semi-treillisest un ensembl§ ordonné, dans lequel tout couple
d’élémentgz, 2’) admet une borne inférieure notég(x, =') oux A 2.

Remarque 1.11 (Principe de dualité) Notons- I'inverse de la relation d’ordre<. Si(S, <) estun sup-
semi-treillis, alors(S, =) est un inf-semi-treillis, et vice versa. Par conséquent, une relation impliquant
=<, V etA reste vraie en remplacant par > et en permutant’ et A. Il s’agit du principe de dualité.

Définition 1.12 (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonri&, <) qui est a la fois un sup-semi-
treillis et un inf-semi-treillis ; autrement dit, un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant. On parle aussi d’espace réticulé.

Exemple 1.13.L’ensemble des parties d’un ensemble muni de I'inclusion forme un treillis ou la borne
supérieure est I'union et la borne inférieure l'intersection.

Remarque 1.14.Si(S, A, V, <) estun treillis, alors son treillis dual estS, v, A, »).

Définition 1.15 (Sous-treillis). Par définition, un sous-treillis d’un treilliS est une partiéf deS fermée
pour les opérations etV : sia etb sont dang/, a A b eta vV b sont dang/.

Remarque 1.16.Il faut noter qu’un sous-ensemldlepeut étre un treillis sans étre un sous-treillis8e

Exemple 1.17.Considérons le diagramme de Hasse d'un treillis hcontenant 8 éléments (figure
). On remarque que les ensembfésd, e, b}, {h,d, f,a} sont des sous-treillis, il en est de méme
pour 'ensembl€d h, f, ¢, g} qui en outre est une chaine.

Par contre, 'ensembléh, d, e, a} n’est pas un sous-treillis, catV e (c.-a-d.b) ne fait pas partie de
'ensemble.

Néanmoins on voit qugh, d, e, a} est un treillis (pour la relation d’ordre existant entre d, e eth
dansS) mais pas un sous-treillis d8 puisque dangh, d, e,a},d V e = a alors que dansS, d V e = b.
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g
a c
b
d f
h

Figure 1.2 — Diagramme de Hasse du Treillfs <)

Définition 1.18 (Semi-treillis complet et treillis complet). Un sup-semi-treillis (resp. inf-semi-treillis)
S est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble (fini ou infirs) @émet un plus petit
majorant (resp. un plus grand minorant) dghdonc en particulier il est non vide. Un treillis est dit
complet s’il est & la fois inf-complet et sup-complet.

Remarque 1.19.Pour un sup-semi-treillis complet noté&, V), la borne sup de tout sous-ensemble de
S est définie, y compris pou. Un sup-semi-treillis complef a donc nécessairement un plus grand
élément noté s = \/,_s s . Pour la méme raison, un inf-semi-treillis comp(ét, A) a toujours un plus
petit élément notés = A\, s s. En outre, un semi-treillis fini est complet (sup-complet ou inf-complet)
et un treillis fini est complet.

Exemple 1.20.
e En ajoutant I'élément-oo & Z, 'ensemblgZ U {+o00}, <) est totalement ordonné sup-complet.
e En revanche(Q U {40}, <) est un ensemble totalement ordonné qui n’est ni sup-complet ni inf-

complet. Par exemple, le sous-ensemblec Q |z < v/2} deQ n'a pas de plus petit majorant
dansQ.

Théoreme 1.21.Un sup-semi treillis complef est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus
petit éléments.

Démonstration.
(=) si S estun treillis complet alors il admet un plus petit éléman(cf. définition[1.18 et remarque

[L.19).

(<) supposons qué& est un sup-semi-treillis complet et possede un plus petit élémergoiti/ =
{ta}aca un sous-ensemble non vide deet M = {mg}gep I'ensemble des minorants de
L'ensembleM est non vide puisques € M. Posonsn = \/g.zmg; 'élémentm est défini
dansS puisqueS est complet.

Par définition de I'ensembl&1,

Yua € U,YVmg € M, mg = uq,
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ou encore,
Yuoa €U, m = \/ mg = Uq.
BeB
Donc m est minorant dé{, et par conséquent, le plus grand des minorantg/ d&out sous-
ensemble non vide d§ admettant un plus grand minorad, est un inf-semi-treillis complet
et donc également un treillis complet.
O

Remarque 1.22.En raison du principe de dualité énoncé dans la remaique]|1.11, on peut énoncer le
dual du théoréme précédent : un inf-semi-treillis complet est un treillis complet si, et seulement si, il a
un plus grand élément s.

Remarque 1.23.Les définitions précédentes de semi-treillis et treillis ont été introduites de facon en-
sembliste, elles font uniguement intervenir les propriétés de la relation d’etdtéfinie sur I'ensemble.
Il est intéressant de faire le lien entre ce point de vue ensembliste et le point du vue algébrique.

En algébre, un treillis est parfois défini comme un ensemble muni de deux opérations binetires
jouissant des propriétés classiques d’associativité, de commutativité et d'idempotence, et de la propriété
dite d’absorption :z A (x Vy) = x = = V (z A y). Dans ce cas, la notion d’ordre peut étre dérivee;

x =< y est par définitiont = x Ay (ouz Vy = y).

C’est la une des principales raisons de I'importance de la notion de treillis : elle permet de rem-
placer la relationxz < y par des équations Vy = y < = Ay = x, et par conséquent de traiter les
guestions relatives a I'ordre par des moyens algébriques : des opérations, des équations. De plus, il est
désormais possible de remplacer I'expression "&ain treillis” par (S, <) ou par (S, V, A).

1.2 Isotonie, morphismes et continuité

1.2.1 Isotonie

Définition 1.24 (Isotone, antitone, monotone)SoitIl : S — 7 une application définie sur des en-
sembles ordonnés. On dira :

I'applicationII estisotonesi elle préserve I'ordre d6 = Vx,2' € S = < 2/ = TI(z) ('),
I'applicationII estantitone si elle inverse I'ordre d& =V, 2’ € Sz <X 2/ = II(x) (),
I'applicationIl estmonotone= II isotone oul antitone.

II
II

Y 1A

Remarque 1.25.La composition de fonctions monotones est une fonction monotone.
e La composition de deux fontions isotones est isotone.
e La composition de deux fontions antitones est isotone.
e La composition d’'une fontion isotone et une fontion antitone est antitone.

1.2.2 Morphismes

Définition 1.26 (Morphismes). Un morphisme est une application entre deux ensembles munis d’'une
méme espéce de structure algébrique, qui respecte cette structure.(Soienet (7, <) deux treillis
etIT une application d& vers7. Alors1I est unv-morphisme si

Mz V) = I(z)VI(z)
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pour toutz, 2’ € S.
De facon analoguéd] est unA-morphisme si

Mz Az') = I(x) AI(2)

pour toutz, 2’ € S.
SiII est a la fois unv-morphisme et um-morphisme, alor$l est un morphisme de treillis.

R . ., -
N A e, e “ R
". N

Figure 1.3 — Morphisme entre les treilliset 7 .

Remarque 1.27.Un v-morphisme (resp. un-morphisme) est une application isotone. En effet, pour un
V-morphisme par exemple : 8i< z/, alorsz V2’ = 2/, doncll(x vV 2’) = (z) VII(z') = TI(2), d'ou

II(z) < II(x"). Par contre la réciproque est fausse, une application isotone n’est pas nécessairement un
V ou A-morphisme. Cependant,Hi: S — S est isotone, on aura toujours

Mz V) =T(z) VI(z') Va,2' €8,

puisque
zvVa' =z = IzVva)=I(z)
»= (2!

xVva =2 = I(zVa) } = M@V a) = @) VI,

De méme, pour un-morphisme
M(z Ax') X TI(z) ATI(z") , Vrx,2’ €8.
Exemple 1.28.Considérons I'ensembléN*, <;,), ou I'ordre surN* est défini par
a <giv b <= adiviseb, (1.1

estun treillis. Les lois de treillis d&N*, <4;,,) sonta Vb = ppcm(a, b) etaAb = pgcda, b). Considérons
également I'application isotorié : (N*, <4;,) — (N*, <),z +— x. Alors, soient les élémentet6 dans
(N*, <4iv), le vV vaut4 v 6 = 12, alors que lev des élément$ et6 dans(N*, <) vaut6. Par conséquent
ona,ll(4Vv6) =12 #£TI(4) vII(6) = 6. Cependant, on remarque qliE4 \ 6) = 11(4) v I1(6).

Définition 1.29 (Image d’'une application).L'image dell : S — 7 est le sous-ensemble @econstitué
par les éléments d€ de la formell(z) ouz € S; 'image dell se notdI(S) ou ImII.
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1.2.3 Continuité

Définition 1.30 (Continuité). SoitIl une application d'un treillis complet dans un treillis complet,
I'applicationIT estsemi-continue inférieuremef(g.c.i. en abrégé), respectivemsemi-continue supé-
rieurement(s.c.s.) si, pour toute parti€ C S, on a

(o) = Y az
respectivement,
H( A x> = A I(z). (1.3)
zeX zeX

L'applicationII estcontinuesi elle est a la fois s.c.i et s.c.s.

Remarque 1.31.Toute fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieu-
rement) est urv-morphisme (respectivement uamorphisme). Alors d’aprés la remarqpie 11.27, toute
fonction semi-continue inférieurement (respectivement semi-continue supérieurement) est isotone.

Remarque 1.32.Si II est une fonction isotone mais non semi-continue inférieurement, on ne peut
plus écrireIl (\/,cxz) = V,er H(z), mais on a toujourdI (\/,cyz) = V,cr H(z). En effet,

II (Vxex x) est un majorant de 'ensemblé& ('), en raison de I'isotonie dé&l, tandis que, par défi-
nition, \/ . » I1(x) est le plus petit majorant de ce méme ensemble.

1.3 Fermetures

Nous étudions ici une classe particuliére d’applications isotones : les fermetures.

Définition 1.33 (Fermeture). On appelle fermeture une applicatibh : (S, <) — (S, <) qui a les
propriétés suivantes :

e elle est extensivell > Ids

e elle estidempotentell o IT = II

e clle estisotoneVs,s' € S, s < s’ = I(s) < II(s)

Définition 1.34 (Fermeture duale). On appelle fermeture duale une applicatibn (S, <) — (S, <)
qui a les propriétés suivantes :

e elle est contractive® < Idg

e elle estidempotente® o ® = P

e clle estisotoneVs,s' € S, s < s’ = ®(s) = O(¢)

Dans ces conditions, I'imagH(s) (respectivement I'imag@(s)) d’'un éléments € S s’appelle
I1-fermeture des (respectivemend-fermeture duale de), et si I'éléments est égal a sél-fermeture
(respectivemen®-fermeture duale), on dit gueestII-fermé (respectivemedi-fermé dual).

Notons que si I'ensemblg possede un élément maximum celui-ci estil-fermé ; en effet, il résulte
du fait que I'applicatioriI est extensivel < II(T) < T.

SiI'ensembleS posséde un élément minimumcelui-ci estd-fermé dual ; en effet, il résulte du fait
que l'application® est contracive = ®(¢) = e.
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Exemple 1.35.L’'applicationIl, : S — S,z — a V x est une fermeture ; en effet on a
Mol (z) =aV(aVe)=aVe=I(z) >z,

c'est-a-direll, o II, = II, > Ids.
L'application®, : S — S,z — a A x est une fermeture duale; en effet on a

S ,0P,(z)=aN(aNx)=ahz=P(z) <z,
c'est-a-dire®, o ®, = ®, < Idgs.

Lemme 1.36.Sill : (S,=) — (S, xX) etV : (S, <) — (S, <) sont des fermetures et desmorphismes,
alorsII A U est aussi une fermeture.

Démonstration.Commell > Ids et ¥ > Ids, on all A ¥ > Ids. De plus,II et ¥ étant desA-
morphismes, on a

(MIAP) o (ITAY) = (IAV)oIIA(IIAT)0 W
= IHolIANVoIIANIIo WA WO W,

D’autre part, commél et ¥ sont idempotentes, on a
oIl AN WoIIATIo WAV oUW =TIATIIAIIo W AU,
Mais commeY > Ids = W oIl = Il etll > |ds = Il o ¥ > ¥, on peut donc écrire
IIATIIAIIoc AT = IIATD,
ce qui prouve quél A ¥ est une fermeture. O

Lemme 1.37.Si® : (S,=X) — (S,X) etO : (§,%X) — (S, =) sont des fermetures duales et des
v-morphismes, alor$ A © est aussi une fermeture duale.

Démonstration.La démonstration est analogue a celle du lefnme| 1.36. O

Notation 1.38. SoitIl : S — S une fermeture définie sur un treillis. On noteralmII I'image dell,
c'est-a-dire
ImII = {II(s)|seS}.

Proposition 1.39. L'image dell : S — S, soitImII, correspond a 'ensemble désfermés des.

Démonstration.Par définitionlI(s) est un fermé et d’autre part tout élémerfermé est I'image pall
d’au moinss lui-méme, puisquél(s) = s. O

Proposition 1.40. SoientII une fermeture d’'un treillis complé&t et R une partie ddmll. Si la partieR
a une borne inférieure, celle-ci appartient encorendl.

Démonstration.Soit R une partie d&s constituée d’éléments deiIl pour laquellec = A r existe. Par
reR
définition de la borne inférieure, pour tout élémede R, r = u, et, puisquél estisotonell(r) = II(u).
De plus, comme tout élément diell estIl-fermé, on a- = II(r). Il s’ensuit quell(r) = r > II(u),
c’est-a-dire quél(u) est un minorant d& et donc quél(u) < A r = u. ToutefoisII étant extensive,
reR
II(u) > u. Finalement, on & (u) = u, donc la borne inférieure d@ appartient bien a 'image dé. [
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Proposition 1.41. SoitIl une fermeture d'un treillis complel. L'image dell est, elle aussi, un treillis
ImIT ImTI
complet(notée(ImII, v , A )) pour I'ordre deS ; de plus, pour toute partié& deImII,

N A Ir{]/Hr:I'I(\/r). (1.4)

reR reR reR reR

Démonstration.Soit R une partie démIl. D’apres la proposition 1.40A r € ImlII, par conséquent
reR

ImIT
N\ r= A r, c’est-a-dire quémII est un inf-semi-treillis complet. En outre, on sait que le plus grand
reR reR
élément deS est fermé. Ainsi, d’apres le théoréme 1.21 et la remgrqué @2 est un treillis complet.

Il reste a prouver la formule relative aux bornes supérieures. OmpesH | \/ r |. L'application

reR
IT étant extensive, ona= II ( V 7") = \/ r;autrement dity est un majorant d& dansS. En outre,
reR reR
u € ImII; par conséquent est un majorant dé& dansimII. Alors, soity = \/ r, et, puisqudl est
reR

croissante]I(y) = II < V r) = u. Si, en particuliery € ImII, on voit quell(y) = y > u. On prouve
reR
ainsi queu est effectivement le plus petit majorant BedansimII. O

Remarque 1.42.La proposition précédente montre que I'image d’'une fermelljreoit ImII, dans un
treillis completS est stable pour I'opération, c’est-a-direll(s) A II(s") € ImII, et que I'opérationv
n'est d’ordinaire pas fermée, c’'est-a-dire qligs) VI1(s") n'appartient pas dmII. Par conséquerinIl
n’est donc pas un sous-treillis @& Néanmoins, on peut murlinIl d'une structure de treillis, ce treillis

ImII ImII L.
(ImII, vV , A ) estdéfini par

ImIT
s1 V so = II(s1Vs
VSl,VSQ € ImII ! ImIl 2 ( 1 2)
81 N 89 = 81\ 89

ImIT ImIT

Ce treillis (ImII, V , A ) admetT, le plus grand élément d§, pour majorant universel, dii(cs) =
eimir, €lément minimum denII dansS, pour minorant universel. Schématiquement, les élémenss de
etImII peuvent étre représentés par la fighre| 1.4.

ImIT ImII
Proposition 1.43. Soit |,y IT une fermeture deéfinie du treillisS( v, A) dans le treillis(ImI, V , A ),

alors pyIT est unv-morphisme, c’est-a-dire
imt11L(s V' 8") =imrry TI(8) Vi II(s") Vs, 8" €S,
Démonstration.Pour tout couple, s’ € S, I'applicationII étant extensive, onld(s) = s etIl(s’) = ¢,

d’ou
(s) VII(s') = sVs.

. ImIT . .
D’autre part, par définition dev et par isotonie dél on a

(s) V () = I(II(s)VINs)) = I(svs) = I(s) VIS (cf. remarqug Tax
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sSAS

Figure 1.4 —o éléments du treillisS et e €éléments démII.

Par ailleurs, I'applicatiod] étant idempotente, onl& = II; on obtient alors

Msvs) = M(svs) = M((svs)) = TI(I(s)VII(s) = TI(s) ¥ TI(s).

ImIT

Donc,Ii(s v s') = 1I(s) Vv TII(s"), par conséquent, 11 est unv-morphisme. O

Remarque 1.44.De maniére analogue aux résultat précédents, on peut montrer que I'image d’'une
Im® Im®
fermeture dualeb, définie deS dansS, soitIm®, est un treillis(Im®, v , A ) défini par :

iV v

S S = S S

Vs1,Vsp € Imd ¢ O 7 b
s1 N S = (I)(Sl /\82)

Ce treillis admet, le plus petit élément d& pour minorant universel, e (T) = ejma, €l€ément minimum
delm® danssS, pour minorant universel.
De méme on peut établir la proposition suivante.

Im®
Proposition 1.45. Soit,g® une fermeture duale définie du treillis (v, A) dans le treillis(Im®, V

Imd . .
, A ), alors e est unA-morphisme, c’est-a-dire
Imd|P(s A 8") =ima| P(5) Aima) 2(s') , Vs,8" € S.

Démonstration.La démonstration est identique a celle de la proposition 1.43. O
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1.4 Semi-anneau idempotent, Dioide

Cette section est un rappel sur les structures algébriques considérées. Le but de ce paragraphe
est d'introduire les concepts et notations qui seront utiles pour I'étude de la commande de graphes
d’événements considérés dans la suite. Les ouvrages de référence qui ont inspiré cette synthése sont
[Cuninghame-Green, 19779], [Baccelli et al., 1992] et [Gunawardena| 1998] ainsi que lesthéses [Moller, 198
[Gaubert, 1992] ef [Cottenceau, 1999].

Définition 1.46. (Monoide). Un monoide est un ensemBlanuni d’une loi de composition interne
associative, et d'un élément neutre pour cette loi. Nous noterons la loi additivement

CxC—C
(a, b)—a®b

et I'élément neutre sera notéLe monoide est dit commutatif si 'on a
adb=bbDa
pour tous les éléments b € C.

Remarque 1.47.Un élément. € C estidempotent si & a = a. Si tous les éléments desont idempo-
tents, le monoidé&C, @) est dit idempotent.

Exemple 1.48.L’'ensemble des entiers naturdis muni de I'addition est un monoide. Il s’agit d’'un
monoide commutatifv a, b € N; a + b = b + a. L'élément neutre d&f est0.

Définition 1.49. (Semi-anneau, dioide). On appelle semi-anneau un ensémbheini de deux lois in-
ternesd et®, tel que :

e (D, &) est un monoide commutatif dont I'élément neutiest appelé élément nul.

¢ (D, ®) est un monoide. Son élément neutre est appelé unité et est noté

e La loi multiplicative ® est distributive a droite et a gauche par rapport a la loi additive

e L'élément neutre est absorbantpourlal® (Va € D; a ®e = ® a = ¢).
Si en outre la loip est idempotente (cf. remarq@.ﬂ), alols @, ®) est qualifié de semi-anneau
idempotent ou dioide.

Exemple 1.50 (Algébregmaz, +) et (min, +)). On peut vérifier aisément que :

o (RU{—o0}, max, +) estun dioide commutatif pour lequek —oo ete = 0. Ce dioide est noté
R4 €t est traditionnellement appelé "algelr@ax, +)".

o R,in = (RU{+00}, min, +) estun dioide commutatif, appelé "algelrein, +)", pour lequel
€ = 4oo ete = 0.

Lemme 1.51. Soit I'applicationII définie d’un dioideD vers un dioide&C. On a les équivalences sui-
vantes :

1. L'applicationII est isotone;

2. L'applicationII est un®-morphisme, c.-a-d. ,

Va,be D (a®b) = a) ®ILD). (1.5)
3. Si la borne inférieure existe dans les dioidestC, II est unA-morphisme, c.-a-d. ,
Va,be D, (aNb) 2II(a) ANIL(D). (1.6)

Démonstration.Le résultat est une déduction de la remaique|1.27 O
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1.4.1 Sous-dioide

Définition 1.52 (Sous-dioide).Soit (D, @, ®) un dioide. Un sous-ensemlfleC D est un sous-dioide
de (D, ®,®) si et seulement si :

e Les éléments neutres deappartiennent & ;
e C estfermé pour les loi$ et® (Va,b € C,a® b e Ceta®b e C).

Exemple 1.53.Zmax = (Z U {—o00}, max, +) €tZmin = (ZU {+o0}, min, +) sont respectivement des
sous-dioides dB .« et Rnin.

1.4.2 Calcul matriciel dans les dioides

Définition 1.54 (Dioide matriciel). Lensemble des matrices carrées de dimensiancoefficients dans

un dioide(D, @, ®), est un dioide matriciel, notéd(**", @, ®), ou les opérations sont définies, a partir

des opérations du dioid®( @, ®) de maniere analogue a l'algébre classique, de la fagon suivante :
VA, B € D"*";

ADB: (A@B)Z]:AU@B”, Vi,j=1,...n,

n
AR B: (A@B)ij = @Azk ®Bk)ja Vi, j=1,..,n.
k=1

L'élément identité de™*" est la matrice, notée ou E lorsqu’il est utile de la distinguer du scalaire
e, elle est composée desur la diagonale et departout ailleurs. L'élément zéro est la matrice composée
exclusivement de et est noté.

La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas nécessairement carrées,
peuvent étre définis de la facon suivante :

AEDnXp, BEDnXp; AEBB(AEBB)Z]:AW@sz Vi=1,..,n, Vj=1,..,p,

p
CeD™, DeD; C®D:(C®D)j=PAx® By, Vi=1,...n, Vj=1,..q
k=1
Pour que ces matrices puissent étre manipulées comme des éléments d’un dioide matriciel, il faut, en
toute rigueur, considérer qu’elles appartiennent au dioide de matrices carrées de dimensgior, q) x
maz(n,p,q), en les complétant, si nécessaire, pour cela de lignes et/ou de colonnes constituées de I'élé-
mente.

1.4.3 Séries formelles dans les dioides

Définition 1.55 (Dioide de séries formelles)Soit (D, ¢, ®) un dioide, on définit une série formelle
en ¢ variables, noteeg; ap,, a coefficients dan® comme une applicatiofl de Z¢ dansD : Vk =
(K1,...4q) € Z4, II(k) représente le coefficient g&'...p;". Une autre représentation équivalente de la
sériell est :

1= @H(m, ey Kig) DY pg

KEZ4
L'ensemble des séries formelles muni des opérations :
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Hew: (IIev)(k)=I(k)
MoU: (IeV)k) =

est un dioide not®[py, ..., py].

On appellesupportde la série formell@l 'ensemble :

Supp(Il) = {r € Z* [ TI(x) # €}.

Une série formelle a support fini est appefi@ynéme Une série formelle dont le support est un
singleton (deZ9) est appeléenondme

Exemple 1.56.Soit (D, @, ®) un dioide etf une application d& dansD. On définit la série formelle
F(z) en l'indéterminée: a coefficients dan® par :
F(z) = @ f(t)=".
tez

Nous désignerons pat F(z), z! > le coefficientf(t) de F'(z) pour zt. L'ensemble des séries formelles
en I'indéterminée et a coefficients dar® muni des opérations

F)eG(z) : <F(2)®G(2),2! > = <F(2),2' >®<G(2),2" >
F2)®G(z) : <F2)eG(x),2> = @ <F(2),2>2<G(z),7 >
i+j=t
est un dioide not®[z].
Le sous-ensemble des polyndmes muni des mémes |dig glest un sous-dioide dB[z] notéD|z].

1.5 Dioides et structures ordonnées

L'objet de ce paragraphe est d’'établir un lien entre les dioides présentés précédemment de facon
purement combinatoire et la théorie des treillis. Ce lien entre dioides et treillis va permettre d’énoncer
les résultats obtenus en appliquant certains résultats de la partie consacrée aux treillis. Les ouvrages de
référence pour cette partie sont [Cuninghame-Green,|1979] et [Baccelli et al., 1992]

1.5.1 Dioides canoniquement ordonnés

Lidempotence de la loi additives permet de définir naturellement une relation d’ordre dans un
dioide. Le théoréme suivant affirme de plus que cette relation d’ordre est compatible avec les lois du
dioide.

Théoreme 1.57.Dans un dioid€D, @, ®), la relation < définie par
a=b <<= adb=0D .7

est une relation d’ordre. De plus cette relation d’ordre est compatible avec les lois de struct@e de
c’est-a-dire,

a<b = adec=bdc Ve € D,

a=b = a®c=b®c et cRa=<c®b VeeD.
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Démonstration.Comme I'addition est idempotente, orua= a ® a = a, ce qui montre la réflexivite.
L'addition étant commutative, si < betb < calorsb =a®b =b® a = a, dolla = b, ce qui
prouve I'antisymétrie. Il reste & montrer la transitivit¢ < betb < calorsc=b @ c= (a ®b) B c =
a® (b®c) =a®c. Onen déduit que est une relation d’ordre.

Montrons que la relation d’ordre est compatible avec lesdoit ®. Soita,b € D aveca < b et soit
ceD,onab®c=(adb)dc=adbdc=aPchdbdc=(adc)B(bdc),doladc=<bDec.
DemémepR@c=(adb)@c=(a®c)® (b®c),dola® c < bR c(idempour la multiplication &
gauche). O

La relation d’ordre est dittotalesi
Ya,b € D,a <b ou b=<a.

Une condition nécessaire et suffisante pour que I'ordre d’'un dioide soit total, s’écrit de facon évidente

Va,beD,adb=>b ou a.

C’est-a-dire que I'opératiom vérifie la propriété dite de sélectivité ; dans ce cas le mond@de>)
et le dioide(D, @, ®) sont dits sélectifs|([Gondran and Minoux, 2098,4]).

Remarque 1.58.L'ordre < défini dansR,,., est total et coincide avec I'ordre usu€l En revanche,
I'ordre total < défini dansR,,;, est I'inverse de I'ordre usuef (par exemple < 1).

1.5.2 Dioides et treillis

Dans cette partie nous présentons les relations entre dioides, sup-semi-treillis et treillis. Le théoreme
[1.57 de la partie précédente permet d’établir que I'idempotence de la somme dans un dioide induit une
structure desup-semi-treillidéfinition[1.10), pour lequel la borne supérieure, noteeorrespond a la
loi additive® (a @ b est le plus petit majorant deetb) du dioide. De méme en considérant la remarque
[1.23 sur la définition algébrique d’'wsup-semi-treillison peut noter que la loi d’un sup-semi-treillis
est associative, commutative et idempotente, c’est-a-direvquesséde les mémes axiomes que la loi
additive & d’un dioide. De plus, on sait, d’aprés la définitjon 1.49, qu'un dioide posséde un élément
minimume (plus petit que tous les autres éléments du dioide), ce qui confére au dioide une structure de
treillis (voir théorem¢ 1.21).

1.5.3 Dioide complet

Définition 1.59 (Dioide complet).Un dioide(D, @, ®) est dit complet s’il est fermé pour les sommes
infinies et si la loi® distribue (a gauche et a droite) sur les sommes infinies, c’est-a-dire si pour tout
b € D et tout sous-ensemblé C D,

b®<@a>:@(b®a) et <@a>®b:@(a®b).
acA acA acA acA
Il résulte de cette définition que, pour toitC DetB C D:

<®a>®<@b> = P (a®b).

acA beB (a,b)€AXB
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Exemple 1.60.Le dioideZ,,.x complété par I'élément-oc est un dioide complet noté
Zonax = (Z U {—00, +00}, max, +). De méme on notR,,,,x = (RU {—o0, +00}, max, +) le dioide
Runax complété par I'élémentco.

Puisque un dioidé® a une structure déeeillis (D, <), s'il est complet, il admet un plus grand
élément. On notera ce plus grand élément. L'élémemntcorrespond a la somme de tous les éléments

deD
T = P
z€D
Cet élément est absorbant pour la loi additie T © a = T, et vérifie T @ e =e @ T = «.

Définition 1.61 (Borne inf). Si D est un dioide complet, alovs est la loi associative commutative et
idempotente vérifiant
anb = P{x|z<aetz <b},

et faisant d€D, &, A) un treillis complet. Cette loi vérifie en conséquence
a=a®b << arxb << b=aAb. (1.8)

Remarque 1.62.La relation peut faire penser que les opérategr®t A jouent un rble symétrique

dans un dioide. En considérant uniquement la structure de treillis d’'un dioide cette assertion est vraie
(en considérant le principe de dualité). Mais, elle devient fausse si I'on considére la seconde opération
d’'un dioide®. Cependant, le produit a droite (il en est de méme pour le produit & gauche) étant une
opération isotone, on vérifie la relation de sous-distributivité suivante :

c®(aNnb) 2 (c®a)A(c®@b) Ya,b,ceD.
L'exemple qui suit (emprunté a [Baccelli et al., 1992]) illustre cette propriété.

Exemple 1.63.0n considére le dionéQW, U, +>. Soient

o= {10}, b={(0,1)} et c=[-1,1]x[~1,1]
ona
c(a A b) = c+(anb)=c+0 =0,
(ca) N (cb) = (c+a)N(c+0b)
= ([072] x [_171]) N ([_171] x [072})
= [0,1] x [0, 1],
donc(ca) A (cb) = c(a A D).

1.5.4 Dioide distributif

Définition 1.64 (Dioide distributif). Un dioide(D, @, ®) est distributif s'il est complet et §ia € D et
pour tout sous-ensembiede D, on a :

(/\ c>EBa = A (c@a)

ceC ceC
et

<@C> Na = @ (cha).

ceC ceC
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Remarque 1.65.Les lois® et A sont des lois de treillis, elles sont donc isotones pour I'ordreSi le
dioide n’est pas distributif, on vérifie néanmoins toujours les inégalités suivantes :

a®(bAc) 2 (a®b)A(a®c)
aN(b®dec) = (anb)®(aNc).

1.6 Théorie de la résiduation

SoitIl : C — D une application définie sur des ensembles ordonnés. On s’intéresse a la résolution
d’équations du type
II(z) =b, beD. (1.9)

Cette applicatioril peut étre non surjective (probleme de I'existence) et/ou non injective (probléme de
l'unicité). La théorie de la résiduation permet de donner une alternative a ce probléme de résolution
d’équation, en déterminant la plus grande sous-solution de I'’équétidn (1.9) (c’est-a-dire la plus grande
solution dell(z) < b). La résiduation duale permet de déterminer la plus petite super-solution de I'équa-
tion II(x) > b (la sectior} 1.B sera dédiée a cette résiduation duale). On parle aussi de pseudo-inverse.

Le lecteur trouvera également dans [Cuninghame-Green| $90P,[Baccelli et al., 199R§£4.4.2],
[Gaubert, 7992] ef [Cottenceau, 1999,2] des rappels détaillés sur cette théorie qui joue un rble central
lors de la résolution des problémes de commande considérés par la suite.

Définition 1.66 (Applications résiduables).Une application isotoné&l : C — D définie sur des en-
sembles ordonnés est dite résiduable, si I'équdiiorn) < b admet une plus grande solution d&hgour
toutb € D. On noterdl? 'application résiduée, aved’(b) = \/ {z € C | TI(z) < b}.

Le théoréme suivant fournit une caractérisation de ces applications.

Théoréeme 1.67.[Baccelli et al., 1992] Soifll : C — D une application isotone définie sur des en-
sembles ordonnés. Nous avons les équivalences suivantes :
1. l'application IT est résiduable ;

2. il existe une applicatiodl* : (D, <) — (C, <) isotone telle que

II o IT*
I o II

< Idp (identité deD) (1.10)
= Idc  (identité deC). (1.11)
Démonstration.
1 = 2 LapplicationTI résiduable implique quB*(b) = \/ {x € C | II(x) =< b} existe pour toub € D.
Par hypothésd] est isotone ; on a aloi (IT*(b)) < b, c.-a-d. Lo II¥ < ldp.
D’autre part, par la définitioh 1.66, onI@ (I(z')) = \/{z € C | II(z) < TI(2')} et comme
o € {xecC|(z) (2}, ona\{z cC|(z) <(2')} > 2/, cest-a-direl? o IT > Id.
Il reste & montrer quHﬁ est isotone ; soit’ < b, alors

MoIlF(b) =0 < b= IIF(Y) € {x € C|TI(z) < b}.

En d’'autres termeg]* (V') est solution déI(x) < b, ce qui impliquell*(¥') < \/{z € C | TI(x) <
b} = TI¥(b). Donc on &' < b = II*(¥) < TI¥(b), c’est-a-dire que I'applicatioll* est isotone.
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2 = 1 SoitTl* telle quelloTT*(b) < b pour touth € D, alorsz = IT*(b) est toujours solution di () =< b.
De plus, pour toute solutio’ € C vérifiantII(z') < b, on all*(TI(z')) =< II*(b) puisquell* est
isotone, c’est-a-dire d’apréls (1)1, < II* o TI(z’) < TI*(b). Toute solutionz’ deTl(z) < b, et
ce pour toub € D, est plus petite quE* (). Donc I'élémentIt(b) est la plus grande solution de
I'équationII(z) < b pourb € D, ou encordl est résiduable.

O]

Propriétés 1.68 (Unicité dell*). SoitII : C — D une application résiduable, I'applicatiofl’ est
unique. En effet supposons qu'il existe une autre applicabi@érifiant le point2 du théorémg 1.67. On
remarque que

¥ =Ide o ITF < (@ oTl) o Tlf = o (TToITF) < Do ldp = P,
P =Ildco® < (MFoIl)o® =TIf o (ITo ®) < II¥ o Idp = IT*,

Par conséquent on Hf = &,

Le théoréme qui suit donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de I'appliéation
lorsque I'applicatioriI est définie sur des treillis complets.

Théoréme 1.69.[Baccelli et al., 1992] Soifl : C — D une application isotone définie sur des treillis
completsC et D de plus petits éléments respectifs et ep. L'application isotonell : C — D est
résiduable si et seulement$iest semi-continue inférieurement (s.c.iJEtc) = ep.

Démonstration.Si II est résiduable, 'ensemble: € C | II(x) < ep} admet un plus grand élémert
et par isotonie dél, II(s¢) < II(2’) < ep. Comme, d'autre partl(cc) > ep, on all(e¢) = ep.

Montrons ensuite quE est semi-continue inférieurement. L'applicatiinétant isotone, alors on a
pour toutS C C:

I ( Y, s> =\ II(s). (1.12)

seS seS

SoitIT* 'application résiduée dH. La relation [[T.1]L) donne < II* o TI(s), alors
H(\/s> = H(\/H%H(s)).
seS seS

De méme l'isotonie d&l* donne
H<\/ Hﬁon(s)> < Mol <v H(s)> :
ses ses
D’autre part, la relatior{ (1.10) donne
IT o IT# (\/ H(s)> =<V II(s).
seS ses

Finalement, on obtient

H(\/ s> <H<\/Hﬁon(s)> <ol (\/H(s)> < \/ 1(s),

seS seS seS seS
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soit I'inverse de la relationy (1.12), ce qui prouve duest semi-continue inférieurement.
Réciproquement, dil(¢¢) = ep, pour toutb € D, I'ensembleS’ = {z € C | II(x) < b} est non

vide. De plus]I étant semi-continue inférieurement,(\/, .o z) = \/, g II(z), doncs’ C C admet

un plus grand élément. O

Le théoréme suivant fournit des résultats de la théorie de la résiduation auxquels il sera frequemment
fait référence par la suite.

Théoreme 1.70.[Baccelli et al., 1992] Soill : B — C et® : C — D deux applications résiduables.

II=1Iollf oIl etI* = IT* o IT o IT* (1.13)
(® o I)* = I1* o BF (1.14)
II estinjective <= IIf o II = Idg <= II* est surjective (1.15)
II est surjective<—=> oIl = Id; < II* est injective (1.16)

Démonstration.
(1.13) L'applicationII étant résiduable, la relation (1]11) permet d’écrire

Hollfoll =Ilo (Hﬁon) - 11
Inversement, la relatiof (1.L0) donne
MoTlf oIl = (Honﬁ> oTI < TI.

Ceci implique qudl = II o I o II. La démonstration d&f = II? o II o IT* est similaire en se
rappelant quél? est isotone.

(1.14) Soientll et ® deux applications résiduables, alors d’apfés (1.11) ef|(1.10), d’'une part
Pollollfod =do (Iloll*)od* < Poldeod =& odf < ldp,
et d’autre part,
MFodtodoll =M o (®* 0 ®) oIl = I olde o Il = IT¥ o II = Idp.
En outre, d’'apres la propri68, si l'applicatid@noIT)* existe, elle est unique ; par conséquent,

(® o IT)* = II* o F,

(1.15) (I* o II = Ids = II* est surjective) Va € B,II* o TI(z) = = implique B = ImII#, c.-a-d.IT* est
surjective.
(IT* o IT = Idg < II* est surjective) Inversement, sil* est surjective, pour tout € B, il existe
b € C tel quell*(b) = x, doncll? o TI(x) = I1f o Il o IT#(b) = T1*(b) = = (application de[(1.13)).
(IT* o TI = Idg = II est injective) TI(z) = [I(z') = = = IT* o TI(x) = II* o TI(2’) = 2/, doncIl
est injective.
(IT* o TI = Idg < II est injective) SiIl est injective, pour tout € B I'égalité suivantdl o (IT# o
(x)) = II(x) impliqueTl* o TI(z) = .

(1.18) Preuve semblable f (1]15).
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1.6.1 Morphismes de dioides

Définition 1.71 (Homomorphisme). Une applicatiorI : D — C définie sur des dioides est un homo-
morphisme si

Va,be D  Il(a®b) =1I(a) & II(b) etll(e)
II(a ® b) = II(a) ® II(D) etIl(e)

€ (1.17)
e (1.18)

Une application vérifiant seulemeft (1.17) est ditenorphisme, c’est-a-dire que I'image d’'une somme
d’éléments deD est la somme, darG, de leurs images. Une application vérifiant seulenjent(1.18) est
dite ®-morphisme, c’est-a-dire que I'image d’'un produit d’élément®dest le produit, dans, de leurs
images.

Définition 1.72 (Isomorphisme). Une applicationlI : D — C définie sur des dioides est un isomor-
phisme, silI* est définie su€ et sill etII* sont des homomorphismes.

1.6.2 Congruence et dioide quotient

Définition 1.73 (Congruence).Une congruence sur un dioid2 est une relation d’équivalence (notée
‘R) compatible avec les lois du dioide, c’est-a-dire

aRb=(a®c)R(b®c), (a®c)R(b®c), Ya,b,ceD.

Théoreme 1.74.[Baccelli et al., 1992, Cottenceau, 1999][Dioide Quotient] Soit un dididet R une
congruence sub. En notanffa] = {z € D |z R a} la classe d’équivalence dec D, le dioide quotient
deD par cette congruence est un dioide ndtg; pour lequel la somme et le produit sont définis par

L Lot

[a ® b]

gef (1.19)
Démonstration.ll convient de souligner qu’en raison de la compatibilitéRlavec les lois du dioid®,
en prenant, o’ etb, b’ tels quela] = [a/] et[b] = [V/] on obtient

[a®b]=[d dV]etlax b =[d @],

c’est-a-dire que les classksbb] et[a @ b] dépendent seulement des clagsést[b] et non des représen-
tants de ces classes. Les opérations sur le quotient donnégs phar (1.19) sont par conséquent parfaitement
définies et conferent au quotieRf % une structure de dioide. O

Théoreme 1.75.[Baccelli et al., 1992, Cottenceau, 1999] Sbitun homomorphisme dB dansC. La
relation Ry définie par
aRnb <= Il(a) =1(b), VYa,beD,

est une congruence.

Démonstration.Le fait queRy est une relation d’équivalence est immédiat. D’autre part, puisfjue
est un homomorphisme, I'ensembllED) est fermé pour les lois) et ® deC. De plus, les éléments
neutres pour I'addition et le produit deappartiennent égalemeniE(D) (II est un homomorphisme
doncll(e) = ¢ etll(e) = ¢). Donc,II(D) bénéficie d’une structure de dioide. L'applicatibpg,, —
II(D), [a]rr — II(a) définit alors un isomorphisme de dioides. O
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1.6.3 Restrictions d’applications

Nous rappelons dans cette partie des résultats énoncés dans [Blyth and Janowitz, 1972] et certains
dans|[Cohen, 1998a] et [Cottenceau, 1989.2]. Parrestriction d’une applicatioron entend la restric-
tion de son domaine et/ou de son codomaine de définition. Les restrictions d’applications vont permettre
d’étudier des cas ou la propriété de résiduabilité est conservée aprés restriction, ou a I'inverse, des cas ou
la restriction d'une application non résiduable devient résiduable.

Définition 1.76 (Injection canonique d’un sous-ensemble)Soit U un sous-ensemble de I'ensemble
S. L'injection canonique dé/ dansS est I'applicationly; : U — S, définie parly(u) = u pour tout
uel.

Définition 1.77 (Application image). L'application image ddl : S — 7 est I'injection canonique de
I1(S) dansT ; cette application sera notégr.

Définition 1.78 (Restriction d’'une application a un domaine).Soitll : S — 7 etU un sous-ensemble
deS. Nous noteronsl;; : U — 7 I'application vérifiant

Ny = Holy

ouly : U — S représente l'injection canonique @edansS. L'applicationIl ;; sera appelée restriction
dell au domaind/.

Définition 1.79 (Restriction d’une application a un codomaine).Soitll : S — 7 etimIICc V C 7.
Nous noterons(IT : S — V I'application définie par I'égalité

I = (Iv)o(yI)

ouly : V — T représente I'injection canonique &fedans7 . L'applicationy/ II sera dite restriction de
IT au codomainé’.

Définition 1.80 (Restriction double). Soitll : S — 7,U C S etII(U) C V C 7. Nous noterons
vy : U — V l'application définie par I'égalite

My = Holy = (Iy)o (yy) .
La proposition suivante concerne la résiduation de l'injection canonique.

Proposition 1.81 (Lemme de projection|[Blyth and Janowitz, 1972, Gaubert, 1992])SoientS un
treillis complet (cf. définitiof 1.18) éf un sous-treillis complet d& contenant le plus petit élémesg
deS. L'injection canoniqud; : U — S est résiduable. L'application résidué% vérifie les propriétés
suivantes :

(i) I}, estun projecteur c.-a-dy, o I}, = I},

(id) I} < \ds

(i) ue U <= I} (u) = u.

Démonstration.Vérifions d’abord qud; est une application résiduable. D'une part, conugec U,
on aly(es) = es. D’autre part,U étant un sous-treillis complet, on/g ( V x> =V Iy(x), pour

zeX zeX
tout X C U. Par conséquent l'injection canonigiie : U — S est résiduable (cf. théorérne 1.69).
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(i) If o I = (Iy o Iy)* = I, (par [L.14)
(i) If = Iy o I} < Ids
(iii) siu € U, alorsu = Iy(u), doncI? (u) = I}, o Iy (u) = u. En outre d'aprésii), Pry(u) =
Iy oPry(u) = Iy o If](u) <u,dotuelU = If](u) = u. La réciproque estimmédiate.
O

1.6.3.1 Résiduation contrainte

Comme nous I'avons VW{.0) la théorie de la résiduation permet de caractériser si une application
isotonell définie deS dans7 des ensembles ordonnés admet une unique application jouant le réle
d’application inverse. Si I'application est définie sur des treillis complets, il a été montré que I'existence
était assurée pour peu que I'application soit semi-continue inférieure.

Dans cette partie nous allons nous intéresser a la résiduation contrainte introduite par [Cohén, 1998a,
§1.3] et [Cottenceau, 1999]. Le probléme de résiduation contrainte consiste a rechercher une solution a
II(s) < b, b € 7, non pas dans tout entier, mais dans un sous treillis com#g}, de S contenant le
plus petit éléments deS.

Remarque 1.82.Soit Is,, I'injection canonique deS;,;, dansS. Résoudrdl(s) < t avecs € Sy
revient a considérer une équation du type

s, (t) = o Is,,(s) = t, (1.20)

et a rechercher la plus grande solution da$is,;. Le diagramme suivant comnﬂte

1T
S T
Is,, [
Ssub

D’apres la proposition 1.81, on sait que l'injection canonique d’un sous-treillis dans un treillis est
résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au probléme de résiduation contrainte.

Proposition 1.83. SoientIl : S — 7 une application résiduable définie sur des treillis complets et
Is,,, l'injection canonique du sous-treillis complét,,;, (contenant le plus petit élémesg de S) dans
S. s, =ols,,(s)estrésiduable et sa résiduée est donnée par

(Ms,,) (1) = (Mols,)f() = I%  oII(). (1.21)

sub

Démonstration.D’aprés|(1.14), on 4H|38ub)ﬁ =(Io Igsub)ﬁ = Igsub o IT%. De plus par application du
lemme de projection (cf. proposith{gn 1|81j95ub existe et est notéers_ ,, d'ou le résultatl). O

Proposition 1.84. Soientll : S — 7 une application résiduable définie sur des treillis completsef,
Iinjection canonique du sous-treillis complét,, (avecimlIl C 7, C 7) dans7. L'applications, , 11
est résiduable et

Lun tel diagramme est dit commutatif lorsque les différentes applications permettant d’aller d’un point & un autre sont égales.
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Démonstration.SiIT est résiduable, alors pour taue 7, TT*(¢) est la plus grande solution @Hs) < t.
En particulier, pour tout € 7, C 7, il existe une plus grande solutiodHs) < . Lapplicationy, , 11
est donc, par définition, résiduable. Sa résid@y@&l‘[)ti est simplement la restriction d& au domaine
Toubs notée(Hﬁ)‘T g O

1.6.3.2 Fermeture et résiduation

Proposition 1.85. Soitll : (S, =) — (S, =) une fermeture définie sur un treillis completLa restric-
tion |, [T est résiduable et sa résiduee

(Imn\H)jj = Imn
est I'injection canoniqué),; delmlIl danss.

Démonstration.D’apres le théorézmﬂ est résiduable si et seulement si il existe une application
I’ telle quejm 1l o ¥ < Idyy, et IT? Oy IT = Ids. EN posanfl? = I, o0 [imr est linjection
canonique démlII dansS, on verifie qumIL o Iimir =imr| Hjimm = Idimn (identité delmII) puisque

IT o IT = I (définition[1.34) ; de méme, d'apres la definitjon 1.79, iy ojmpy 1L = 11 = Ids. O

Proposition 1.86. Une fermeture résiduablg : (S, <) — (S, <) vérifie :
(i) =TTl
(i) I = I o IT,

Démonstration.

(1) LapplicationII étant résiduable, le poirii) du théorém? donrig* o IT > Ids, ce qui
impliqueIlf o IT o IT > Idg o IT = IT; IT étant une fermeture, onl& o II o IT = II* o II, soit
IT¢oII > TI. D’autre part]I étant résiduable, on a (d’aprés (1.18))= IToII#oII; de plus, d’aprés
la définition d’'une fermetur®l > Idg, nous avons dond = IToITf o IT > Idg o I o IT = IT# oI,
soitII > IT¢ o II. Finalement, on &l = TI# o II.

(ii) Preuve duale dg).

1.6.4 Application dans le contexte des dioides

Les principaux résultats présentés ici sont issu$ de [Baccelli et all, 1992] et [Gaubelrt, 1992]. Le lec-
teur retrouvera également la plupart des ces résultats[dans [Cohen, 1998a]. On se propose ici d’étudier le
caractére résiduable de certaines applications de référence définies sur des dioides complets.

Théoréme 1.87.Soient(D, ®, ®) et (C, @, ®) deux dioides complets de plus petits éléments respectifs
ep etec. Une application isotonél : D — C est résiduable si et seulement si, pour tout enseibtie
D

II <@ g;) = P (1.22)

zeX reX
H(SD) = £c. (1.23)

Démonstration.La preuve de ce théoréme est identique a celle du thédréme 1.69 puisqu'’il & été montré
précédemment (voi1.5) qu’un dioide complet pouvait étre assimilé a un treillis complet. O
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SoientZ, et R, les applications suivantes définies sur un dioide coniplet

L, : r—a®x (1.24)
R, : —z®a (1.25)

En référence a la définitign 159, sur un dioide complet, la multiplication distribue sur les sommes
infinies, & gauche ou & droite. De plus,(¢) = ¢ et R,(¢) = e. En appliquant le théorene 1|87, et
R, sont donc résiduables sur un dioide complet.

LorsqueD est commutatif., = R, implique donc égalemeritﬁ =R},

Nous utiliserons les notations suivantes introduites notamment|dans [Baccelli et dl., 1992].

Notation 1.88 (Applications Résiduées dé,, R,). Nous noterons

L(2) = aye =

R () = zfa =

NEERIE]

les applications résiduées respectivesgdeet R,,.

Onrapelle quetz = T, Tyx = c et TRT = T.
Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés de ces applications dont le lecteur pourra trou-
ver les preuves daris [Baccelli et al., 1992, p. 182-185],[Gaubert| §932,[Cottenceau, 199%,1.3.3].

a(akr) 2 x (zfa)a <z (f.1)
ay(az) = x (xa)pa = x (f.2)
a(ay(ax)) = ax ((xa)ga)a = za (f.3)

a&(z Ay) = akz Aaky | (z Ay)pa = zfa Ayfa | (1.4)
(a @bz = ayz A bz | 2f(a @ b) = afa Azgb || (1.5)
(ab)yz = by(akz) zf(ba) = (zfa)fb | (f.6)
b(axz) =2 (apb)ke (zfa)b < af(bka) (f.7)
(aka)b = ak(zd) b(apa) < (ba)fa | (£8)

(a¥b)¢c = ax(béc) = ajbgc (1.26)

1.6.4.1 Résiduation matricielle

Lemme 1.89 ([Baccelli et al., 1992])Si A = (A;;) € D™*" ou D est un dioide dans lequel existe,
ety € D™, alors

3

(Axy)i = A (Aj8y;)-

J=1
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QuandD = Z,,.«, alors on obtient

() = A (Ashy) = min (A4 ))

Théoreme 1.90.SoientA, D € D™*™ B € D™*P etC € D™*P, alors d'aprés le lemme précédent on
obtient pourC' = AyB etD = B¢C':

Cij = f\l (AkitByj) » Dij = ;\1 (BirtCik) - (1.27)

La remarqgue suivante est due a [Cohen, 1998a].

Remarque 1.91.11 est important de noter que certaines expressions impliquant la résiduation peuvent
étre ambigués. Considérons € D™*"™ B € D™*P etx € DP, il faut étre prudent quand on utilise
des expressions comme Bz. En effet, d’un c6té, remarquons qu&(Bx) peut étre interprétée comme
Lfﬁl o Lp(x). Cette applicatioanA o Lp n'est en général pas up—morphisme dé? — D", mais par
isotonie elle vérifie

L} oLp(z®y) = L¥ o Ly(x) ® L% o Lp(y).

Mais, d’un autre cotéz — (A}B)x peut étre interprétée comme un opérateur linéairelde— D™,
car en fait cet opérateur correspond a la multiplication & gauche@ar Ay B (voir (1.27).
Par contre, d’aprégf.8), on a toujouriﬁi4 o Lp > AXB car A}(Bx) = (AYB)z.

1.7 Solutions extrémales et points fixes

Cette section synthétise les résultats proposés par Kumar e{ Garg [Kumar and Garg, 1995]. lIs se sont
intéresseés a la recherche des solutions extrémales d'inégalité de la forme :

II(u) < ®(u). (1.28)

lls ont notament montré, moyennant quelques hypothéses, que la solution peut étre obtenue en calcu-
lant le point fixe d’'une fonction déduite de ce systéme. Les résultats importants sont réesumés par les
théorémes suivants.

Théoréme 1.92.[Kumar and Garg, 1995] SoitX’, <) un treillis complet efl : X — X une fonction
isotone. Soiyy = {x € X|II(x) = =} 'ensemble des points fixes e Alors :

1. NyeY et A y=A\{z e X|l(z) < z}.
yey yey

2.V yeldet\ y=V{zreXz=<I(x)}.

yey yey

Démonstration.On montre le point, la preuve du second est analogue.
On définitZ = {x € X | II(x) < «}. Il suffit donc de montrer que\ z € Yetque A y= A =z.

z€EZ yey z€EZ
Premierement, on montre quE A z) < A =z. Par définition, on a/\ z <X zVz € Z. Par isotonie
z2EZ z2EZ z€Z
deIl, on obtientlI( A\ z) < II(z) Vz € Z. Puisquevz € Z,II(z) < zonall( A 2) X A 2=z
z2€Z z2€Z z2€EZ

Vz e Z.
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Deuxiéement, on montre qug\ z < II( A z). Du point précédentonH( A\ z2) < A =z. Par

z€Z z€Z z€EZ zEZ
isotonie on obtienfI(II( A\ z)) < II( A =) donc, par définition de, on all( A\ z) € Z, alors,
zEZ zEZ z€Z

N z=T( A 2).
zEZ zEZ

Enrésuméep ze ).

z€EZ
Montrons maintenant qug\ z = A .
zEZ yey

Par définition, nous avong C Z. Par conséquenf\ y € Z.Donc A\ y = A =z.Parailleurs, A\ y

yey yey ZEZ yey
est, par définition, le plus petit point fixe dE et puisque dans la premiére partie de la démonstration

nous avons montré qué\ z est un point fixe doncA y < A =z.

z€EZ yey zEZ
EnrésuméA\ z= A v. O
zEZ yey

Remarque 1.93.Le théoréme précédent montre qu’une fonction isotone sur un treillis complet admet
un plus grand point fixe et un plus petit point fixe, et ces derniers correspondent respectivement a la plus
petite solution ddx € X|II(x) < x} et la plus grande solution dgr € X|z < TI(x)}.

Théoreme 1.94.[Kumar and Garg, 1995] SoitX, <) un treillis complet el : X — X une fonction.
Soity = {zx € X|lI(x) = =} 'ensemble des points fixes He

1. SiIlI est semi continue inférieure, alory, y = II*( A\ x).

yey reX
2. SiII est semi continue supérieure, alokg y = IL.( \/ x).
yey reX

IT* etIl, sont définies comme suit :

Vo € X 1I"(z) = By Hf(m),
Vo € X1 u(x) = Ao ().

I1° est la fonction identité, et pour chaque- 0, IT* ! = IT o IT%.

Démonstration.Nous prouvons le poirit, la preuve du second est identique. D’aprés les remafques 1.27
et[1.31, si la fonctiordI est semi-continue inférieure alors elle est isotone. On déduit du thépréme 1.92

que A v € Y. En suite, on montre qugl’( /A z), i > 0} est une suite décroissante. Par définition de
yey reX

I1° et deX’, on a

(A )= A\ 2 T( A 2)=II'"( A\ ).

zeX zeX rzeX rzeX

D’ou par isotonie dél, Vi > 0, IT)( A z) < T A 2).
zeX zeX
Il reste & prouver quE*( A =z) estun point fixe. Ceci est déduit des égalités suivantes :
zeX
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O A 7)) = H(@enIl'( A @)

reX reX

la deuxieme égalité est conséquence de la sup-semi contindiféldejuatrieme égalité est déduite du
fait queIll®( A =)= A = <II( A\ x) pour touti > 1.

reX reX reX
Il reste & montrer qu'il s’agit du plus petit point fixe, c’est a dire diig A\ z) < y Vy € Y. Soit
TEX
y € ), par définitionde A\ zona A z < y,l'isotonie dell induit :
zeX zeX
Wiz 0 (A 2) <IT(y) =y,

reX

la derniére égalité provient du fait qgeest un point fixe. On conclut qué*( A\ z) <y Vy € Y et
reX
doncqudl*( A z)= A v. O
rzeX yey

Théoréme 1.95.Considérons le systeme d'inégalifés 1.28 défini sur un treillis confdlet), soit
U ={ue|lI(u) = ®(u)}

I'ensemble des solutions du systéme|1.28.
SiIl est une application résiduable etest une application isotone, alors on peut considérer la fonction
U définie par

T (u) = IT¥ o ®(u), et 'ensemble de ses points fiXés= {u € U|V(u) = u}
alors

\/U1 EUl,VUEUetVUlz\/U.

Démonstration.Notons tout d’abord que la fonctidi est résiduable, la définitign 1J66 donne directe-
ment :

(u) < ®(u) & u < THD(u) = U(u),
soit
uelU; < u=Y(u)

Les fonctionsIT et  sont isotones, donc, la fonctioh est isotone. Donc, d’aprés le théoréme [L.92
VUeUet\) U=V {uecl|u=¥u)}. Commeu < ¥(u) < u e U, nous avony/ U =\/ U;
et\/ Uy € U;.

O
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Remarque 1.96.Sous les conditions citées dans le théorfme] 1.95, la fonétiest isotone. Dans un
treillis complet, I'isotonie garantit I'existence d’un plus grand et d'un plus petit point fixe (voir théoréme
[1.92). Quandl et & satisfont ces conditions, la plus grande solutior] de1.28 existe et correspond au
plus grand point fixe d&.

Le théoréme qui suit utilise la fonctioh pour calculer la solution extréme [de 1].28.

Théoréme 1.97.Considérons I'inégalité 1.28 définie sur le treillis complét, <) et 'ensembld/ =
{u € U|u = ¥(u)} contenant toutes les solutions de ce systéme .
Si la fonctionII est résiduable et la fonctiof est isotone. Considérons le calcul itératif suivant :
® Uy = \/U
o upiq = U(ug)
Sity+1 = uy pourm € Nalorsu, =\/U.

Démonstration.Tout d’abord, on déduit du théorefne 1.95 que la plus grande solution de l'ing¢galité 1.28,
\/ U, existe. Dans un premier temps, on va montrer qug,s€ U alorsu,, est une solution de I'inégalité
[1.2§. Puisquex,, 11 = ty, 0N a¥ () = U, donCu, € U.

Dans un deuxiéme temps, on montre que pour une solutieirueY (z) = z, on az =< u,,. On utilisera

des inductions pour montrer que pour teus> 0, z < u,,. Sim = 0, alorsu,, =\/ 4 =/ U, donc

z X uy, =V U =\ U.Supposons maintenant que< w,, pour unm > 0. On a¥ isotone donc

U(2) XU (Up) = Ump1 = Uy Orz K ¥(z)doncz X U(z) < U(up,) = Up,. O

Corollaire 1.98. Considérons I'inégalitg 1.28 définie sur un treillis complat, <); soit U 'ensemble
des solutions de 1.28 @t une fonction définie comme indiquée dans le théofémeé 1.95. Si la foliction
est résiduable et la fonctioh est dualement résiduable, aloysU; = (¥).(\ X).

Démonstration.La composition de fonctions semi-continues supérieurs est semi-continue supérieure.
Donc le résultat est une application direct du théoremg 1.94. O

Proposition 1.99. Si ¥ est une application isotone et3i, tel queu = ¥(u) avecu # ¢ alors I'algo-
rithme du théoremie 1.95 converge vers le plus grand point fixe et ce dernier est différent de

Démonstration.PuisqueV est isotoney,, est une suite décroissante. De plusisi# ¢ tel queu =

U (u), alorsu < u, V n € N. Nous rappelons qu’une suite décroissante minorée converge. Donc, sous
les conditions du théorénme 1]95 I'algorithme converge vers une valeur différeatetdm s’appuyant

sur le théorémke 1.95 cette valeur est donnée par le plus grand point fixe de O

1.7.1 Equations implicites linéaires dans les dioides

Dans cette partie on s'intéresse a la résolution d’inéquations implicites qui sont des cas particuliers
de la section précédente et qui sont de la forme :
x = I(z)®b (1.29)
x = I(z)Ab. (1.30)
Théoréme 1.100.Soient(D, @, ®) etll : D — D une application semi-continue inférieurement (cf.
définition 1.3D). La plus petite solution de I'équatipn (1.29).est I1*(b), ou
I° =ldp, [I"=Iollo...oIl et II*= P =Idpo P o+t
S——_——

n fois neN neN

De plus,z = II*(b) réalise I'égalité dans: = II(x) @ b.
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Démonstration.C’est une application directe des théoréies|1.94 et 1.92. En effet la plus petite solution
dex = II(z) @ b est égale au plus petit point fixe géz) avecf(z) = II(x) @ b, c’est aussi le plus
petit point fixe dd1 pourz = b et puisque I'applicatioll est semi-continue inférieurement donc la plus

petite solution est donnée par= 11" ( A\ z) = IT*(b). O
z>b

Corollaire 1.101. SoitD un dioide complet; dil = L,, D — D, alors I'’équation implicite
rT=axrdb (2.31)
admetr = a*b = EB,QO a*b comme plus petite solution.

Théoreme 1.102.SoientD un dioide complet i : D — D une application semi-continue supérieure-
ment. La plus grande solution de (1}30) est IL,(b) avec

H* — /\ Hn.
neN
Démonstration.C’est une application directe des théoremes|1.p4 ef 1.92. En effet la plus grande solution
dex < II(x) A b est égale au plus grand point fixe fler) avecf(x) = II(z) A b, C’est aussi le plus
grand point fixe ddT pourx =< b et puisque I'applicatiodll est semi-continue supérieurement donc la

plus grande solution est donnée pa& I1.( \/ x) = IL.(b).
z=<b

O]

Corollaire 1.103. Soit I'applicationII = L% : z — ayz, D — D définie sur un dioide complet. Alors,
I'équation
r = ayxz Ab

admetr = I1,.(b) = a™yb = [@ a"] §b comme plus grande solution.

1.7.2 Fermetures résiduables sur les dioides complets

Notation 1.104 (Etoile de Kleene).Soit D un dioide complet. L'application étoile de Kleene, définie
surD, sera noté&C par la suite,

K: D — D
r — 2t =@ 2k
k>0
On utilisera également une notation particuliere pour I'application "plus" dérivée de I'étoile
P: D — D
r — a2t =@ 2k

k>1

Les applicationsC et P sont isotones (par composition d’applications isotones)*et= e © a™ ou
a™ = a ® a*. De plus les application& et P sont des fermetures ; en effet, = a et (a*)* = a*; de
mémen™ = aet(a™)T =at.
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Remarque 1.105.L'application K : « — z* deD — D n’est pas résiduable ; en effet, elle ne vérifie pas
la condition de semi-continuité inférieure du théorédme|1.87. Pour illustrer cette remarque, considérons

les matrices suivantes
(e 1 ot b= (€ -1
=1 ¢ T\l e

wonr=(7 D) reor=(4 e )= 0)

on remarque que pour ces deux valeurs la condition de semi-continuité inférieure n’est pas vérifiée. Cela
signifie que I'équatioriC(x) = b n'a pas de solutior/b € D. Malgré tout, il existe une restriction
résiduable de I'applicatiorC, la proposition suivante précise cette notion.

alors

Proposition 1.106. [Lhommeau, 2004] Soit I'applicatioiC : D — D,z +— z* définie sur un dioide
complet. L'application,x| K est résiduable et sa résiduée est

(|m/<|/C)ti = Iimk,
oU I)mx est I'injection canonique den/C dansD.
Démonstration.|l s’agit d’'une application directe de la propositjon 1.85. O

Remarque 1.107.0n peut déduire de la proposition précédente 11106, que o* est la plus grande
solution de l'inéquation:* < a*. En fait cette plus grande solution satisfait I'égalité = a*.
1.7.3 Complément sur I'étoile de Kleene

Les applicationsC et P (cf. notatior] 1.10¥) vérifient les relations suivantes (voir [Gaubert,|[1992] et
[Cottenceau, 1999]).

Théoreme 1.108.SoitD un dioide completva, b € D

at < af (1.32)
(a*)" = a* (1.33)
(a™)* = a* (1.34)

a(ba)* = (ab)*a (1.35)
(a®b)* = (a'b)*a* =b"(ab")* = (a®b)*a" =0 (a ® b)* (1.36)
a*a* = a* (1.37)
(@)t = a* (1.38)
(at)t = af (1.39)
(ab*)t = a(a®b)* (1.40)
(ab*)* = e®@ala®b)* (1.41)
En outre, lorsquéD est commutatif
(a®b)* =a™b". (1.42)

Démonstration.
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ar définitiona* = ¢ ® at = a* = eeta* = a™.
p

(L.33) par définition de I'étoile de Kleenéa™)* = D @ (a*) = B Dot = @ ol =a*,

k>0 1>0 k>01>0 j=k+1>0
(L:33) par définition deP, a < a™ = a* < (a)*, (isotonie dekK). D'aprés [1.3R)a™ < a* =

(a)* =< (a*)* = a* (par [1.3B)). On en déduit que < (at)* < (a*)* = a* d’'ou I'égalité.
(1.35) (ab)*a = (e®ab® abab®...)a = (a B aba @ ababa®...) = ale ®ba D baba® . ..) = a(ba)*.
(1.36) d’aprés le corollairg 1.101, sont équivalents :

r = (a®b)*

xr = (adbxde=ardbrde

r = a'bxda*

r = (a*b)*a*_( *b)* * *—(a@b)*a*

De méme pour l'autre égalité,= (a®b)* = ax®brPe = b*ax®b* = b*(ab*)* = b*b*(ab*)* =
b*(a @ b)*.
(L.37) d’aprés|(1.3p) et en raison de 'idempotencetde* = (a®a)* = (a*a)*a* = (a™)*a* = a*a*
(par (T34)).
(L:38) par définition deP, a™ = aa*, donc(a*)* = a*(a*)* = a*a* = a* (par(1.33) et (1.37)).
(L:39) par définitiona™ = aa*, alors(a™)* = a+(a+)* =ata* = aa*a* = aa* = a™ (par(1.37)).
(T4Q) (ab*)* = ab*(ab*)* = a (b*(ab*)*) = a(a @ b)* (par(1.36)).
(T473) (ab*)* = e ® (ab*)" = e ® a(a ® b)* (par{l.40).
(T.42) Si D est commutatif on a pour > 1, (a*b)* = (a*)" b* = a*b* (par(1.35)). D'oli (a & b)* =
(a*b)*a* = (e ® @ a*b¥)a* = a* © P a*b* = a*(e ® P VF) = a*b*.
k>1 k>1 k>1
O

Les résultats énoncés par le théoréme 1.108 sont vérifiés pour tout dioide complet, y compris ma-
triciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat suivant permettant de calculer I'étoile d’une
matrice décomposée en 4 blocs.

Théoréme 1.109.Soit A € D™*™ partitionnée en quatre blocs

A _ ailr a2
a1 a2
La matrice A* s’écrit alors

ai; ® ajjaiz(aziaf arz ® age)*azial; ajjarz(agialiarz ® az)*
(ag1a3 a12 ® ag2)*aziai; (az21a7,a12 ® a)*

Démonstration.On renvoie le lecteur & [Cohen et al., 1989] bu [Baccelli et al., 1992] pour ce résultat.
O

Théoreme 1.110 ([Cohen et al., 1991])SoientD un dioide complet el € DP*™ une matrice. Alors
AR A est une matrice dar®™*" vérifiant

ARA = (AyA)*. (1.43)
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Démonstration.D’apres(f.2), AyA > E, ou E est la matrice identité d®”*". D’autre part, d’apres
(f.3), A = A(A}A) doncAYA = AR(A(ARA)). Or d'aprégf.8), Ay(A(ARA)) = ARA® AYA. On peut
donc établir I'encadrement suivant

E =< (AyA)? < ARA,
de méme pour tout > 1, F < (AYA)" < A§A. Par sommation on obtient dofdy A)* = AYA. En
posantAy A = B avecB € D™*™ une matrice, une autre facon d’interpréter ce résultat est de dire que

I'applicationz — Bzx est une fermeture. O

Propriétés 1.111.[Baccelli et al., 1992] Soit:, a deux éléments d’un dioide

a'ke = a*y(a"z) wfa” = (rfa”)fa”

a*r = a*}(a*z)  za* = (za*)fa*
a*yx = a*(a*§yx) xfa* = (xfa*)a*
a*ya* = a* a*da* = a*

Lemme 1.112.Soit A, B deux matrices d'un dioid®™*" alors
A* = B* & A*B* = B*A* = B} A* = A*B* = A*.

Démonstration.Tout d’abord, on prouve qué* = B* & A*B* = A*.

Par définition de I'étoile de KleenB* = ¢ = A*B* = A*.

De plus, siA* = B* alorsA*A* = A*B*, doncA* = A*B*.

Inversemend* = A*B* = A* = B* carA*B* = B*.

Par conséqueny}* = B* < A*B* = A*.

Le méme raisonnement conduitdd = B* & B*A* = A*.

Troisiément, on prouve qué* = B* < B*{A* = A*.

Par définition de I'étoile de KleenB* - e doncB*§A* < A*.

De plus, siA* = B* alorsB*§A* = A*{A* = A* (applicationz — z}a est antitone et*§a* = a*
voir propriétd 1.111).

Par conséquent, si* = B* alorsB*yA* = A*.

Inversement, sB*§yA* = A* alors B*(B*§A*) = B*A* et commeB*(B*{A*) < A* (voir théoréme
[1.67) etB*A* = A* (carB* = ¢),0n a

B*{A* = A* = B*(B*§A*) = B*A* = A* & A* > B* (grace au point précédert* - B* &
B*A* = A*).

Par conséquent}* = B* < B*{A* = A*.

Le quatrieme point A* = B* < A*¢B* = A* se prouve de maniéere identique.

1.8 Résiduation duale

Dans cette partie la résiduation duale d’applications particulieres est considérée. La résiduation duale
permet de s'intéresser aux solutions d'inégalités de type

I(z) = b, b€ D,
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oull : C — D est une application définie sur des ensembles ordonnés.

Alors que la théorie de la résiduation (secfior] 1.6) permet de caractériser la plus grande sous solution
d’équation du typdI(z) = b, la résiduation duale permet d’en caratériser la plus petite sur-solution.
Nous donnons, également, les conditions d’existence de la résiduations duale et quelques propriétés qui
seront utilisées dans la suite pour calculer la commande des graphes d’événements P-temporels.

Théoreme 1.113.[Baccelli et al., 1992] Soifl une application isotone définie d'un dioide comphet
vers un dioide complét. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1 Pour toutdb € C, il existe une plus petite solution a I'équatidi{z) = b.
2 II(T) =T etll ests.c.s.
3 Il existe une applicatiofil’ deC versD qui est isotone et s.c.i tel que :
oI’ > I. (identité deC);
II’ o IT < Ip (identité deD).

Par conséquent]” est unique. Quand ces propriétés sont satisfaites, I'applicdli@st dite duale-
ment résiduable I’ est la résiduée duale.

Exemple 1.114.Un exemple intéressant est donné par I'applicafibnz — (x, z) définie d'un dioide
completD versD?. Cette application est a la fois résiduable et dualement résiduable et il est facile de
vérifier quell(z,y) = z Ay etIl(z,y) = = ® v.

Théoreme 1.115.SoitII une application dualement résiduable d’un ensemble orddhwérs un en-
semble ordonné, alors

HollPoll =11
I’ olloll’ =11

et on a les équivalences suivantes :

I’ o II = Ip < Il injective< II” surjective ;
IIo I’ = I; < II” injective< I surjective .

Démonstration.Tout d’abord on a :
Holl’ oIl = (Il o IP”) o IT > I,
qui est un résultat direct du théoréme 1]113. De plus, on a:
Holl’ oIl =ITo (I o IT) < 1I,

d’'oul I'égalité. La preuve de la deuxiéme équation est similaire & la premiére, on rappell€ gsé
isotone.

Toisiément, on prouve quél{ o IT = Idp = II” est surjective).

Vz € D,IP o II(z) = z implique D = ImII’, c.-a-d.II” est surjective.

Quatriément, on prouve qul{o IT = Idp <« II” est surjective).

Inversement, sil” est surjective, pour tout € D, il existeb ¢ C tel queHb(b) = ¢, doncII’ o II(z) =
I’ o I o II°(b) = IT°(b) =  (application du deuxieéme point).

Maintenant, on prouve quél{ o IT = Idp = II est injective).

(x) =1I(z') = = = I’ o II(x) = I’ o II(2') = 2/, donclI est injective.
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Il reste & montrer qudl’ o IT = Idp <« II est injective)].
Si1I est injective, pour tout € D I'égalité suivantdl o (II” o II(z)) = II(z) impliqueIl’ o II(z) = .
Preuve semblable pour le quatrieme point. O

Proposition 1.116.SiIl : D — C et® : C — B sont deux applications dualement résiduables, alors
® o II est aussi une application dualement résiduable et

(®oII)’ =" 0 B

Démonstration.On rappelle que la semi-continuité est préservée par la composition d’applications semi-
continues, donc la propriété de résiduée duale reste vraie aussi pour la composition d’applications dua-
lement résiduables.

Alors I'applicationII’ o ®" est isotone et s.c.i. Finalement,

@oHpoofI)b:Q)o(Hpo)o@bi@o@biflg,
MPododoll=1I"0 (P 0®) oIl <IP oIl < Ip.

En se basant sur 'unicité de la résiduée duale, on conclut que la propriété est vraie. O

Proposition 1.117. SoitIT et & deux applications dualement résiduables d’'un ensemble ordénhné
(dans lequel I'opération\ existe) vers lui méme, aloi$ A ® est dualement résiduable et

(ITA D) =11 @ &’

Démonstration.Premiérement, il est clair que I'inf de deux applications dualement résiduables est une
application dualement résiduable (la semi-continuité superieur est préservée par I'op€xratiamte-
nant, on considére la compositibn= ¥3 o ¥y o ¥4 des trois applications suivantes :

Uy :D — D2 2 (z,2),
Uy : D* — D, (z,y) — (L(x), 2(y)),
U3:D? - D, (x,y) —xAy.

Ona:
I':D—D,z— (IIAD)(x).

Alors,

W . D? — D, (z,y) — = &y (voir Exempld 1.114),
U D? — D2, (z,y) — (I (x), D (y)) (triviale),
U3 D — D2,z (z,z),

il suffit donc de calculeF” en utilisant la propositiop 1.116 deux fois pour prouver le résultat. [

Proposition 1.118. SiII et ® sont deux applications dualement résiduables d’un ensemble orddnné
(dans lequel I'opération\ existe) vers lui méme etdil © ®) est dualement résiduable, alors :

Mo d) <1 AP,
Démonstration.Premiérement, on suppose que I'applicatibin® ®) est dualement residuable. Alors,

I@d)o(IPAD)=TT@d) oIl ® (11D D)o PP,
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et puisqugIl & @) est supposée étre dualement résiduable et donc semi-continue inférieure, le terme a
droite est plus grand que o " qui est lui méme plus grand que ; le dernier terme est lui plus grand
quell o II’ qui est plus grand qu&y. Ceci suffit & prouver la proposition. O

Proposition 1.119.0n considére les applications suivantds,:®, ¥ et© qui sont définies de 'ensemble
ordonnéD vers lui méme. 91 et © sont dualement résiduables, alors :

Mo®>VoO < doB =10 0. (1.44)
Comme corollaire, on a :
=006 -1, (1.45)
II<IpsIl = Ip, (1.46)
et
Il = Ip < I < Ip. (1.47)

Démonstration.Sillo ® > ¥ o, alors(II” o II) o ® 0 ©” > I’ 0 ¥ 0 (O 0 ©), en utilisant le théoréme
ceci implique qué o ©” = II’ o ¥ . Alors la preuve de I’equati5 est triviale. Pour prouver
[1.46 e{1.4], nous utilisons le fait que I'applicatifn est dualement résiduable et qu’elle est sa propre
résiduée duale. O

1.8.1 Cas particulier

Dans cette section on s'intéresse a l'inversion d’'une application particuliére qui nous permettera
notamment de modéliser les contraintes lors de la modélisation de graphe d’événement P-temporel.

Définition 1.120. Soit A € DP*" et B € D"*? deux matrices, une nouvelle multiplication, notégest
définie comme suit :

(A ® B)ij = /\ A ® Bkj-
k=1

Avec les conventions suivantes :
Aip ©Byj = A, @ Brj,x© T =TOx=Tetenparticuiee 0 T =T ©e=T.
Notation 1.121. Le produit a droiteA © = sera notd" 4 et le produit a gauche © A sera notée\ 4.

Définition 1.122. Un élémentz admet un inverse a gauche (left inverse) (resp. un inverse a droite) si il
existe un élémerit (resp.c) tel queb ® a = e (resp.a ® ¢ = e).
Lemme 1.123.[Baccelli et al., 1992] Sk admet un inverse a gauclest un inverse a droite, alors :

e b = cetcetinverse unique est naté’;

e de plusyvz,y, a(x A y) = ax A ay.

L'égalité est vraie pour la multiplication a droite par, et elle I'est aussi pour la multiplication a droite
et a gauche paa~!.
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Démonstration.On a d'abord = b(ac) = (ba)c = ¢, ce qui prouve l'unicité de I'inverse a droite et a
gauche. Alorsyz, y, on définit etn de la maniére suivanté & ax, n = ay), ce qui est équivalent a :
(x=a"'¢y=a"1n).Onaalorsé A\n = aa 1 (6An) < ala e ANa"1n] = alxAy] < axNay = EAn.
Donc,

alx Ny) = ax A ay.

O]

Proposition 1.124. SoientA € DP*™ une matrice etY un ensemble d’éléments @&*?, si chaque
élémentd;;, admet un inverse alors I'applicatiofy : z — A ® x est semi continue supérieure, on a:

Fa( A z)= A Ta(x)

zeX rEX
Démonstration.Soit X un ensemble d’éléments d¥**1.

Fa(Az) = AO(Ax)

zeX n reX
TaC A 2))i = k/z\lAik: ® (N Tkj)-

zeX zeX

Puisque chaque élémenf;, admet un inverse, en utilisant le lemme 1]123, on a:

n

TaCAz)iy; = AN N (Aix @ p5)

zekX k=lxeX

alors

Fa( A x)= A Ta(z)

TEX zeX

O]

Corollaire 1.125 (Associativité). SoientA € DP*"" B € D"*? deux matrices e une matrice de
D=7 sil'applicationT" 4 : Y — A ® Y est semi continue supérieure, alorson a:

La(Tp(X)) =Taes(X).
Deplussil's : X — B® X est semi continue supérieure aldrg. z(X) est semi continue supérieure.

Démonstration.soit X une matrice d®?*", on a :
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A(Tp(X)) = A0 (BoX)
La(TB(X))i; = (Aik®(l{\13kl®le))

>s>s

q
(A Air ® (B ® Xy5) ) (lapplicationT' 4 : Y — A ©'Y est semi continue supérieure)

k=1 =1
q

= (A (Air ® By) ® X;; ) (par associativité de la lob)
1i=1

(( A\ Aix ® Byy) ® X;;) (par commuativité de la loh)
k=1

= lé\l((A ® B)a ® Xij)
= (A®B)oX

— FA@B(X).
Le deuxiéme point est déduit du fait que la composition d'applications semi-continue supérieures est une
application semi-continue supérieure. O

3

e
Il

I
T

<l
—

Remarque 1.126.SoitD;,, I'ensemble des éléments du dio#deui admettent des inversé®” <", ©)
est un monoide.

e © est une loi de composition interne (setb admettent des inverses alors le produitadmet
un inverse et il est donné par'e~!) associative.

e L'élément neutre est donné paf = e (dans le cas matriciedzgz? =cet e?j = T pouri # j).
De plus,T I'élément neutre de est absorbant pour la lab.

Corollaire 1.127. SoitA € D" et X € D"*" deux matrices, si chaque élément4dladmet un inverse
alors l'applicationI" 4 : z — A ® z est dualement résiduable et sa résiduée duale est donné@ par :

[ ;@ Ay

avec

k=n k=n

(Axz);; = l@lz‘lm\%j = l@lA;;l ® Tk
et en respectant les régles suivantes :
Tex =¢,chx =T etere =¢.

Remarque 1.128.1l est important de noter aussi que :

a > b= axx < byx.
De plus, sib admet un inverse alors :

(a®c)=(bya)@c(i.e.,.b'®(a®c)=(b"'®a)®:c).

Dans la suite, nous donnons un tableau qui résume quelques propriétés de I'opération

2Cette notation est reprise de I'exposé intitulé "Projectiser, + semi modules” donné lors de International Workshop on
mazx, + algebra (Birmingham 2003)[Cohen et al., 2003].
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Az Dy)=axzDayy | (x@y)fa=axfaysa || (£9)
ax(z ANy) = akz Aavy | (zAy)a = zpaAyfa || (f.10)
(a®byz < avz Abye | zpla®b) <azpaAzpb | (1)

a® (avz) = @ (zfa) ®a = x (f.12)
azv(aGz) < (r@a)pa <z (f.13)

a0 (@R(aoz)=a0z | (rOa)fa)Oa=a06a || (f.14)
a(a(ake)) = ayz ((zfa)a)fa = zfa (f.15)

(a © b)xz = by(axz) 2$(b® a) = (zpa)pb | (f.16)
(aRz)$b = ax(x$b) by(zfa) = (bra)fa | (f.17)
b(akx) = (agb)ka (zfa)b =< zf(bfa) (f.18)
(axz) ©b=ay(z ®b) | b® (zfa) = (bOx)fa | (f.19)

Démonstration.Les formules (f.9) et (f.10) sont la conséquence du fait]fﬁjest s.c.i et isotone

(voir théorém¢ 1.113).

(f.11) est une conséquence de la proposftion 7.118.

(f.12) et (f.13) sont les conséquences du théoféme 1.113.

Le théorémé 1.115 implique (f.14) et (f.15).

Pour la formule (f.16), premiérement, par associativité de I'opération a :

Iy o'y = T'yep (voir corollaire] 1.12p),

et deuxiemement, en appliquant la proposifion 1.116 on obtient le résultat.
On définit la multiplication a droitéh comme suit :

Apy:x2— 20,

par I'associativité de> on obtient :

FaolAy=AyoTly,
puis, en utilisant la propositidn 1.1]16, on obtient la formule (17).

La preuve de la formule (f.18) utilise essentiellement (f.12) en deux fois :
r=<a® (avr) < (agh) © b © (arx)

par conséquerfugb)sz < (agb)y((agb) © b(ayz)). Donc (f.13) donne le résultat.

(1.48)

Finalement, pour obtenir (f.19), on applique I'équafion [1.45 d¥ee © =T, etd = ¥ = A,

puis on utilise I'équatiof 1.48.
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O]

Proposition 1.129. Soit trois matricesA € D™"*?, X € DP*? et B € D"*". Si chaque éléemens;;
admet un inverse alors on a :

By(A® X) = (BA) ® X. (1.49)
Démonstration.(By(A ® X));; = légBh-\(A ® X)ij
=1

= D B (D A ® X))
=1 k=1
l=nk=p

= ﬁ}lk@lBﬁ\(Alk ® Xij) puisqueF?B est semi-continue inférieure
k=pl=n

= @ @ B,;' ® (A ® Xi;) puisqueBy; admet un inverse
k=11=1
k=pl=n

— k@ l@ (B;;' ® Aj) ® Xy, par associativité de la lob
=1l=1
k=pl=n

= D P (BurAw) ® Xy
=11=1

k=p
= ;CEB(B\AM ® Xij = ((BRA) ® X);. O

Dans ce qui suit nous considérons une structure algébrique particuliere appelée groupe reticulé
[Baccelli et al., 1992[[Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964].

Définition 1.130 (Groupe réticulé). Un groupe réticul&; est a la fois un groupe et un treillis. La mul-
tiplication est isotone, eton a :

e La multiplication est distributive par rapport a la borne supérieure et a la borne inférieure.
o Le treillis est distributif (c.-a-d. , les bornes supérieures et inférieures sont distributives I'une par
rapport a I'autre).

Théoreme 1.131.[Baccelli et al., 1992] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un treillis soit
distributif est la suivante :

aNc=bAc
Ya,b, dc: et =a=0>0.
a®c=bDc

Dans [Dubreil and Dubreil-Jacotin, 1964] les auteurs ont prouvé qué st un groupe réticulé
alors on a les formules suivantes :

(anb)t=at@b7t,
(a@b)t=atAbt
aNb=a(a®b)1b,

qui rappellent les lois de De Morgan dans l'algébre de Boole, et aussi la formule suivante, b) =
—max(—a, —b).
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Proposition 1.132. SoitG un groupe réticuléq etb des éléments dg alors
Lo ATy =Tonp
ce qui veut dire que pour touton a :
ax Nbr = (a Ab)z.
Démonstration.Premiérement, en utilisant le lemine 1.1123, on a
(a ANb)x = ax A bz.
Deuxiément, puisque etb sont des éléments deen appliquant le théoréme 1.131 on obtient
(anb)t=at@bt,

alors,

ar ANbr = (aAb)[(a @b ) (az Abr)]
& axAbr = (aAb)(zAatbr)® (b lar Az))
& arANbr =< (aAb)z

ce gui nous donne
ax Nbz = (a A b)z.

O]

Proposition 1.133. SoitG un groupe réticule A, B € DP*™ deux matrices dont tous les éléments sont
dansg et X € D"*? alors :

(AN B)RX = (AX) @ (BYX).
Démonstration.Le résultat est une application directe de la proposjition 1.117 puiégueB;; € G. [

Définition 1.134 (Etoile duale). Soit D un dioide. L'application étoile duale, définie sDr sera notée
Ka,

D — D

Ki: 2 — gz, = A 2% avecz®F = z © ¢! et2®0 = €@,
E>0

On utilisera également une notation particuliere pour I'application "plus duale" dérivée de I'étoile duale

D — D

Pa: z — xp= N\ ax®F
k>1

Les applicationsC, et P, sont isotones (par composition d’applications isotones). et ¢ A a, ou
ar = a® a,. Deplus(a). = ax et(at)+ = ay.
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1.8.2 Reésiduation duale et contrainte

La proposition suivante concerne la résiduation duale de I'injection canonique. La démarche est
analogue aux résultats proposés au paragfaphe 1.6.3.1.

Proposition 1.135. SoientS un treillis complet (cf. définition 1.18) éf un sous-treillis complet d&
contenant le plus grand élémeng de S. L'injection canoniquey : U — S est dualement résiduable.
L'application résiduée dualé*’U vérifie les propriétés suivantes :

(i) I}, estun projecteur c.-a-dy, o I}, = I,

(i) It = Ids

(i1i) we U <= I} (u) = u.

Démonstration.Vérifions d'abord qud;; est une application dualement résiduable. D’'une part, comme
Ts € U,on aly(Ts) = Ts. Dautre part,U étant un sous-treillis complet, on g ( A x) =

zeX
N\ Iu(z), pour toutX C U. Par conséquent l'injection canoniqiig : U — S est dualement rési-

duable (cf. théorénfa Tp9).
(i) ;o Ity = (Iy o Iy)’ = I} (carIy o Iy = Iy)
(i1) Ity = Iy o It = Ids
(iii) siu € U, alorsu = Iy(u), doncI}(u) = I}, o Iy(u) =< u. En outre d’aprégii), It (u) =
Iy o I} (u) = u, d'olu € U = I}(u) = u. La réciproque estimmédiate.
O

D’aprés la propositiof 1.185, on sait que I'injection canonique d’un sous-treillis dans un treillis est
dualement résiduable, la proposition suivante donne un élément de réponse au probléme de résiduation
duale et contrainte.

SoitIT une application isotone définie dedans7 des ensembles ordonnés, cela consiste a rechercher
une solution d1I(s) > ¢, ¢t € 7, non pas dans§ tout entier mais dans un sous-treillis com#et, deS
contenant le plus grand élémeng deS.

Proposition 1.136. SoientIl : S — 7 une application dualement résiduable définie sur des treillis
complets efs_,, I'injection canonique du sous-treillis comple$s,;, (contenant le plus grand élément
TsdeS)dansS. I, = ITo Is_, (s) est dualement résiduable et sa résiduée duale est donnée par

b b
(H‘Ssub) (t) = (]'_'[ o Issub) (t) = I‘bssub © Hb (t) (150)
Démonstration.Direct en considérant la propositipn 1.116. O

Proposition 1.137. SoientIl : S — 7 une application dualement résiduable définie sur des treillis
complets ef, , I'injection canonique du sous-treillis compl&t,,, dans7 (aveclmIl C 7,,, C 7). La
restriction de I'applicationlI dans un codomain@,,; (voir définitior@), notéey, , I est dualement
résiduable et

b
(1) = Wolr,, = (Hb)mub'

Démonstration.Si IT est dualement résiduable, alors pour toat 7, Hb(t) est la plus petite solution
deIl(s) = t. En particulier, pour tout € 7, C 7, il existe une plus petite solution(s) >
t. L'application 7. , T est donc, par définition, dualement résiduable. Sa résiduée (Z]ﬁsﬁjm)b est

simplement la restriction d&” au domaineZ,;, notée(Hb)mub. O
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1.9 Noyaux, images

La plupart des résultats ainsi que les notations énoncées dans cette partie sont issues des références
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997, Cohen, 1998a].
Nous rappelons tout d’abord que I'image d’une applicafitoni/ — X, est définie par

ImB ={B(u) |ueclU}.

Définition 1.138 (Noyau). Le noyau de I'application linéair€ : X — ), notéker C', est défini par la

relation d’équivalence
kerC'

x = 1 < Cx)=C). (1.51)
Cette relation définit une congruence (voir théoréme|1.75). L'ensemble quatignt: est donc I'en-
semble des classes d’équivalence modigiaC.

Remarque 1.139.Le lemmé¢ 1.75 montre que la relation d’équivale®&7)est une congruence.
Notation 1.140. La classe d'équivalence d&, ., ¢ sera notégz|c.

Théoreme 1.141.[Baccelliet al., 1992] SiC : X — ) est une application résiduable alors chaque
classe d’équivalencl]c contient un et un seul élément keC* qui, de plus, est le plus grand élément
dans cette classe.

Démonstration.SiC est résiduable, d'aprés (I]18),= CoC#oC, alorsvz € X, C(z) = C ((C* o O)(x)).

Autrement dit,
ker C'

z = CfoCl(x).
Considérons maintenant un élémeht [z]c, alorsC(z') = C(z) = CoC*oC(z); de plus le théoréme
donne o C' = Idy ; par conséquent

¥ LCtoC(al) = (C*o(CoC¥ho())(x)
= (C*oC)(x) (par [1.1B).
Donc,C* o C(z) est plus grand élément diel-. Il reste & montrer 'unicité de cet élément.(Si(y) ke
CH(y), alorsC(Ct(y)) = C(C¥(y')) etCt o C o CH(y) = CF o C o C¥(y'), soitC*(y) = CH(y') d’aprés
T.13). O

" : o L . . L ker O
Proposition 1.142.SiC : X — ) est une application résiduable alors la relation d’equwaleneéa

vérifie
Y=z kerC  kerC
ker C =

y = 2.

=

r = z

Démonstration.D’une part, comme' est résiduable, elle est isotone ; par conséquent,Siy =< z

alorsC(z) =< C(y) = C(z). D’'autre partz e, entraine’(z) = C(z); doncC(x) = C(y) = C(z),

. kerC kerC
doliz = y = 2. O
Remarque 1.143.Dans [Blyth and Janowitz, 1972], les auteurs qualifient de convexes les classes d'équi-
valence vérifiant la proposition précédente.
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Les deux théoréme qui suivent sont énoncées sans preuve, le lecteur intéressé pourra se reporter a
[Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997].

Théoréme 1.144.Soient les application® : 4 — X etS : Q — X, ou S est une application
résiduable, alors sont équivalents :
(7) ImB C ImS ;
(il) B=SoS*oB ;
(7i7) il existe une applicatior. : i/ — Q telle queB = S o L.
Théoreme 1.145.Soient les application§' : X — Y etF : X — U, alors sont équivalents :
(1) kerC' C ker F'
(iil) F=FoCfoC
(7i7) il existe une applicatior : Y — U telle queF = H o C.
Proposition 1.146. SoitA, B deux éléments d’un semi anneau idempdadizators

ImA CImB & A € ImB.

Démonstration.Dans un premier tempgnA C ImB = V X € ImA, X est dandmB en particulier
pourX = A, doncA € ImB. Dans un second temps,4ic ImB alors3Y tel queA = BY et pour tous
X €lmA, 37 tel queX = AZ donc, il exsiteX, Z tel queX = BY Z qui estun élémentdenB. [J

Corollaire 1.147. Soit A, B deux éléments d’'un dioide alors
ImA* C ImB* & A* = B*.

Démonstration.En utilisant la propositiop I.146, on obtient
ImA* C ImB* & A* € ImB*

& A* = B*(B*{A*) (voir théoremé 1.144)

& A* = B*{A* (voir propriétd 1.1111)

& B* < A* (voir lemmeg 1.11P). O

1.10 Projecteurs

Dans [Cohen et al., 1995, Cohen et al., 1997], les auteurs définissent trois types de projection, les
projections dans I'image d’'une application, les projections parallélement au noyau d'une application et
les projections dans I'image d’une application parallélement au noyau d’une autre application.

1.10.1 Projection dans I'image d’une application

Proposition 1.148 (Projection dans I'image d’'une application).SoientB : &/ — X une application
résiduable (respectivement dualement résiduable) et un élément. Le plus grand élément (respecti-
vement le plus petit élément) € Im B plus petit quer (respectivement plus grand qu@est donné par
Bo BY(z) (respectivemenB o B’ (z)). En d’autres termed]z = Bo B? (respectivemeril’y; = Bo B
est un projecteur dans I'image de.

Démonstration.Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans [Cohen et al., 1996].]
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Propriétés 1.149.Si B : U — X est une application résiduable, alors
ImIlp = ImB.

Dualement siB : Y — X est une application dualement résiduable, alors
ImIl’; = ImB.

Démonstration.D'aprés [T.IB),B = (B o B*) o B, alorsimB C Im (B o B*). Mais,Im (B o B¥) C
ImB, par conséqueiin (B o B*) = ImB. De la méme maniére on prouve dudl}; = ImB. O

1.10.2 Projection parallelement au noyau d’une application

Soit I'applicationC : X — Y, d’aprés la propositiop 1.1#1 nous savons que pouritogat X, il
existe un unique élément dajpgc N ImCE. Cet élément est donné p@f o C. Le lemme qui suit précise
les propriétés de cet élément.

Lemme 1.150 ([Cohen et al., 1996])SoitC : X — ) une application résiduable. Aloi§¢ = C* o C
vérifie les propriétés suivantes

(i) TI¢ est un projecteur, c’est-a-di® o I1¢ = I1¢ ;
(ii) CoII¢ =C.
(4ii) TI¢ = Id ;
(i)
(v)
Démonstration.les propriétégi), (ii) et (ziz) découlent directement de (1]13) [et (1.11). Les propriétés
(iv) et (v) sont données par la proposition 1.[141. O

Remarque 1.151.D’aprés les propriétés dB“ énoncées dans le lemme précédguaints(i) et (ii)),
il faut noter que le projecteuli® est une fermeture (voir définitipn 1]34).

I1¢ (z) est le seul élément équivalentanoduloker C' appartenant dmC* ;
I1¢ () est le plus grand élément dans la classe d’équivalénie ;

Propriétés 1.152.SiC : X — ) est une application résiduable, alors
ImII® = ImC*.
Démonstration.D’apres [T.IB)C* = (C* o C) o C*¥, alorsimC* C ImC* o C. Mais,ImC* o C' C ImC¥,
par conséquenmC? o C' = ImC*. O
1.10.3 Projecteurs dans I'image d’une application parallelement au noyau d’'une autre
application

SoientB : Uf — X etC : X — X deux applications. Dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al.| 1997],
les auteurs s’intéressent au probléme suivant : pourteuft’, existe-t-il uny € ImBN[z]|c ? Autrement
dit, cela revient a chercher unc X, tel que

Jueld : Cy)=C(z),
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Si I'élémenty satisfaisant ces conditions existe, et si de plus il est unique,atmgespond a la projec-
tion dex dans 'image de&B parallélement au noyau de, et le projecteur correspondant est alors donné
par

% = Bo(CoB)toC. (1.52)

Toujours dans [Cohen et al., 1996, Cohen et al., 1997], les auteurs s'intéressent au probléme de I'exis-
tence d'une telle projection, c’est-a-dire est-ce Hieo 11§ = 11 ? ce qui revient a dire quen BN [z]¢

est non vide. De méme, dans le cas ou cette projection existe, les auteurs s'intéressent au probléme de
l'unicité, en d’autres termes, ils cherchent a savoinsB N [z]- est un singleton. Nous rappelons ci-
dessous, les conditions d’existence et d’unicité de la projection.

e L'existence du projecteysour toutr est équivalente a la conditiait = C o 11§, (c’est-a-dire que
£ = Hg@:) est dans la méme classe d'équivalence gumod ker C'), ou encore a la condition
ImB =1Im(C o B).

e L'unicité du projecteurest équivalente a la conditioR = 11§, o B (c’est-a-dire que pour tout
x € ImB, celui-ci reste invariant pdi$), ou encore quier B = ker (C o B).

Dans le cas ou les applications linéaif¢et C' du projecteur 1.52 sont représentées par leur matrice,
il est également montré que si I'existence et l'unicité de la projection sont garanties, alors I'expression
(1.52) du projecteur devient :

G = (B{(CB))C =B((CBRXC).

Notons que dans le cas d'applications résiduables, méme si I'existence et I'unicité ne sont pas véri-
fiées, il est possible de donner une interprétation au proje¢teui (1.52). En effet, ce projecteur se décom-
pose en deux applications. Tout d’abord, I'élémenrt C* o C(x) est le plus grand élément dajasc.

Ce qui entraine qué = B o B¥(z) est le plus grand élément dalsB qui soit plus petit que:. Par
conséquent, nous avong¢) < C(z); dans[[Cohen et al., 1998] le terme sous-équivalent est employé
pour qualifier cet élémergt

1.11 Dioide et analyse par intervalles

L'extension de I'arithmétique classique aux intervalles permet de manipuler des grandeurs incertaines
par le biais d’'opération unique. Cette analyse par intervalles introduite par Moore [Moore, 1979] a fait
I'objet de nombreux développements ces derniéres années [Jaulin et dl., 2001]. En particulier Litvinov
[Litvinov and SobolevsKkj 2001] et Lhommead [Lhommeau, 2004] ont appliqué cette analyse dans le
contexte des semi-anneaux.

Litvinov montre que 'équation = Az @ B, ou A, B etz sont des intervalles définis sur un semi-
anneau idempotent, admet une solution calculable en un temps polynomial, contrairement a la résolu-
tion de cette méme équation définie sur des intervalles classiques, reconnue comme un pkabieme
difficile.

Lhommeau a notament montré que I'application : X — AX, ouX et A sont des intervalles, est
résiduable.

Dans cette section, la construction d'un dioide d’intervalles est rappellée puis nous complétons les
résultats de Lhommeau en considérant les résultats du parafraphe 1.8 sur la résiduation duale.
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1.11.1 Dioide de couple
Définition 1.153 (Dioide de couple)SoitD un dioide, 'ensemble des paires, z”’) tel quez’ € D et
2" € D muni des deux loi de composition intersieet ® données par les formules

(@, 2" @ (y,y") = @ ay."ey"),

(SU/, :L,/l) ® (y/7 y//) — (ﬂj, ® y/’ I,/ ® y//) : (153)

est un dioide not€ (D).
Notons également que la lei définit une relation d’ordre canonique-(p) sur le dioideC(D) :

(:Cl,x”) D (y/7y//) — (y/’y//) — (x/’x//) jC(D) (y/’y//) — =<p y/ etz <p y//‘
ou =<p est la relation d’ordre darB.

Propriétés 1.154.([]) Si le dioide (D, ®, ®) est complet, alors le dioideC(D), @, ®) est complet et
son plus grand élément est donné par, T).

Considérons maintenant les applications suivantes définies sur le didije
Ligary : (2',2") — (d,d")® (', 2")
R gy = (@',2") = (2,2") ® (d',a")
Proposition 1.155. Les applicationsl (s ) et R, . définies sur le dioide compl€t(D) sont rési-
duables.

Démonstration.Observons d’abord quB, . (€, ¢) = (d’e,a"e) = (e, ¢); de plus, comme le dioide
C(D) est complet, on a

b (@st),) = DL (s

a? (63

donc résiduable (cf. théorerpie 1.87). On vérifie avec la méme démarche que I'appliggtion, est résiduable.

pour tout{(xz,,, z;,) } de C(D). Par conséquent, I'applicatialy,. ., est semi-continue inférieurement; elle est

Notation 1.156.0n noteraLt(ia, a,,)(x’,m”) = (d,ad")}(a, 2") (resp.R‘éa, a,,)(a:',m”) = (o', 2")¢(d’,a"))
I'application residuee dé. /. (resp.R s 41))-

Définition 1.157 (DioideCqy(D)). Nous noterons paty(D) I'ensemble des couplgg’, 2”) tels que
7' < 7”. Cet ensemble est naturellement inclus d@®). En outre, il est fermé pour la somme et le
produit deC(D). En effet, pour tous coupl€s’, ") et (v, y") deCo (D) on a

@2 e . y) = @ay,7"oy") e C(D)
de plus par isotonie de,
T3 et YyY'=>Tay 7"y
autrement difz’ & y',2” @ 3”’) € Co(D). De méme, par isotonie de, on a
@2 e@.y) = @ey,2"0y") e Co(D).

De plus,Cq(D) contient I'élément neutre de la somrfie <) et du produit(e, e) de C(D). Il s’agit donc
d’un sous-dioide complet d&(D) (voir définition[1.52). L'élément maximum est donné par, T).
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Proposition 1.158. L'injection canoniquelc,py : Co(D) — C(D) est résiduable. Sa résiduee sera
notée

(ICO(D))ﬁ . C(D) — CU(D) = Png(D)‘

Démonstration.Directe, puisqué€y (D) est un sous-dioide complet ¢D). La propositiori 1.83 donne
le résultat. O

Remarque 1.159.Le calcul de cette projection est obtenu de la fagon suivante. Soit un catipt€)
C(D), la projection est égale a

Png(D) ((.CL',,I‘”)) — (I‘, A .CL‘H,ZE”) — (fl’ff”)_
ou (' A 2”,2") est le plus grand couple d€q(D) tel quez’ < 2/,7" < 2" etz’ < 7". Par

exemple, soit le coupl@2,7) de C(Zmax), la projection de ce couple darty(Zm.x) est donnée par
Pr o Zman) ((12,7)) = (12A7,7) = (7,7). De méme, notons quR ¢, (p) étant un projecteur on a

(@',7") € Co(D) <= (&',3") = Prey(p) (&', 2")).

Proposition 1.160. L'application ¢,y LG a)
donnée par

|Co(D) Co(D) — Co(D) estrésiduable. Sa résiduée est

! t
(cmL@aicym) = (o) o (Eaan) e loyo):

Démonstration.D'apres la proposition 1.179, I'applicatiafy; ) définie surC(D) est résiduable, de
plus d’aprés la définition 1.78, on a

4 t
(cn<D>\L<aaa“>\co(p)> = (co) L@ © Ioom))
= (ICU(D))ﬁ o (cu(p)\L(af,a"))ﬁ (voir proposition [(1.1}4)
= (ICU(D))ﬁ o (L(a/,a//))ﬁ o Iy (p) (voir la propositiorj 1.84)

Alors, en considérantt’,b”) € Co(D) C C(D), la plus grande solution dan€y(D) de
L an((@, 7)) = (@,@") © (@,7") < (V") estLi, ., (¥,0") = (&, ") = @, a"\¥,") =
(’d’/%{b/ A a//k{b//, ’d//k{b//) .

O

1.11.2 Dioide d’intervalles

Définition 1.161 (Intervalle). Un intervalle fermé dans un dioid, notéx = [z,Z], est 'ensemble
satisfaisant
x = {reD|z=x=T}, (1.54)

ouz,T € D (x < T) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de I'inter-
valle z.

Remarque 1.162.Un intervalle pour lequek = Z est appelé un intervalle dégénéré. Les intervalles
dégénérés permettent de représenter des éléments sans incertitudes. Dans ce cas orideatifees
éléments, c.-a-dc = .
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Remarque 1.163.Soientz ety deux intervalles, on dira que C y si et seulementgi <z <7 < 7.
En particulier,z = y si et seulement si = y etz = 7.

Définition 1.164 (Ensemble des intervalles fermés d’un dioide}On noterd (D) I'ensemble des inter-
valles fermés du dioid®.

Proposition 1.165. SoitD un dioide. L'ensemblED) des intervalles fermés d2 muni des opérations
@ et® définies par

zOY =20y, T®Y et xRY=[20y,TQY

est un dioide.

Remarque 1.166.L'opération® engendre une relation d’ordre canoniqgedansI(D) :
x=2y <= z=y et Ty dans D.

Proposition 1.167 ([Litvinov and SobolevsKi, 2001]). Pour toutx,y € I(D) l'intervalle xdy (res-
pectivement®y) est le plus petit intervalle dED) contenant 'ensemblér © y | z € x,y € y} (res-
pectivemenfr @ y | z € x,y € y}).

Démonstration.On considére lintervalle: de I(D) tel que{z @y |z € =,y € y} C z. On a alors
royc{zdylrecr,ycylCzetzoyc{zdy|lrecx,ycy} C=2.

Ainsi,z Kz yetrdy <z cest-a-direzg <z by <7Dy X Z.

Ce qui signifie que l'intervallér © y, 7 © 7] = 2Dy C =.

Autrement dit, I'intervalle[z @ y,T @ 7] est contenu dans tout intervalle contenant I'ensemble
{zdy|lrecx,yecy}.

Soitt € {r@y|xecx,ycy}ete € x,y € ytelsquet = =z @& y. D'aprés la définition d’'un
intervalle,x <z <7ety =y X 7¥.

De plus, comme dans un dioide la {piest compatible avec I'ordre, on peut éctire y <z ®y =
TDTY.

Ce qui signifie que € [z ® y, T ® 7], Cest-a-dire{fz Dy |z € x,y €y} C 2 Dy, T DY

On peut donc conclure au@ ® y,T @ y| est le plus petit intervalle contenant I'ensemble
{x@y|zexycy}.

Pour la loi® la démonstration est analogue.

O

Remarque 1.168.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

a:@y {m@yIOL‘E%yGy}a
xRy = {rQy|rexycy}

peuvent étre représentées en utilisant seulement les bornes des intervellgsOn peut alors donner
du sens a une expression comme

Vac€a,VbebVecee , a®@bdc®a

puisque I'on sait que le résultat de cette expression appartient a lintenaffiddcRa. Autre-
ment dit, 'ensemblefla ® b & c ® a | a € a,b € b,c € c} estinclus dans lintervalle
[(a®b) @ (c®a),(@®b)® (coa).
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Comme pour le dioid€ (D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioide des
intervallesI(D). En considérant I'applicatioH isotone, I'image pafl d’un intervallex est donnée par

I(x) = {ll(z)|z€x}.
Comme la fonctioriI est isotone, on peut calculer les valeurdier) directement a partir des bornes
de lintervallex, c’est-a-direlI(x) = [II(x),II(Z)], et en particulierr* = [z*,T*].
Propriétés 1.169.Les applications isotones conservent l'inclusion d'intervalles. Par conséquent, soit
I'application IT définie sur(D), on a

rCy = II(x)CI(y). (1.55)

Démonstration.Soientx = [z, 7] ety = [y, y] deux intervalles d&D). On suppose que C y, alors

onay = z =7 < 7. Puisque I'applicationl est isotone, on obtientl(y) < II(z) < II(z) = II(y). On
vérifie donc bien quéI(x) C II(y). O

Définition 1.170. SoientD un dioide complet efx,} un sous-ensemble infini d¢D). On définit la
somme (infinie) des éléments de ce sous-ensemble par

Pao = [@ xa,@%] (1.56)

a

Proposition 1.171.SiD est un dioide complet, alof§D) est un dioide complet en considérant la somme
infinie définie par(1.56)
Démonstration.Si D est complet, alors I'intervall@zx., défini par [1.5p) appartientlaD). Par ailleurs,
«
si D est complet, soiX C I(D) un ensemble vide, alo) X = [¢, <] ety® (@X) = (@X) Ry =

[e,¢] pour touty € I(D). Considérons maintenant le sous-ensemble nonXide {x,} del(D), on
vérifie aisément la propriété de distributivité infinie :

y® (@wa> = [@ (yoz,) P EHeT)

« «

- Pyoz.)

«

de méme pou(@ama> Ry = @, (x.By) pour touty € I(D). Ainsi, le dioidel(D) est complet si le
dioideD est complet. O

Proposition 1.172 ([Litvinov and SobolevsKi, 2001]). L'intervalle @, x, contient I'ensemble
{B, za | To € x, pour touta} et c’est le plus petit intervalle d§D) avec cette propriété. En par-
ticulier, les bornes de l'intervall€p x. appartiennent a I'ensemblegd , = | zo € x, pour touta}.

Démonstration.La preuve est similaire & la preuve de la proposition 1.167. O

Proposition 1.173. Soit D un dioide complet. L'applicatiod.,, : I(D) — I(D),z — a®x est rési-
duable. L'application résiduéé’, est donnée par

Li(b) = akb = [akbAakb,arb).
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Démonstration.Soit U : Cq(D) — I(D), (z1,22) — [x1,z2] 'application qui & un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir définition 1.72) de
dioides puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la propositiory 1.160 donne directement le résultat. O

Remarque 1.174.0n peut montrer de la méme maniére que 'applicat®p : I(D) — 1(D),z —
x®a est résiduable.

Proposition 1.175. Soit K : = — x* I'application définie sur un dioide compl&tD) (voir remarque
@). L'applicationx KC est résiduable et sa résiduée est

(wq’c)ti = limk-
ou I)mxc est I'injection canonique den/C dansi(D).

Démonstration.Immédiate en remarquant que I'applicatifih est isotone, autrement dikC(x) peut
aussi s’écrirdC(x) = [K(z), K£(Z)]. On remarque donc que I'on se raméne au probléme de la résidua-
tion de I'applicationC sur un dioideD complet. On peut donc appliquer directement le résultat de la
propositior] 1.106 sur la résiduation de I'applicatjgg X définie sur un dioide. O

Remarque 1.176.D’apreés la proposition précédente, on peut déduire que- a* est la plus grande
solution de l'inéquationc* = [z*,7*] < a* = [a*, a"].
1.11.3 Matrices d’intervalles

La généralisation en cas matriciel des définitions et des régles précédentes est naturelle. Une matrice
m x n d'intervalles est définie par

ai ai? . ain

ansy as? e aon
A=a; =

aAm1 ap2 ... Qmqmnp

ola;; sontdes éléments deD). L'ensemble des matrices d'intervalles sera fd{é)) ", sil(D) est
un dioide alorgI (D))" " peut étre muni d’une structure de dioide (voir définifion [1.54). Une matrice
n x 1 d'intervalles est un vecteur notd (D))". Les matricesA = g;; et A = @;; sont appelées,
respectivement, la matrice inférieure et supérieure de la matrice d'intervhllEs considérant I'ordre
canonique partiel, il est possible de donner une autre description des matrices d'intervalles. En effet,
La matriceA € (I(D))™*" correspond aussi a l'intervallel, A] = {B € D"™*" | A < B < A} si
A=g;; etA=a; € Dm*" etsiA = a;; = B = b;; ce qui signifiea;; < b;; pour touti, j.

L'addition & et la multiplication® de matrices d'intervalles s’étendent naturellement au dioide des
matrices d’intervalles. De méme pour la résiduation & dyoéea gauchs.

1.12 Résiduation duale dans un dioide d’intervalles

Dans cette section, nous allons prouver qu’un couple d’applications dualement résiduables est éga-
lement dualement résiduable. Ensuite, nous introduisons un projecteur qui permettera d’appliquer la
résiduation duale dans le dioide d’intervalle dans le cas ou les applications définies sur les bornes d'in-
tervalles sont dualement résiduables.



50 CHAPITRE 1 — Ouitils algébriques

Définition 1.177. Soit D un dioide, et(z’,2”) € C(D), les deux lois de composition interngset ®
sont données par les formules

(l,/,x//) /\ (y/’ yl/) — (.T/ /\ yl’ x// /\ y/l)’

(x/’x//) @ (y/,y//) — (JZ/ @ y/’ Z'/, @ y//)'
De méme, pour les matricgs!’, A”) avecA’ € D"*P et A” € D"*P, (B, B") avecB’ € D"*? et
B" € D™P et(C’,C") avecC’ € DF*9 etC" € DP*9, les deux lois de composition internaset ©
sont données par les formules

(1.57)

(A/’A/l) /\ (B/,BH) — (A,/\B/,A///\BN),

(A/, A//) @ (C/, C//) — (A/ @ C/, A/l @ C”).
Définition 1.178. Soit(z', 2”) avect’ € D"*P eta” € D"*P et(A’, A”) avecA’ € DP*1etA” € DP*4.
Les applications notéd§ 4/ 4y et A as 4 sont définies d€(D™*?) dansC(D"*?) comme suit :

(1.58)

Paan + () = (447 0 (") = (A 04, A" © ")
Aaan : (@) — (¢a")0 (4, A4") = (@ 0 A,a" ® A).

Proposition 1.179. Si tous les élementd;; et A7, admettent des inverses alors I'application,/ 4.
est dualement résiduable. De méme payk: 4.

Démonstration.Observons d'abord qui 4/ 4 (T, T) = (A, A") o (T, T) = (A0 T,A"0T) =
(T, TP} de plus, on a

I‘(A’,A”) (/\ (x::wx;/z) ) = (A/ A// @/\ Loys a
i (A%, ne)

[0

= (A’@/\a:’a,A”Q/\xg> :

[0}

puisque chaque élémenf; et A7, admettent des inverses, le lemme 1|124 conduita:

F(AI7A//) (/\ (l’:l,l'g) ) = </\A/®$a,/\A”®$”> y
“ — /\ (A/ / A// )a7 “
= /\FA’A” TosTg) )

Par conséquent, I'applicatidn 4/ 4~y est semi-continue supérieurement; elle est donc dualement rési-
duable (cf. théoré3). On vérifie avec la méme démarche que I'applidaiion est dualement
résiduable. n

Notation 1.180.0n noteral'} ,, 1. (z',2") = (A, A")x(a’, ") (resp.A} 4, 4 (2, 2”) = (', 2" )§(A', A”))
I'application residuée duale dE( 4/ 4y (resp.Aar ar)).

3Nous rappelons qUE 0 e =eO T =T.
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Remarque 1.181.Concernant I'ensemble des couplésg(D) (voir définition 1.15]) il faut noter que les
opérationsA et ® sont des lois de compositions internes. En effet, pour tous co(gleg’) et (v, y")
deCq(D)on a

(LAI?,,%”) /\ (@“l’ @“//) — (%’/ /\ @“/’ZE// /\ :’J//) c C(D)

de plus par isotonie de,
7 et Yy =>TNY 7" NY
autrement di{f@’ Ay, 2" A y") € Co(D). De méme, par isotonie de, on a
@2 oW.y") = @oy,2"0y") e C(D).

Proposition 1.182. L'injection canoniqué/c,p) : Co(D) — C(D) est dualement résiduable. Sa rési-
duée duale sera notée

(Ieo))” : C(D) — Co(D).

Démonstration.Directe, puisqueCq(D) est un sous-treillis complet d&(D). La propositior| 1.136
donne le résultat. ]

Remarque 1.183.Le calcul de cette projection est obtenu de la fagon suivante. Soit un datiplé)
C(D), la projection est égale a

(I%D(D) ((2',2")) = (o', 2" ®2") = (@, 2").
ou (', 2’ @z") est le plus petit couple déy (D) tel quez’ = 2/, 7" = 2" etz’ < z”. Par exemple, soit le
_ _ b
couple(9, 3) deC(Zmax ), la projection de ce couple dal (Zmax ) €St donnée pa([cﬂ(zmax)) ((9,3)) =

(9,9 3) = (9,9). De méme, notons ql‘(éCD(D))b étant un projecteur on a
(@ 7) € Co(D) = (#.7") = (Iey)) (7).

Proposition 1.184.Si chaque élémem;j

etA;’j admet un inverse alors I’applicatiqgh(p)‘F(g,ﬂ,,)‘co(p) :

Co(D) — Co(D) est dualement résiduable. Sa résiduée duale est donnée par
b . b
(CD(D)IF(Z',AN)|CU(D)> = (o) (T im) © Tewm

Démonstration.D’aprés la propositi09, Papplicatian 5, 7., définie surC(D) est dualement
résiduable, on a

b b
<Cu(D)IF(A/,A~)|CU(D)) = (Co(D)IF(A’,AH)OICa(D)>
b b .
= (ICU(D)) ° (CO(D)\F(g,,g,,)) (par la propositiop 1.11)6
b b .
= (ICU(D)) ° (F(glvg,,)) o Icy(p) (par la proposition 1.137)

Alors, en considérantB’,B") € Co(D) C_C(G), la plus petite solution dan€s(D) de
Lo am (@ 2") = (A A7) o (7,2") = (B, B") est F?g,’g,,)((BQBH)) = (@7") =
(AV/,AV”)\(§/7 E!/) _ (AV/\E/, AV\E/ ® AV//\EU).

]
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Définition 1.185. Soit D un dioide et 'ensembl&D) des intervalles fermés d@. Les opérations\ et
© sont définies par
Ay =[x Ay, TAY] et xOy =[O0y TOY.

Proposition 1.186. Pour toutz, y € I(D) l'intervalle Ay (respectivement®y) est le plus petit inter-
valle del(D) contenant I'ensemblér Ay | x € ,y € y} (respectivemenfz O y |z € x,y € y}).

Démonstration.On considére l'intervallez de I(D) tel que{z Ay |z € ,y € y} C z. On a alors
zANye{zANylzex,ycylCzetzAyc{zAy|z ez, ycy}Cz.

Ainsi,z Sz Ayetz Ay 2z, cesta-direzg <a ANy <TAY <X Z.

Ce qui signifie que l'intervalléz A y, T A 7] = Ay C z.

Autrement dit, I'intervalle[z A Y, T A 7] est contenu dans tout intervalle contenant I'ensemble
{xANy|zex,yey} -

Soitt € {x Ay|zex,ycy}ete € x,y € ytelsquet = = A y. D’aprés la définition d'un
intervalle,x <z <ZTety <y <X7.

De plus, comme dans un dioide la foiest compatible avec I'ordre, on peut écrire\ yxxzAy=
TAT.

Ce qui signifie que € [z Ay, Z A7), Cest-a-dire{lz ANy |z € x,y €y} C [z Ay, TAY].

On peut donc conclure quee A y,Z A 7] est le plus petit intervalle contenant I'ensemble
{zANy|xex,yecyl

Pour la loi® la démonstration est analogue.

O

Remarque 1.187.La proposition précédente est importante puisqu’elle montre que les opérations

ANy = {zAyl|rcmycuy},
xOy = {z0y|lrex,ycy}

peuvent étre représentées en utilisant seulement les bornes des intervetlgs

Comme pour le dioid€ (D), on peut étendre naturellement les applications isotones au dioide des
intervallesI(D). En considérant I'applicatiod isotone, I'image pafl d’un intervallex est donnée par

(x) = {lI(z)]|x€=x}.

Comme la fonctiorI est isotone, on peut calculer les valeurdfier) directement a partir des bornes
de l'intervallex, c’est-a-direll(x) = [I[I(z), II(Z)], et en particuliet,. = [z, , T.].

Proposition 1.188.SoitD un dioide complet. Siles bornes de I'intervall@dmettent des inverses alors
l'application T, : I(D) — I(D), z — a®Gx est dualement résiduable. L’application résiduée duzle
est donnée par

I%(b) = akb = [akb,axb® akb].

Démonstration.Soit ¥ : Co(D) — I(D), (z1,22) — [z1,x2] I'application qui & un couple ordonné
associe un intervalle. Il est clair que cette application est un isomorphisme (voir définitign 1.72) de
dioides puisqu’ajouter ou multiplier deux intervalles se fait en considérant leurs bornes. Par conséquent,
la propositiory 1.160 donne directement le résultat. O

Remarque 1.189.0n peut montrer de la méme maniére que l'applicatiop : I(D) — I(D),z —
x®a est dualement résiduable si les bornes de I'intervalledmettent des inverses.



CHAPITRE 1 — Ouitils algébriques 53

Lemme 1.190. Soit deux matrices d’intervalled ¢ D"*P, B ¢ D"*" et X € DP*? une matrice
d'intervalles degénérés . Si chaque borne des élénBptadmet un inverse alors on a :

BY(ARX) = (BYA)BX. (1.59)

Démonstration.Nous rappelons qu’un intervalle dégénééé= [ X', X"] est tel queX’ = X"

BY(ABRX) =

[B/, B”]\{A/ ® X, A// ® X}

(B8 (A" ® X), (B (A" ® X)) ® (B"% (A" ® X))]

[(B®A) @ X, ((B%4") @ X) & ((B"sA”) @ X)] voir propositior] T.129
[(BRA") @ X, ((B""A") @ (B"vA")) ® X)] par distributivité dex par rapport &
[(B'RA'), (B"A") & (B"YA")[@ X

(BrA)RX.

1.13 Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons présenté les outils mathématiques utilisés par la suite. Aprés un
bref rappel sur la structure algébrique des dioides, la théorie de la résiduation et la résiduation duale ont
été présentées. Cette théorie permet de donner une alternative a la notion d’'inverse pour les applications
définies sur des ensembles ordonnés, elle sera utilisée pour calculer la commande des systemes modéli-
sable par un graphe d’événement P-temporel. Dans la derniére partie de ce chapitre, nous avons donné
un ensemble de définitions et de propositions sur les dioides d'intervalles pour aborder la commande des

systemes modélisables par un graphe d’événement P-temporel incertain.






CHAPITRE 2

Modélisation des
graphes d’événements
P-temporel

Dans la littérature, de nombreuses classes de modéle sont proposées pour I'étude des systémes dy-
namiques. Le choix d'un type de modéle est fonction des objectifs recherchés et de la nature du systéme
considéré. Dans le cas des systemes a événements discrets (SED), plusieurs concepts de modélisation
ont été élaborés : par exemple, les chaines de Markov [Baynal, 2000], les files d’attentes [Bayhat, 2000],
les réseaux de Petri stochastiques pour les systémes stochastiques [Ciardo et al., 1997], ou les réseaux de
Petri déterministes pour les systémes déterministes [Murata, [1989, Proth and Xie, 1995].

Les réseaux de Petri constituent un outil graphique et mathématique qui s’applique a un grand nombre
de domaines ou les notions d’événements et d’évolutions simultanées sont importantes.

Cette théorie est encore toute jeune puisqu’elle est née de la thése , intitulée Communication avec
des Automates, que Carl Adam Petri a presenté en 1962 a I'Université de Darmstadt.

Parmi les aplications on peut citer : I'évaluation des performances des systémes discrets, les proto-
coles de communication, la commande des ateliers de fabrication, la conception de logiciel temps-reél
et/ou distribué, les systémes d'information (organisation des entreprises), les interfaces homme-machine.

Certains systémes mettant uniquement en jeu des phénomeénes de synchronisation et de saturation
peuvent étre modélisés par une classe des réseaux de Petri, appelée classe des graphes d’événements ten
porisés (GET). Ces derniers admettent une représentation linéaire dans la structure algébrique de dioide
présenté dans le chapitre précédant. Cette représentation est bien adaptée pour aborder, par exemple, les
problémes de commande ou d’'évaluation de performances.

L'objectif de ce chapitre est d'établir un modele mathématique qui reflete le comportement dyna-
migue des modéles considérés dans ce rapport, a savoir, les graphes d'événements P-temporel, notés
GEP-T

Ce chapitre est organisé en trois parties :

e La section 2.]1 fait un rappel sur les réseaux de Petri.

e Les section§ 2|2, 2.3 et 2.4 donnent un résumé bref sur la modélisation des GET discrets dans le

dioide M %[, d].
e Laclasse des GET incertains ou T-temporel est présentée dans la sedtion 2.6.
Les deux derniers points constituent les contributions majeures de ce chapitre.
e Laclasse des GEP-T est introduite dans la seftign 2.7 En utilisant une représentation non linéaire
dans le dioideM{ [y, 6].
¢ Une extension de cette classe de modéle au cas incertain est présentée dans [a gection 2.8.

55
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2.1 Rappel sur les réseaux de Petri

Dans cette section, on va rappeler quelques définitions et propriétés liées aux réseaux de Petri.

Définition 2.1 (Réseau de Petri).Un réseau de Petri (RdP) est un graphe biparti constitué de places,
de transitions et d’arcs orientés qui relient les transitions aux places et les places aux transitions. Il est
représenté par un quadrupfet=< P, 7, Pré, Post > oU :

e P :ensemble fini de placé® = (p1,p2, ..., pm), avecm = card(P).

e 7 : ensemble fini de transitiors = (t1,ts,. .., t,), avecn = card(T).

e Pré: application deP x 7 — N correpondant aux arcs (directs) reliant les places aux transitions.

e Post : application de” x P — N correpondant aux arcs directs reliant les transitions aux places.

On noterat’(resp.’t) 'ensemble des places de sortie (resp. d’entrée) de la transition

De mémey’(resp.’p) désignera I'ensemble des transitions de sortie (resp. d’entrée) de laplace

Définition 2.2 (RdP marqué). Un Rdp marqué est un coupte R, M > ou :
e R estun RdP.
e M est une application qui associe a chaque ptade RdP un nombre de marques.
M:P—-N
p— M(p)
M(p) désigne le nombre de marques (jetons) contenues dans lgplace

Un exemple de graphe associé a un réseau de Petri est donné par fa figure 2.1.

Exemple 2.3. Le RdP de la figuré 2|1 représente un systéme, par exemple informatiqReAokies
requierent une méme ressource renouvelable.

P, tache a en cours

N
Dos

-

Figure 2.1 — RdP modélisant le comportement d’un systeme a ressource partagée.

tache b en cours

Les places sonticP = {p1, p2, p3} et les transitiond” = {t1,t2,t3,%4}. On a
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Le marquageM représenteé ici esM (p2) = 1, M(p1) = M(p3) = 0.

Un jeton dans la place, signifie que la ressource est disponible. Un jeton dans la ptadeesp.
p3) signifie que la tache: (resp.b) dispose de la ressource commune. Les événements assocCiés aux
transitionst; etts signifient respectivement "réservation de la ressource par la tatbe "réservation
de la ressource par la tache, et ceux associés@ ett, concernent la restitution de la ressource.

2.1.1 Tir des transitions

L'évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fait selon le proces-
sus d’activation (ou de tirage) des transitions décrit ci-aprés. Etant donné un fésgain marquage
M, on dit que la transition € 7 est franchissable pou¥ sil'on a

Vp € P, M(p) > Pré(p,t).

Lorsque cette condition est satisfaite, I'activation (le tirage) de la trangitiod conduit & un nouveau
marquageM’ défini par :

M'(p) = Mi(p) — Pré(p,t) + Post(t,p). (2.1)

Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de Petri de la figyre 2.1, en partant du martjuage
(0,1,0) (ouM(p1) =0, M(p2) = 1, M(p3) = 0), on atteint par tirage de la transitionle marquage
M = (1,0,0); puis a partir deM, par tirage de la transitiofy on obtient le marquag#1, = (0, 1,0)
et ainsi de suite ; sur la figufe 2.2, on peut voir I'évolution du marquage du réseau de Petri.

P, tiche a en cours P, tache a en cours P, tache a en cours

NI ST IR
z//'?\'q, Z t4'/'p®\\'z2 £ f//(p) 2
e e =

Figure 2.2 — Evolution du marquage d'un réseau de Petri.

Plus généralement, pour un Rdp, en pos#iit, = [Pré(p;,t;)] (la matrice d’incidence avant),
W+ = [Post(tj,p;)] (la matrice d'incidence arriere)y = W+ — W~ (la matrice d’incidence) et
en considérant une séquence de franchissements réalisables a partir d’'un margtiageest alors
possible de donner I'équation fondamentale suivante :

Mp = M; +W.S,
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ol S est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissémetsst-a-dire un vecteur dont

la dimension est égale au nombre des transitions du réseau de Petri et dont la composanteg numéro
correspond au nombre de franchissements de la transjtimla séquencé. Dans I'exemple précedent

ou la séquence des deux premiers tirs était= t¢,t3”, le vecteur caractéristigue est égaba=
(1,0,1,0).

Remarque 2.4.L'équation fondamentale traduit la dynamique de fonctionnement du réseau de Petri.

2.1.2 Ensemble des marquages accessibles

Soit ' = (R, M) un réseau de Petri. Lensemble des marquages accesdiplesM,) d'un
réseau de Petri marqué est 'ensemble des marquages que I'on peut atteindre & partir du marquage initial
M, par une séquence de franchissement, c.-a-d.

AR Mo) = {My, 3t Mo 5 M}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’'un graphe. Les sommets de ce
graphe correspondent aux marquages accessibleg®e M). Un arc orienté relie deux sommets
M; et M; s'il existe une transitiort franchissable permettant de passer d'un marquage a un autre :

M; 4 M;. La figur représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri de la
figure[2.] avec un marquage initi&t, = (0,1,0).

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

\/\/

ts to

Figure 2.3 — Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de [a figure 2.1.

2.1.3 Modélisation des systemes a événements discrets

Le formalisme des réseaux de Petri est relativement puissant, il permet de représenter une grande
variété de comportement des systémes réels mettant en jeu des phénoménes de concurrence et de syn-
chronisation. Sur la figufe 3.4, nous avons représenté quatre structures de réseaux de Petri permettant de
décrire ces phénomenes.

o lafigure[2.4(a) représente une structure cieoix La placep; a deux transitions en aval, notégs
ett,. Le tir det; ou dety consommera le jeton de la plagget exclura donc le tir de I'autre. Une
telle configuration permet de modéliser un phénoméremdeurrence a la consommaticomme
par exemple le partage d’'un processeur entre taches concurrentes dans un systeme informatique ;

e la configuration de la figure 24) permet de représenter une concurrence a I'apport de jetons
dans une place, igi ;
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e la configuration de la figufe 74 permet de modéliser un phénoménesgachronisationLa
transitiont; n'est franchissable que lorsque les plapgst p, contiennent toutes les deux au
moins un jeton;

e dans la structure de la figuUre P4), 'apport de jetons dans les plagesetp, est synchronisé par
le tir de la transitiort; et permet, par exemple, de modéliser l'initiation simultanée de différentes
tdches dans un systeme a événements discrets.

/?\ \Qp Q\/Q Qp, Qp,

1

(a) concurrence a (b) concurrence a (c) synchroni- (d) synchroni-
la consommation la production sation dans la sation dans la
consommation production

Figure 2.4 — Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.1.4 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fournit des indications essentielles sur le fonctionnement
du systéme qu'il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou infini, qu'il présente ou non
des circuits, il refléte certaines des propriétés caractéristiques du systéeme modélisé.

Définition 2.5 (Bornitude). Une placep € P d’'un réseau de Petri marqU®&, M) estk-bornée k €

N) si pour tout marquage accessiblé € A(R; M), le marquage de cette place vérifid(p) < k.

Dans le cas contraire, nous dirons guest non-bornée. Enfin giest1-bornée, on dit que est binaire
(safe). Si on considére le Réseau de Petri de la figufe 2.1 on voit que pour le marquaga1pited
placespi, p2 etps sont binaires{-bornées) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’un RAP modélise un systéme manufacturier, certaines places représentent des convoyeurs ou
bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude du marquage du modéle est alors synonyme de
limitation de la taille des stocks internes du systeme. La bornitude du RdP refléte alors en quelque sorte
une propriété de "stabilité" du systéme de production modélisé.

Définition 2.6 (Vivacité). Etant donné un réseau de P&®riet un marquage initiaM,, une transition
t estvivantepour le réseau margquéR, M) si pour tout marquag@ accessible depuis1, il existe
une suite de transitions comportant au moins une fois la transitigret telle ques soit franchissable
pour M.

Un réseau de Petri marq®&, M) est ditvivantsi toutes ses transitions sont vivantes.

La non-vivacité révéle souvent un probléme de conception du systéme modélisé ; elle montre qu'une
partie du systéme n’est, a partir d’'un état donné, plus sensible aux événements externes.
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2.2 Les graphes d’événements temporisés

Suite a cette présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérét va maintenant se porter sur une
structure particuliére des RdP qui permet la modélisation des systémes ol interviennent des phénoménes
de synchronisation et de délai (les phénoménes de conflits étant supposés résolus au préalable).

Définition 2.7 (Graphe d'événements).Un graphe d’événements est un réseau de Petri tel que toute
placep € P a exactement une transition amont et une transition aval.

Notons que les graphes d’événements ne permettent pas de modéliser les situations de concurrence
telles que celles illustrées par les figufes @}et[2.4(b). Néanmoins, cette sous-classe de réseaux
de Petri est intéressante pour de nombreuses applications ou I'on doit essentiellement modéliser des
contraintes deynchronisatior{voir figure[2.4(c) et figurg 2.4(d)) entre plusieurs processus.

2.2.1 Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons brievement quelques caractéristiques des graphes d’événements au travers des pro-
positions suivantes.

Proposition 2.8. Dans un graphe d'événements, le nombre de jetons d’un circuit élémentaire est constant.

Démonstration.Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemin qui commence et se termine au
méme sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant a un circuit élémentaire est franchie,
son franchissement prend un jeton dans une des places amont du circuit pour le remettre immédiatement
dans une autre place aval du circuit. L'opération de franchissement d’'une transition d’'un circuit laisse
donc invariant le nombre de jetons du circuit. O

Proposition 2.9. SoitR un graphe d’événements &1, son marquage initial, aloréR, M) est vivant
si et seulement si tout circuit élémentaire contient une place initialement marquée.

Démonstration.Supposons qu’un circuit élémentaire d'un graphe d’événements ne soit pas initialement
marqué. En référence a la propositjon| 2.8, ce circuit ne contiendra jamais de jeton et donc toutes ses
transitions sont en permanence non franchissables : le graphe d’événements n’est donc pas vivant.
Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition morte (qui n’est jamais tirée) pos-
séde obligatoirement en amont une transition également morte. En remontant ainsi d’'une transition morte
a une autre située en amont, on aboutit inéluctablement a une transition appartenant a un circuit, circuit
qui est donc nécessairement sans jeton. O

2.2.2 Les graphes d’événements temporisés

Un graphe d’événements est timporisé(GET) si a chaque place € P est associée un temps
6(p), oub : P — N est I'application qui a toute plage € P associe sa temporisation. Un tentjis)
est interprété comme la durée minimale de séjour d’'un jeton dans laypl@ee exemple pour le graphe
d’événements temporise de la figlire] 2.5, le marquage initial de la place située entre les transétons
o €tant nul, si la transitior; est franchie a la datg, la transitionz, n’est pas franchissable avant la
datety + 3. De méme, a chaque transitiore 7 il est possible d’associer un tem@&) représentant la
durée minimale d’activation de la transitionll a été montré qu'il est toujours possible de se ramener au
cas ou seules les places sont temporiséfefMurata, 1989]).
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Exemple 2.10.Le graphe d’événements temporisé de la fifurg 2.5 peut représenter une cellule de pro-
duction fonctionnant comme suit : une machiiecapable d’usiner deux piéces a la fois (l2getons

dans la placeP; signifient que le® ressources d’usinages de la machine sont libres). Les pieces sont
amenées a un stock amaPt de capacité infinie, l'usinage d’'une piéce est représenté par la présence
d’'un jeton dans la placé?;, le traitement d’'une piéce prend au moihisinités de temps. A l'issue du
traitement, la piéce finie est déposée dans un stock2yde capacité infinie et la machine ayant traité

la piece redevient disponiblé {eton revient dang>), en attendant une nouvelle piéce.

OGO

1 2

Figure 2.5 — Modéle GET d’une machine.

Remarque 2.11.Notons qu’au plus deux piéces peuvent étre simultanément traitées, puisque d’aprés la
propositior] 2.8, le nombre de jetons dans un circuit est constant. Sur cet exemple, le régime permanent est
périodique : deux piéces sont traitées touteslanités de temps, ce qui conduit a un taux de production
de2.

3

2.3 Représentation d’état des graphes d’événements temporisés

A la différence du modele d’'état classiquement associé a un RdP ou I'état considéré est la varia-
tion du marquage, I'équipemax, +) de I'INRIA a proposé dans [Cohen et al., 1985] une modélisation
considérant les dates de franchissement des transitions pour pouvoir discuter des performances du sys-
teme temporisé, c’est-a-dire déterminer son régime transitoire et/ou son régime permanent et le taux de
production.

2.3.1 Dateurs, forme implicite

Un dateur est une application croissante qui associe a chaque trapgitiodateutr; : 7 — Zax
ou, pour toutk € Z, z;(k) € Zmax désigne la date a laquelle se produikig™ franchissement de la
transition:. Par convention, les événements (les tirs des transitions) seront numérotés a parrtite
n°0 est le premier tir d'une transition. De plus,(k) = +occ signifie, par convention, que I'événement
numéroték, ainsi que les événements suivants n’ont jamais eu lieu. D’autre part, les jetons présents dans
le graphe d’'événements temporisé seront supposés disponibles depuis "l'origine des temps" c’est-a-dire
depuis la date-oo.

Pour introduire la mise en équation d’un graphe d’événements temporisé, on considére les exemples
élémentaires de la figufe 2.6, constitués de trois transitiomns et ¢; et de deux places; et p, tempo-
risées aved(p;) = 1 etf(p2) = 3.
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Figure 2.6 — Principe de la mise en équation du fonctionnement d’'un graphe d’événements temporisé

Surla figura), aucun jeton n’est présent initialement dans les places. La date au plus t6t de la
ki€me activation de la transition; est donc conditionnée par la date deé:®" activation det; et de la
date de 1a&:'®™e activation det,. De plus il faut tenir compte du temps de séjour minimal d’un jeton dans
p1 et dangy,. Nous devons donc avoir

.%'3(]?) >1 +.%'1<k) et .%'3(]6) >3 —l—.%'g(k).

Finalement, on obtient donc pousg (k) I'inéquation

x3(k) > max (14 z1(k),3+ x2(k)).

La figure[2.6(b) représente une situation plus générale, des jetons sont présents dans certaines places
a linstant initial. Dans cette situation, la date au plus t6t de¥8e activation det; est conditionnée par
la date au plus tot de lg — 1)™M€ activation det; (car un jeton est présent initialement danyet par
la date au plus tot de Ig — 2)'®™® activation det, (car deux jetons sont présents initialement day)s
L'inéquation pourzs(k) peut alors s’écrire

xz3(k) > max(l1+x1(k—1),3 +z2(k —2)).

En appliquant ce principe au graphe de la figur¢ 2.5, on obtient le systéme

z1(k) > max (za(k —2),u(k))
zo(k) > 3+ (k)
y(k) = xa(k)

Dans le dioid&ax = (Z U {+00, —00}, max, +) olla & b = max(a,b) eta ® b = a + b,e =
—o00,e = 0, le systéme précédent se met sous la forme

:cl(k:) i l’g(k — 2) D u(k:)
xz2(k) = 3®@x1(k)
y(k) = wa(k)

ou encore, matriciellement, cela s’écrit
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) R i ) S i ) B i s B O R
= 9 (0)
Soit un systéme d’inégalités de la forme
k) = Ay@zk)® A @z(k—1)@ Ay @ z(k—2) ® B o u(k) (2.2a)
y(k) = Coz(k) (2.2b)
Alors, en notani\(p;) le marquage initial pour toute plapg € P et en posantl = ggg(/\/lo(pi)),

on obtient d’'une maniere générale un systéme de la forme :

M M

z(k) = P Ak —i)e P Bulk—j), (2.3a)
=0 =0
y J

y(k) = @ Cuk-1). (2.3b)
=0

2.3.2 Forme explicite "ARMA", forme d’état

Dans le systéme d'inéquatioris (2.3) apparait une inégalité surt@taet sur la sortigy(k). Cette
représentation n'est pas pleinement satisfaisante ; cependant un cas "limite" de fonctionnement appelé
fonctionnement au plus tot peut étre considéré. L'étude du fonctionnememis tﬁ't["_'] des graphes
d’événements temporisés est équivalent a I'étude des solutions minimales du systéme d’inéquations aux
dateurs[(23).

Pour résoudre le systeme d'inéquations aux datgurs (2.3), on utilise les résultats du cprollgire 1.100
sur la résolution de systemes du type- ax & b, la plus petite solution df2.34) étant donnée par

M
x(k) = @Z,-x(k:—i)@ Bju(k — j), (2.4)

oUA; = AjA1, Ay = A5As,..., By = AiBy,.... D'aprés le corollair¢ 1.100, la plus petite solu-
tion de [2.3h) satisfait I'égalité, c’est-a-dire que I'équatipn](2.4) définit I'ensemble des dates au plus
tot pour le fonctionnement du systéme. Ainsi, a partir de la donnée de la suite des vecteurs de com-
mandeu(1),u(2) ... etde I'étatinitialz(0), (2.4) permet de déterminer successivement toutes les valeurs
x(1),x(2), ... du vecteur d'état. L’équatio est 'analogue d’'un modéle ARMA

A partir de la forme ARMA([(Z.}4), il est toujours possible de passer a la forme suivante dite d’état :

z(k) = Az(k — 1) & Bu(k) (2.5a)
y(k) = Cx(k) (2.5b)

1i.e. les transitions sont franchies dés qu’elles sont franchissables.
2 Auto-Régressif & Moyenne Ajustée (Auto Regressive-Moving Average en anglais).
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Pour cela, il faut exprimer un graphe d'événements temporisé dont le comportement est équivalent a
celui représenté pdr (2.4) et tel que les matri¢gsoient nulles poui # 1 et tel que les matriceB;, C
soient nulles pout, j > 0. Pour le graphe d’événements temporisé cela signifie :

e toute place située entre deux transitions internes doit contenir exactement un jeton;

e toutes les places situées entre une transition source et une transition interne doivent étre sans jeton;

e toutes les places situées entre une transition interne et une transition puits doivent étre sans jeton.
Ce qui revient a augmenter le vecteur d’état du systeéme.

Par analogie avec la théorie des systéemes dynamiques linéaires, I'éduatipn (2.5a) est I'équation d’état,
léquation [2.5b) est I'équation d’observation (ou de sorti€)) € Z,,,, est le vecteur d'état(.) €
7k .. est le vecteur d’entrée ou de commandeg (et € Z, . est le vecteur de sortie ou d’observation.
nx

De méme on appelld € Z.." la matrice d’état ou matrice dynamiqu®,< Z...- la matrice d’entrée

max max

ou de commande; € Z2*" la matrice de sortie ou d’observation.

max

Remarque 2.12.En théorie des systemes dynamiques linéaires, les équations d’état sont considérées
dans le domaine temporel (i.e. les systémes sont décrits par des fonctions dutkebipsalogue
consiste ici a associer a une transitian€ 7, la fonctiont — xz(¢) qui indique le nombre de tirs

de la transitionz ayant eu lieu jusqu’a la date Cette variable est appelée un "compteur" associé a la
transitionz. Ainsi, pour 'exemple de la figufe 2.5, en associant & chaque transitigesp. :u, y) une
variable x(t) (resp. :u(t), y(t)) représentant le nombre de tirs de la transitior(resp. :u, y) jusqu’'a
l'instant ¢, on obtient le systéme d’inégalités suivant :

z1(t) < min (2 + z2(t), u(t))
(t

) < ao(t—3)
t) <

2(t)
Avec les notations du dioid&,,i, = (Z U {+00, —oo}, min, +) (0Ua®b = min(a, b) eta®b = a+b
etaveca = b a®b=a < a <b), onpeut écrire

1
To
y(

= 2®@za(t) © u(t)
x2<t) t :171(t — 3)
= xo(t)
En suivant la méme démarche que pour les dateurs, on obtient un systeme pouvant s’écrire comme
), mais cette fois dans le dioifg,;, et relativement aux fonctions compteurs. Les dioiflgs, et
Zmin fournissent donc deux systémes d’inégalités qui permettent de maniére équivalente d’étudier la
dynamique du systéme modélisé.

2.3.3 Quelques éléments de théorie spectrale des matridesax, +)

Dans cette partie, on rappelle certaines propriétés des matrices carrées a coefficients dans un dioide.
Un des résultats essentiels est, pour une mattiaeéductible I'existence d’'une propriété dgyclicité
de la formeA™t¢ = X\ ® A", pourn assez grand, et oliest I'unique valeur propre de la matrice
permet de quantifier "I'évolution moyenne" de I'état du systeme. Un champ d’application apparent pour
cette propriété est I'évaluation de performance des systemes dynamiques a événements discrets. Nous
verrons que pour un GET en régime autonome, la cyclicité de la matrpermet d’'établir que celui-ci
atteint un régime périodique aprés un régime transitoire.
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Le lecteur trouvera une démonstration de ces résultats [dans [Gondran and Minolx62001,
[Baccelli et al., 1992¢3.2.4],[Gaubert, 1992, Gaubert, 1995] et [Terrason et al., 1998].
Considérons le systéme autonome suivant :

z(k) = Az(k—1) = AFz(0), (2.6)

Le probléme de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres de la matricé saxpeme
comme la recherche de couples v) ou v (avecr # ¢) est appel&ecteur proprede A pour lavaleur
propre A, tels que

ARrv = Q.

Pour I'évolution de I'état du systéme autonome) sist valeur propre dd et siz(0) le vecteur d’état
initial est vecteur propre dé alors

z(k) = Ax(k—1)= N0
soit dans l'algébre usuelle, pour chacune des transitthnGET
zi(k) = A+xi(k—1) (2.7)

autrement dit, toutes les variables d’'état sont incrémentéeaslaisquek est incrémenté dg, l'inter-
prétation physique d@2.7) pour un GET représentant un systéme de production (cf. figure 2.5) serait de
dire qu'une piéce est produite toutes lesnités de temps) est donc I'inverse du taux de production,
c’est-a-dire le temps de cycle du GET. Pour ce cas particulies(6l est un vecteur propre dé, le
régime permanent est atteint, sans passer par une phase de régime transitoire.

Théoréme 2.13.Une matriced € (Zyax)" " irréductibladmet une unique valeur propieégale au
rayon spectral

A= p(A) = étr (AF) Y/ 2.8)

ou tr (A’“) désigne la trace de la matricd”, c’est-a-dire la somme (au sens dg de ses éléments
diagonaux.

Remarque 2.14 (Cas réductible).Le cas plus général od est réductible a été également traité dans
[Gaubert, 1992]. Les résultats énoncés dans le cas réductible s’appuient sur une décomposition du
graphe de précédence deen composantes fortement connexes, et une étude séparée de chacune des
composantes. Ce qui se dégage de cette étude est qu'il n'y a plus nécessairement unicité de la valeur
propre lorsqueA est réductible.

Remarque 2.15. Pour le calcul effectif du rayon spectral de la matrige € (Zpyay)" " plusieurs
méthodes sont envisageables. Une méthode simple consiste & évaluer la fRrBjulene autre mé-
thode permettant de calculer la valeur propre d’'une matrice consiste a appliquer un résultat di a R.M
Karp (voir [Baccelli et al., 1992§2.2.3],[Gondran and Minoux, 1985]). En outre, une autre classe de
méthodes, dites d'itérations sur les politiques, sont plus rapides que I'algorithme de Karp; le lecteur
intéressé pourra se reporter A [Terrason et al., 1998].

Le théoréme qui suit montre qu'il est également possible de caractériser le taux de production direc-
tement a partir du graphe d’événements temporisé.

3G(A), le graphe de précédence associ &st fortement connexe.



66 CHAPITRE 2 — Modélisation des graphes d’événements P-temporel

Théoreme 2.16.Le taux de productios d'un graphe d’événements temporisé est caractérisé par

o = min N(ei) (2.9)

circuits élémentaired”(¢; ) ’

ou N (¢;) dénote le nombre total de jetons du circugt 7'(c;) la somme des temporisations des places
du circuits.

Exemple 2.17.Pour le GET de la figurg 2|5, on a

Remarque 2.18.Cette méthode de calcul, consistant a énumérer les circuits du graphe et a calculer
leur poids moyen, n’est praticable que pour des petits graphes.

Théoréme 2.19.[Cohen et al., 1983] Pour une matrice irréductible € (Zya,)" " de valeur propre
A, il existe deux entier& etc tels que

Vk > K, AFte =)@ A
I'entier c est appelé cyclicité dd.

Dans I'arithmétique traditionnelle, le théoréme précédent signifie que, aprés un régime transitoire de
longueurK, le régime devient périodique, c’est-a-dire que

Vi o, wzi(k+c) =xi(k) + cA

2.4 Relation entrée-sortie d'un GET

Dans cette partie, on présente les différentes représentations les plus communément rencontrées dans
la littérature. Comme en théorie conventionnelle, tout systéme linéaire sur un dioide peut étre représenté
par sa réponse impulsionnelle. Pour les systémes linéaires stationnaires, la relation entrée-sortie peut
aussi étre définie par une fonction de transfert. Les différentes méthodes de commande que nous déve-
lopperons dans les chapitres suivants s’appuient essentiellement sur une représentation entrée-sortie des
systemes.

2.4.1 Reéponse impulsionnelle
Partant de la forme d'ét42.5), le développement de la récurrengec N donne

y(k) = Cux(k)
= CAx(k—1)® CBu(k)
= CA%x(k —2) ® CABu(k — 1) ® CBu(k)

p—1

= CAPz(k —p) @ @ CA'Bu(k —1).
=0

En adoptant la convention(k) = ¢ etu(k) = € pourk < 0, c’est-a-dire des conditions initiales
nulles, on peut réécrire le comportement entrée-sortie du GET

y(k) = @Zh(i) ® u(k — i) (2.10)
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avec

h(i)

{ € Sii <0 (2.11)

CA'B sinon

Il est possible de donner une interprétation des termes de la Mata& . )? ", oug représente
le nombre de sorties gtle nombre d’entrées. L'élémeht; (k) est simplement la date dtr®™®tir de la
sortiey;(.) dépendant de I'entrég;(.) du type

e Sik<0
(k) = {e sinon (2.12)

toutes les autres entrées étay(c) = ¢, Vi # j € Z.

Une telle entréey;(.) qui correspond au tir d’une infinité de jetons a la datpeut étre interprétée
comme I'équivalent d’unémpulsionappliquée a I'entrée; du GET et I'élément;;(k) est alors la ré-
ponse impulsionnelle correspondante.

En considérant un GET mono-entrée mono-sortie, on peut remarquer que Ig sortie (2.10) correspond
alors a une convolution, plus exactement une sup-convolution (dans I'algébre traditionnelle) de la réponse
impulsionnelle par I'entrée

y(k) = @h(@)ulk—i) = max (h()+ (k=) F hew®):  (@213)

On remarque la forte analogie avec la relation entrée-sortie d’'un systeme linéaire continu.

2.4.2 Latransformée eny etend

On présente ici une transformée sur les signaux qui joue un réle analogue aux transformées de Fourier
ou Laplace pour les systémes en temps continu et a la transformedags la théorie conventionnelle
des signaux en temps discret. Cette transformée consiste a représenter un signal par une série formelle
en une indéterminée. On montre aisément que le produit de convolution de deux signaux est transformeé
en un produit des séries formelles correspondantes. En particulier, le produit de convolution d’un signal
d’entrée et de la réponse impulsionnelle, qui permet de calculer la sortie de tout systeme stationnaire, est
transformé en un produit de la série du signal d’entrée et de la série, ou fonction, de transfert du systeme.
Les signaux et systemes ainsi représentés par des séries formelles sont manipulés comme des éléments
d’'un dioide de séries formelles. On rappelle ensuite la transformée particuliére dié (erspecti-
vement "eny") définie pour les dateurs (respectivement compteurs). Ces transformées sont maintenant
classiques dans la littérature (max/+) [Cohen et al., [1984], [Baccelli et al., 1992].

La transformée consiste a représenter un signal £ par une série formelle en I'indéterminée
notéel’(z) et donnée par :

V(z) = @uo(t)=t.

teZ

Montrons que le produit de convolution de deux signaux est transformé en un produit des séries for-
melles correspondantes :
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Vu,v €&, @uv)(t)zt = @ Pult —s)v(s)zt

teZ tEZLSEL

=@ Put)v(s)z!'* (t'=t—s)

tELSEL

= Pu(t) 2V Puv(s)z*
teZ SEL
=U(2)V(z).

La sortie d'un systéme stationnaire est donnée par le produit de convolution de la réponse impulsionnelle
et du signal d’entrée :

y(t) = (h@u)(t) = @h(t — s)u(s).

SEZL

La transformée de cette relation entrée-sortie est donnée par le produit
Y(z) = H(2)U(2) (2.14)

ou H (z) est la série, ou fonction, de transfert du systenté(et) est la série d’entrée.

2.4.2.1 Transformée eny

Rappelons qu'un dateur est ici assimilé a une application croissarfedd@s le dioide complet
Zmaz- Latransformée en d’'un dateur{d(k)}, ., est définie comme la série formelle

D(y) = @ d(k)".

keZ

Supposons deux dateurs reliés par I'égalitéc) = z2(k —ng), ce qui correspond a deux transitions
séparées par une place contenanjetons. La transformée ende chacun des dateurs est

Xi(1) = @ankn

kEZ
= EB o (k —no)v*
kEZ
= A @xg(k — ng)y ko)
keZ
= 7" Xa(v).

Il apparait que multiplier une série grpar~y™° revient a décaler la séquencergeunités. Il est donc pos-
sible d'interpréter I'opérateuy comme opérateur de décalage "événementiel", ce que I'on écrit parfois
vz(k) = z(k — 1). Ceci est llustré par la figufe 2.7.

x(k) x(k—1)

—_—] ’Y ——

Figure 2.7 — Opérateur de décalage "événementiel"
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Remarque 2.20 (DioideZ,.<[Y]). Comme il a été rappelé dans I'exem.56, un ensemble de séries
formelles a coefficients sur un dioide complet peut également étre muni d’une structure de dioide complet
dont la loi @ est la somme de séries formelles et ladole produit de séries formelles. La transformée

en~ des dateurs peut donc étre considérée comme appartenant a un dioide de séries formelles en

Nous noteron<,..[7] le dioide complet des séries formelles e coefficients dan&.,.x et
exposants dan&. L'élément neutre de I'addition d&,,.«[] est la séries(y) = @, er* (OUe =
—oo est I'élément neutre de I'addition daff,.,) et I'élément neutre de la multiplication est la série
e(y) = en? (olie = 0 est I'élément neutre de la multiplication @g,..).

2.4.2.2 Transformée erd

Dans le domaine temporel (voir remardque 2.12), la situation est complétement duale, puisque une
variable compteufc(t) }+cz est une application croissanté.: — Zui,. Si on notes I'opérateur de

décalage, on a
C() = @ c(t)dt

teZ
De méme que précédemment, la propriété de monotonie (on se souviendra que 'ordre dans le dioide

Zmin €St l'inverse de l'ordre naturel, i.e1,> b < a ® b = a < a < b) d'une trajectoire de compteur
c(t) se traduit par

ViteZ, {c(t+1)=<c(t)} <= {ct)=clt)®c(t+1)}.
En passant a la transformée&ron obtient donc
{co)=c@i'cO)} < {CE)=0")CO)}.

Exemple 2.21.Pour I'exemple de la figute 2.5, on obtient la représentation par des séries formelles en

d suivante
X(@) = <§3 i) X(8) @ (j) U(s)

Y(0) = (¢ e)X(5)
Le calcul de la matrice de transfef (§) = C(6A)* B donneH (§) = (263)*53.

Remarque 2.22.Une représentation dite bi-dimensionnelle a été introduite dans [Baccelli et al.] 1992,
Cohen, 1998b]. Dans cette représentation, les opératewrts sont traités de facon symétrique. Elle
permet alors de repousser le choix de la représentation et se révéle étre fort élégante. Dans cette repré-
sentation, nous manipulerons des séries formelles en deux variables commutativea exposants

dansZ et coefficients dans le dioide de Bofilecet ensemble de séries formelles est un dioide appelé

B[y, 6]
Définition 2.23 (Dioide M7, 6]). Nous appelons\g7[v,d] le dioide quotient3[y, d],%,. Dans

m

[Baccelli et al., 1992] il est montré quet{’ [+, J] estisomorphe @[] et aD[d].

Cela signifie que les classes dd¢’[v, ¢] sont également bien adaptées a la représentation des
trajectoires de tir d’'un graphe d’événements temporisé.

Un GET admet un modéle dans le sous dioide des séries périodiques et causales ; De maniére géné-
rale, les éléments de la matrice de transfert représentant un GET sont des séries périodiques et causales
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de la forme p @ qr*, avecp etq des polyndbmes a exposants d&hst» un mondme a exposants dans
N. Le polynémep caractérise le comportement transitoire de la série, le polymtmaerésente un motif
qui se répete périodiquement, la périodicité étant fournierpar~6™ ot v/7 caractérise le taux de
production de la série.

2.5 Reéalisabilité, rationalité et périodicité

L'objet de la derniére partie de ce chapitre est de rappeler que tout transfert de GET peut se repré-
senter par une matrice constituée de séries périodiquagiié-, J].

Les définitions sont ici fournies dans le dioit!'” [, 6], mais s’étendent naturellement aux dioides
D[v] etD[o].

Définition 2.24 (Causalité). Une séries € M¢7[~, ¢] est ditecausalesi s = ¢ (la série est nulle) ou si
son représentant minimal est a exposants dfarigne matrice est dite causale si toutes ses composantes
sont causales.

Remarque 2.25.Ainsi25® @ y26~* est un élément causal det¢*[v, ], son représentant minimal
(obtenu aprés simplification) étant le monénté>. De maniére générale, un élémentbi€*[v, §] est
causal si les sommets de son représentant graphique appartiennent au cadran Nord-EstZf plan

Notation 2.26 (M%**[v,d]). L'ensemble des séries causales/d&*[, §] est stable pour la somme

m

et le produit deMé2 [+, §]. Cet ensemble forme un sous-dioide complet¥ € [, 5] noté M ¥ [, 6]

n

par la suite. Notons que I'élément maximum/eg>* [, 5] ests™.

Définition 2.27 (Rationalité). Un élement € M{*[~, 6] est ditrationnelsi I'un de ses représentants au
moins peut étre obtenu par un nombre fini d’'opérations et a partir de 'ensemblge, e, v,5}. On
dira qu'une matrice a coefficients dang’’[~, d] est rationnelle si tous ses coefficients sont rationnels.

Remarque 2.28.Par définition, un élément rationnel est également causal.

Définition 2.29 (Réalisabilité). Un éléments € MZ7[~, ] estréalisables’il existe un GET mono-
entrée/mono-sortie dont cet élément est la fonction de transfert, ou plus précisément, s’il existe trois
matricesC, A, B de tailles respectivementx n, n x n etp x n a coefficients dans I'ensembie, e}

telles que cet élément puisse s’éciird* B.

Définition 2.30 (Périodicité). Un éléments de M{*[~, ] estpériodiques’il existe deux polynémes
etq de Mi7[y, 4]

a B
p= s eta = P
i=0 §=0

et un mondéme causal= ~"4§" tels que
s=p®aqr’.

Une matrice est périodique si tous ses coefficients sont périodiques.

Remarque 2.31. Cette notion est illustrée sur la figure 2.8. De plus, notons que cette définition de la
périodicité n'impose pas la causalité de la série.

Théoréme 2.32 ([Cohen et al., 1989])Soit H € M%*[~, d[P*™. Sont équivalents
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(i) H estréalisable
(i) H estrationnelle
(i) H est périodique et causale

Démonstration.Nous renvoyons le lecteur @ [Cohen et al., 1989] pour une preuve exhaustive de ce ré-

sultat. O
’ o
q
T ' X
T o
\)@x\ QQ
5 < e QO& oS
. O\X O&r \O
& v
RO
0 5 N 10 v

Figure 2.8 — Représentation graphique de la séfiee © 76 @ 7262 © 1463 @ 5% @ 7765 (726%)*.

Définition 2.33 (Pente ultime). La pente ultime d’'une série périodique= p ® g(~"07)* est notée
0 (s) et est définie comme le ratio. (s) = v/7.

Théoréme 2.34.L’'ensemble des séries périodiquesMtE [y, J] est stable pour la somme, le produit,
I'inf et la résiduation. En outre, pous; etss deux séries périodiques non dégénérées (tellesque #
0 etr, 2 # 0), on obtient les résultats suivants

Ooo($1 @ s2) = min(os(51),000(s2)),
Oo(51 ®82) = min(ouo(81),000(52)),
Oso(51 A S2) = max(0oo(51),000(52)).

Sio(s1) < 00o(s2) alors
Too(52851) = 000(51),

sinon,ss§s; = ¢.

Démonstration.L'étude des séries périodiques est abordée par Gaubert/dans [Gaubert, 1992, Chap. 7,
Annexe A] et[Gruet, 1995]. Le lecteur y trouvera les preuves des résultats énoncés dans ce théaréme.

Une partie du probléme de synthése de correcteurs, proposée dans les chapitres suivants de ce mé-
moire, repose sur le résultat suivant.

Proposition 2.35. L'injection canoniquel; : M{** [y, ] — M2, 4] est résiduable. Sa résiduée
sera notéePr .

Démonstration.M{* [, §] est un sous-dioide complet del?*[~, J] ; par conséquent, il est possible
d’appliquer directement la propositipn 1] 81. O
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Le calcul pratique d€r est le suivant. Soit € M{*[~, d] que I'on écrit
§ = @S(TL@, z) migh,
el

Pr. (s) s’obtient simplement en "annulant" danges mondmes non causaux, c'est-a-dire & exposants
strictement négatifs, soit

Pri(s) = Pr+(@ s(ng, t;)y"6%) EBS+ (g, t;)y" ",

el i€l

s(ni,ti) Si (ni,ti) > (0, 0)
€ sinon

oU sy (ng,t;) = {

Exemple 2.36 (Calcul dePr, sur un élément périodique). Pry (y2573(v8)*) = Pro(v 2632 @
Y25 oy @42 @ . ..) = y(y6)*. Graphiquement, le représentant Be, (s) ne conserve que
les sommets du représentantdeontenus dans le cadran Nord-Est du pFh (voir figure).

’_'_,_l_'ﬁ_ i T i

s : série non causale Pr+(s.) : /pl.us grand(,% serie
causale inférieure ou égale a s

Figure 2.9 — Représentation graphique de I'opération de projetion

Remarque 2.37.1l faut garder a I'esprit quePr étant un projecteur (i.ePr; o Pry = Pry), si une
séries est causale elle est invariante pRr., c.-a-d.

s € M [v,6] <= s=Pry(s).

Notation 2.38. (M?"t[~, §]) L'ensemble des séries rationnellest€? [, §] constitue un sous-dioide
de M%[v, 6] noté Mérratly §]. Par définition, M{™t[~, /] n'est pas complet, une somme infinie
d’éléments rationnels n'est pas nécessairement rationnelle.

2.6 Graphes d’événements incertains

Cette section s'intéresse a la modélisation de graphes d'événements temporisés dans un dioide d'in-
tervalles [Lhommeau, 2004]. L'objectif est de pouvoir prendre en compte des incertitudes (erreurs de
modélisation et/ou variations paramétriques) en les représentant par des intervalles. Autrement dit, le
nombre de jetons et les temporisations associées aux places sont supposés évoluer dans un intervalle
défini au moment de la modélisation, le systéme est alors qualifié d’'incertain.
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2.6.1 Graphes d’événements temporisés et analyse par intervalles
2.6.1.1 Incertitudes de modélisation

On rappelle gu'il est toujours possible d’obtenir la représentation d'état d'un GET sous la forme

suivante :
{ r = Ax® Bu

y = Cx

ouz € (M&[~,d])" représente le vecteur d'étate (M22[v, §])” représente le vecteur de commande
ety € (M%]y,4])? est le vecteur de sortie. Par ailleurs, la matrce (M3 [y, 5])"*" représente la
matrice d'évolutionB € (M%2[v,])"*" représente la matrice de command€'et (M4 [y, 5])**"
représente la matrice de sortie.

Cette représentation déterministe suppose que le modeéle est parfaitement connu et ne fait pas I'objet
de variations paramétriques au cours du temps. Cette hypothése peut parfois étre trop restrictive, il semble
alors souhaitable de prendre en compte, dans le modele, les informations relatives aux incertitudes ; soit
en considérant des hypothéses sur la nature statistique de ces incertitudes (voir [Baccelli et al., 1992]
pour I'étude des GET stochastiques), soit en émettant des hypothéses sur les amplitudes de variations
des parametres. Nous considérons ici ce second point de vue.

La classe des systemes incertains que nous allons donc considérer est celle des graphes d’événements
temporisés dans lesquels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places
sont incertains, mais supposés appartenir a un intervalle.

2.6.1.2 Représentation d’état incertaine

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous allons considérer que les ma-
trices A, B et C du systeme peuvent prendre n’importe quelle valeur dans des intervalles. La connais-
sance de I'amplitude maximale des variations de chacun des parametres du systéme permettra d'établir
ce modéle incertain sous la forme d'un systéme décrit dans un dioide d'intervalles.

Le systeme pourra donc s'écrire :

r = AxzdBu (2.15)

y = Cz (2.16)
oA €A € ([I(ME[,0)"" B eB e I(ME[.)""etC e C e I(MZ]y,d])""
Autrement dit, les éléments des matri¢esB et C appartiennent au dioide des intervalles1$+ [, d]),
et les bornes de chaque élément appartiennent au didftfd~, J].

A partir de cette représentation d'état, nous pouvons donner |'expression de l'intervalle conte-
nant 'ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Dans un premier temps,
le corollaire[1.I01l donnec = A*Bu comme plus petite solution d¢ (2]15) (on rappelle que
A* = [A* AT] € T (M§[y,d]™*™)). De plus, d’aprés la propositi67, la matrice d'intervalles
A*B € (I(M%[v,4]))"? est la plus petite contenant I'ensemble

{A*B| A€ A, B e B}.
Ensuite, en reportant I'état dans I'équation de sortig (2]28), on a

y = CA*Bu = Hu, (2.17)
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OO

Figure 2.10 — Modélisation incertaine d’'un graphe d'événements temporisé.

OUH = CA*B € (I1(M{7]v,4]))?? représente I'intervalle contenant I'ensemble des relations entrée-
sortie du GET incertain. En outre, soit I'ensemble

H={CA*B|CeC,Ac A Bec B}, (2.18)

des relations entrée-sortie possibles pour le GET, d’apres la prop¢sition 1.16% onH .

Pour illustrer cette représentation, considérons le graphe d’événements temporisé de[la figure 2.10.
Sur ce schémay , us ety désignent les entrées et la sortie du systéme, les jetons en pointillés représentent
le fait qu'une ressource peut ou ne peut pas étre présente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d’'un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machin&/, a la possibilité de traitet ou 2 piéces en méme temps et chaque
traitement dure unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste eraté unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitignDonc la machiné/, peut traiter au mieug piéces
toutes les3 unités de temps et au pitepiéce toutes led unités de temps. La composante correspondante
dans la matriced est par conséquent, = [y252,v6°] ol la borne inférieure de l'intervalig,, = 7253
représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioi@g) et v62 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioide). De méme, l'intetiyalle: [2, 6]
représente le temps de séjour dans la place en aval de la transittmant de pouvoir contribuer au tir
de la transitiones.

En appliguant la méme démarche a I'ensemble du GET, nous obtenons le modéle suivant :

[v?0%,78°] e €] [, €] le,e] [e, €]

x = [, €] [v253, 783 €, €] x® | [e,e] [e,e] | u
[6%, 6] [0%,6°]  [+%6°,70°] [e,e] €€l

Yy = ([6,5] €, €] [e,e])w.

De cette représentation d’état, il est possible de donner l'intervalle contenant 'ensemble des trans-
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Figure 2.11 — Représentation #£; les zones grisées correspondent a I'ensemble des comportements

ferts entrée-sortie du systéme. Tout d’abord, I'état s’exprime par :

[(262)", (6°)] e, e]
x = A*Bu= [, €] [(7253)* ) (753)*] u. (2.19)
[63 (v26%)7, 6 (v0°)"] [0% (726°)" 0% (v6°)]

En reportant, I'expression de 'étdt (2]19) dans I'équation de s¢rtie](2.28), on obtient I'intervalle
contenant 'ensemble des relations entrée-sortie du GET incertain :

y=CA*Bu=Hu= ([6°(126%)",5* (76°)"] [6% (+%6%)", 8% (10%)"]) w.

La figureg[ 2.1l montre 'ensemble des relations entrée/sortie possibles du graphe d’événements temporisé
de la figurg 2.10. En d’autres termes, les zones grisées de la[figufe 2.11 caractérisent complétement le
comportement du GET (figufe 2]10) dans le cas ou s’exercent des variations paramétriques comprises
dans les intervalles (prédéfinis au moment de la modélisation du systéme) associés au hombre de jetons
et/ou aux temporisations de chacune des places du GET.

2.7 Graphes d’événements P-temporels

Les réseaux de Petri P-temporels ont été introduites par Khansa [Khansa et al., 1996]. lls permettent
de modéliser les systémes a événements discrets a contraintes de temps de séjours sur I'ensemble des
places.

Des intervalles de temps sont associés aux places de ces réseaux. La sémantique de ces intervalles est
la durée de séjour admissible d’'une margue dans une place. La violation de cette spécification se traduira
par la mort des marques. Cette notion de marques-mortes est spécifique a ce modéle.

Définition 2.39. Un graphe d’événement P-temporel (GEP-T) est défini par le doubleE’, I.S > ou:

e GE estun graphe d’événement,
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e 1S est une application définit de (ensemble des places) vé@lax[[y]]) Ue x (Z;ax[[fy]]) et qui
associe a chaque plaggun couple ordonnés,,in Smaz) AveCO < Spmin = Smaz-

[Smin Smaz) définit I'intervalle statique de temps de séjour d’'une marque dans la place

Un jeton dans la placg; participe a la validation de sa transition de sortie seulement s'il a séjourné
une durée minimale donnée par la borne inférieure de I'intervalle de temps de séjour donc as},/ioins
unité de temps dans cette place. Il doit quitter la plgcet donc franchir la transition de sortie au plus
tard apréss, .. unité de temps (borne supérieure de l'intervalle de temps de séjour), au dela de cette
date, il sera considéré comme "mort" et ne pourra pas participer a la validation de la transition.

La cuisson d’'une baguette de @hﬂst un exemple simple qui peut illustrer la notion de temps de
séjour borné. En effet, la durée minimale de séjgpy;, correspond a la durée minimale de cuisson de
la baguette. La durée de séjour maximale est fixée a une wglgyau dela de laquelle la baguette sera
brulée.

2.7.1 Regle de franchissement pour les GEP-T
Les regles de franchissement d'une transition sont les suivantes :

e Toutes les places en amont de la transition doivent contenir au moins un jeton disponible, c.-a-d. ,
ayant séjourné au minimum,,;,, unités de temps dans la place.

e Les jetons participants a la validation de la transition ne doivent pas avoir séjouné plis.de
unités de temps dans la place.

A Ay

—

N/
@ib) () (@b
N

——

A3

Figure 2.12 — Regle de franchissement d’une transition dans un graphe d’événements P-temporel

Exemple 2.40.Considérons I'exemple de la figyre 2.12, si la transitionest tirée a l'instant; et la
transition 2, est tirée a l'instantty, la date de tirts de la transitionzs doit respecter les contraintes
suivantes:

e t3 > date de disponibilité des jetons c.-a-d.

ts = t1 + a; et
t3 = ta + aq

e t3 < date de mort des jetons c.-a-d.

iCette exemple fait en quelque sorte echo au papier "l'algébre des sandwichs" paru pdansla
scienc§Cohen et al., 2005a].
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t3 < t1 + by et
t3 = t2 + bo.

Ceci nous donne la contrainte suivante :

max((tl + al), (tg + CLQ)) <t3 = min((tl + bl), (tg + bz)) (2.20)

La matrice des durées minimales de séjours est donnéglpar( a1 a9 ) et la matrice des durées
maximales de séjours est donnée pae= ( by by )
L’équation2.2p devient dans le dioig,.x la suivante :

(1 ®a1) @ (t2 ®az) 2 t3 2 (t1 ® b1) A (t2 ® ba).

=
A®<t1>5t35A®<t1 )
to to

2.7.2 Modéele algebrique pour les GEP-T

On suppose que les transitions sont tirées dés qu’elles sont validées. Le fonctionnement est dit au
plus tot.
Un graphe d’événement P-temporel peut étre représenté par les équations suivantes dansu'tljoidd :

r = Az ® Bu= A"Bu,
{ y = Cx=CA"Bu, (2.21)
et les trajectoires doivent respecter des contraintes non linéaires qui sont données par :
r = A®zANBOoOu
~ = ' 2.22
{ y X Corz ( )

A représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées entre les transitions internes
B représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées entre les transitions internes
et les transitions d’entrée €t représente les contraintes des dates de mort associées aux places situées
entre les transitions de sortie et les transitions internes.
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0 /xl (M)?Hﬁ@ H

(5:8)

(1;3)
u K (7;9)
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3H (g H 8)% H

Figure 2.13 — Exemple de graphe d’événements P-temporel

Exemple 2.41.La figureg[2.1B donne un exemple de graphe d’événements P-temporel ou les matrices de
disponibilité sont données par :

e € 0y € § & ¢
e e e 8342 e 87 & (e e & ¢
A= 2 & & 4§ B = € € € etd = e e e 6 )
e 6 e ¢ € € €

L’élémentA(2,4) = §3~2, correspond a la place entre la transitian et la transitionzs. Il signifie qu'il
y a deux jetons dans la place et que les jetons ne seront disponibles qu’apres un séjaumitds de
temps.

Les matrices des durées maximales de séjour sont données par :

+o00 400 400 +400 2 8 +o00
—- +oo +oo 400 +oo — 400 9 7
A — , B =
4 400 400 3 +00 400 400
+o00 +00 +00 400 +o00 +00 400

etC:<+oo 400 +o0 +oo>.
+o0o 400 400 +oo

L’élémentA(3, 1) = 4 correspond a la place entre la transitian et la transitionzs, et il signifie que les
jetons, ne doivent pas séjourner, dans cette place pldsuhétés de temps. En I'abscence de contrainte
de temps de séjour, I'élément de la matrice correspondant est égaba

Remarque 2.42.Pour simplifier la représentation des résultats ultérieurs, les éléments des mdirices
et C seront supposées égauxac. Nous montrons ci dessous que cela se fait sans perte de généralité.
La figurg 2.14 présente graphiquement cette extension appliqguée au GEP-T de [afigure 2.14. Le nouveau
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vecteur d’'étatr’ est donné par’ = , OUu, x ety sont respectivement le vecteur d’entrée, le

< 8

vecteur d’'état et le vecteur de sortie du premier modeéle.

Le modele algebrique des GEP-T peut étre représenté par les équations suivantes :

= Az® B,
{y = (2.23)

ce gui nous donne le systeme suivant :

/o 1% !
{”“" = 4B, (2.24)

avec les contraintes des durées maximales de séjours données par :

<A o (2.25)

Cette reformulation conserve la méme fonction de transfert que la premiére et elle est une conséquence
de la modification suivante du vecteur d'état :

e Pour chaque transition d’entrée, une transition et une place vide sont ajoutées en amont des tran-
sitions d’entrée.

e De méme, pour chaque transition de sortie une transition et une place vide sont ajoutées en aval.

3 g g e 3 3
La matrice d’étatd’ estdonnéepat’ = | B A ¢ | etdoncd™ = A*B  A* ¢
e C ¢ CA*B CA" e
e
B'=|c¢|etC=(c ¢ ¢e)
13
donc

H =(C'A"B'=CA'B=H.

Remarque 2.43.0n appliguant les modifications données dans la remarque précédente, on obtient un
GEP-T dont chaque transition est connectée a au plus une seule transition de contréle.
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0 1;2 @ 3
FOH8 0 JA-O0+0A,

9

(5'8)

0
N ’ (1:3)
u2H—>© )@:2< (7,9)

Hﬂ@*ﬂﬂ(g &8}*@%@ I,

Figure 2.14 — Une autre représentation du graphe d'événements p-temporel presenté dans I'exemple
2.41

Remarque 2.44.Dans la suite tous les éléments de la matriteont supposés appartenir & un méme
groupe réticulé.

Concrétement, cela implique que les éléments de la matrice seront des monomes (i.e., de la forme
avP) ayant tous le méme exposant ou le méme coefficient. Cette derniére condition provient du fait qu’un
polyndmenr? & (37 aveca # (3 etp # g n"admet pas d’inverse.

Plus précisément, les éléments de la matdeeront pris dans le groupe réticil,.x C M|y, d].

Remarque 2.45.Dans la suite, les places soumises a une contrainte seront supposées sans jetons ini-
tialement. Dans I'exemp|[e 246 il est montré que cette hypothése n’engendre pas de perte de généralité
puisque un modeéle équivalent peut étre établi.

Exemple 2.46.La figure[2.1}5 présente la transformation adoptée. Il s’agit d’ajouter une transition et
une place de temporisatidnen aval de la place existante. Les jetons qui étaient dans la placeentre
etxs sont affectés a la place qui se situe entieet 2}. De méme pour les jetons entrg et x5 (voir

grapheb de la figurg 2.15).

La figure @) conduit au systeme suivant :

(aw azy? )®<2 >:m3j(b1’y bay? )®<x1 ) (2.26)

T2

La figure ¢) conduit au systéme suivant :
A
T =721

I A2
T2 =7 T2 ) , (2.27)

(a1 @)@(2)21‘35(51 b2)®<§})
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Le systéme d’équatign 2]27 est équivalent a :

/ /
(a Gz)@(?gil/ >:$3j(bl b2)®(,;/2?/>

2 2

2 T < 2 x1
& ((ary GQ’Y)®<$2> z3 2 ( by bzv)@(@)
par conséquent les deux graphes sont équivalents algébriquement.

X X
T
0 @ 0
R =
\ /

(ashy) @ @(az,bz) (ashy) Q Q(az;bz)

N \

'x3 x3

(@) (b)

Figure 2.15 — Equivalence entre un GEP-T avec un marquage initial dans les places contenant des
contraintes de temps de séjour maximal et un GEP-T ou ces méme places sont sans jeton.

2.8 Graphes d’événements P-temporels incertains

Comme dans la sectipn 2.6, nous considérons une version incertaine des GEP-T. Les durées de séjour
minimales et/ou maximales des jetons dans les places seront supposées incertaines et appartenant a des
intervalles.

Les temporisations sur les places sont représentées par un couple d'intérvalles ([2/, z"]; [/, v"])
avecx jE}y Les durées minimales (respectivement maximales) sont supposées évoluer dans l'intervalle
X (respectivemeny). Dans le cas d’abscence d’incertitude la temporisation est représentée par un sca-
laire. Dans le cas d’abscence de contraintes sur la durée maximale de séjour, on représente uniquement
l'intervalle des durées minimales.

Ce type de modéle permet donc de modéliser un systéme :

e dont le temps de séjour minimum est incertain et appartient a un intervalle. Par exemple le temps
minimum de cuisson d’'une fournée de pain varie en fonction du nombre de pains cuits simultané-
ment.

¢ dont le temps de séjour maximum est incertain et appartient a un intervalle. Comme précédemment
le temps maximum de cuisson est fonction du nombre de pains insérés dans le four.

Cette approche intervaliste est donc une alternative aux approche stochastiques.

®Nous rappelons que la relation d’ordre §¢D) est donné pax <y < =’ <y etz” < y".
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Exemple 2.47.Dans I'exemple de la figufe 2.]16, la temporisation de la place entre la transiticet
la transition x3 est donnée par le couple d’intervallé; [2 4]) donc la durée minimale de séjour des
jetons dans cette place est fixée at la durée maximale de séjour varie en2ret 4.

o ([1.2];[3.4]) @
w}+£ﬁ/©W

x (224D As

HCH,

([1,31:5)

3 'x6 1 -xg 0

H}%Q&{y)gw{}&

Figure 2.16 — Graphe d’événements p-temporel incertain

Le systeme pourra donc s’écrire :

X = AXoBU =A"BU
{ Y - Cx , (2.28)
et les trajectoires doivent respecter les contraintes suivantes :
{ X =< AGX |, (2.29)

ou A, B et C (respectivemenf, B et C) sont les matrices des intervalles des durées minimales
(respectivement maximales) de séjours.

Remarque 2.48.Pour éviter la confusion entre la notation d’intervalle et la représentation des durées
minimales et maximales de séjours, les bornes de I'intervalle seront notées comaie-syiX’, X"].

Exemple 2.49.Considérons le graphe d’événements p-temporel incertain de la figure 2.16, les matrices

€ E € € € € € €
€ e € € € € € €
[6,6°] ¢ e € 0y e e €
5 3.2
, . \ . € 6° € € € 0 € € —

de lareprésentation d’état sont les suivantgs= 9 73 VA=
€ e 0° € ¢ [6,5 } € €
€ e e 6 ¢ € € €
€ e e e & € € €
€ e € € ¢ 1) € €
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T T T T TTTT e e

T T T T TTTT e e

34 T T T T T T T £ e

T 7 T T T T T T e € E € € €

T T4 T T s TT BT et0_< e e e e)
T T T T TTTT e e

T T T T TTTT e e

T T T T TTTT e e

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés un rappel sur les réseaux de Petri, nous avons présenté différents dioides
permettant la représentation du comportement des GET déterministes et des GET incertains.

Nous avons également introduit le modele GEP-T et sa représentation(diétat+)-linéaire sous
contraintes non-linéaires.

Le prochain chapitre est consacré pour une partie au probléme de la synthése de contrbleur pour les
GEP-T et pour l'autre partie a la vérification des contraintes temporelles de ce modéle.






CHAPITRE 3

Sur la commande
optimale en boucle
ouverte des GEP-T

Classiguement, commander un systéme revient a piloter ses entrées dans le but d'obtenir des per-
formances spécifiées par un cahier des charges. Dans le domaine des systemes a événements discrets
deux notions de commande ont été développéeizapproche algébrique des dioides : la commande par
poursuite de trajectoir@uis la commande pgoursuite de modéldé.a premiére structure de commande
est un probléme de commande paursuite de trajectoireonnuea priori. Autrement dit, il s'agit d’'éta-
blir une trajectoire d’entrée (commande) du systeme telle que la réponse en sortie "suive au mieux" une
trajectoire de consigne correspondant au comportement désiré en sortie du systeme. L'approche propo-
sée dans [Cohen et al., 1989] permet d’'étakliplus grandetrajectoire d’entrée, notée, telle que la
réponse, notég, soit inférieure ou égale a une trajectoire de consigne, notBus précisément, pour
un systemeH, on cherche le plus grand élément de I'ensemble suivant :

{ueDP|y=Hu =z}, (3.1)

ou < est I'ordre défini dans le dioidP.

Une telle commande est optimale vis-a-vis du critére de juste-a-lﬂarﬁbe est notéeu,,, et se

définit par :
Uopt = @ u.

Hu=<z

La deuxiéme technique de commande est la commandpquaisuite de modeéld objectif est de
calculer d'un précompensateur, ndtétel que le comportement entrée-sortie du systéme corrigé, noté
Gp = HP, composé d’'un systeme nominal, ndi et du précompensatelt, est un comportement
aussi proche de celui d’'un modele de référence, 6bt&, qui caractérise la spécification structurelle
(cahier des charges). Plus présisément pour un systeorecherche le plus grand tel que :

HP = Gyey.

Différents travaux ont permis d’étendre la commande en juste-a-temps des systemes linéaires aux cas
ou:

I"Juste-a-temps" s'interpréte comme la quantité juste a I'instant voulu. Dans les milieux industriels, on parle de méthode
de production en juste-a-temps (ou encore en flux tendus), cela consiste a acheter ou a produire la quantité juste nécessaire (de
facon a minimiser les stocks internes) au moment ou on en a besoin (satisfaction de la demande client).

85
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¢ |le modele ne refléte pas le comportement réel du systéme (I'existence d’une désadaptation entre le
systeme et son modélé) [Boimond and Ferrier, 1996, Menguy et al.,|2000a] [Menguy, 1997, 86];

e des entrées sont non maitrisablés [Lhommeau,|2004],[Menguy et al.,|2000b],[Menguy, 1997,
§5.4.2];

¢ le systéme est linéaire mais non stationnaire [Lahaye, 2000].

L'objectif de ce chapitre est d’étendre ces deux structures de commande de type boucle ouverte aux
systemes modélisés par des graphes d'événement P-temporels tel qu’introduit dans le second chapitre.

Ce chapitre est organisé comme suit : apres un bref rappel de la commande en juste-a-temps, une
extension de cette commande aux GEP-T est présentée dans la section 3.2. Une premiére méthode qui se
base sur un algorithme de type point fixe est tout d'abord présentée. Dans la section 3.2.2, une méthode
de test de la consistance des contraintes des GEP-T utilisant la résiduation et la résiduation duale est
posée. Ensuite, la section 3.2.3 est consacrée au test de la commandabilité des GEP-T. Enfin, une étude
de la commande en juste-a-temps par poursuite de modeéle pour les systemes modélisés par des GEP-T
sera donnée dans la section 3.3. Ce chapitre rassemble les contributions présentées dans [Ouérghi et al., ,
Ouerghi and Hardouin, 2006b, Ouerghi and Hardouin, 20064].

3.1 Commande en juste-a-temps des graphes d’événements temporisés

3.1.1 Poursuite de trajectoire

Le probléme de commande en boucle ouverte résolu est le suivant. On dispose d'un systéme (un GET
avecp entrées ety sorties) dont on connait la matrice de transférte D?*P. On désire, a I'aide des
entrées, € DP, faire en sorte que les sorties du systeme suivent au mieux des trajectoires déterminées
dites de consignes € D9. Dans [Cohen et al., 1989], il est montré que ce probleme a une solution
optimale, c'est-a-dire qu'il existe une plus grande commande d’entsgec D? telle que la sortie
résultant de cette entrég,f; = Hu,y) Soit inférieure ou égale a la sortie deésired.a commande:,,
est alors optimale vis-a-vis du critere de juste-a-temps (la spyfiest en juste-a-temps).

entrée réponse imposée
(commande) fonction de transfert| (consigne de sortie)
Uopt =7 H Yopt < 2

Figure 3.1 — Problématique générale de la commande en boucle ouverte.

Formellement, soif.y : PP — D7, u — H ® u, une application définie sur des dioides complets.
Déterminer la plus grande commande revient & s'intéresser a I'ensemble

{u e DP|Ly(u) <z},

et plus précisement a sa borne supérieure (nagg qui nous donnera la plus grande commande veri-
fiant la conditionL i (uep¢) < 2. On peut déja remarquer que cet ensemble n’est pas vide puisgue
est solution, c.-a-dLy () = ¢ < z.

En fait, le calcul de cette commande est un probleme d’inversion d’'application définie sur des dioides.
La théorie de la résiduatio§.6) permet de résoudre ce probléme directement.
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Proposition 3.1. La commande optimale,,; existe et est donnée par :

Uopt = sup{u € DP|Ly(u) <z} = L% () = Hyz. (3.2)
Démonstration.Résulte immédiatement du fait qiig; est une application résiduabiél (6.4). O

Remarque 3.2.La commande optimalg (3.2) correspond a la commande faisant entrer les jetons le plus
tardivement possible dans le systéme, tout en garantissant qu'ils sortent avant les dates désirées.

Figure 3.2 — Graphe d’événement temporisé.

Exemple 3.3. Considérons le graphe d’événement temporisé de la figufe 3.2. Les équations d’état sont
données par :

{ z = Az ® Bu = A*Bu, (3.3)

y = Cx = CA*Bu,
A, B etC sontdonnées par :

e e 6y € § & ¢

e € & 642 | e 57 60 (e e 8 ¢
A= 2 ¢ e 4§t B = € € € etc = e € ¢ 60 )

e 0 e ¢ e € ¢

La matrice de transfert du systéme est donnée par

B . B 56(53’}/)* 514(537)* (512(53’)/)*
H = CA B = ( e (511((56’72)* (59(56’)/2)* '
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On souhaite avoir un vecteur de sorije< z avec

k 0| 1] 2 3
z1(k) | 17 | 21 | 22 | +o0
zo(k) | 17 | 22 | 25 | +o0

La consignez peut étre exprimée par des séries formelles datf§' [, 6] comme suit
L 51770 o 521,)/1 ey 52272 ey 5+oo’73
51770 e 522,71 @ 52572 D 5+oo,)/3
Le plus grandu tel que
y=Hu=<z
est obtenu par la résiduation de la consigne par la matrice de transfert
Uopt = LﬁH(z) = Hyz.

510,70 D 513,},1 o) (516")/2 @ 5—&-00,}/3
ce qui nous donne le vecteur de commande suivgnt= 62790 @ 8541 @ 6842 @ §Hooy3
54,70 D 57,71 D 510,},2 @ 5+oo,y3

k 0|12 3

(&) |10 | 13 | 16 | 100
(k)| 2 |5 | 8 |+
ug(k) | 4 | 7 |10 | +o00

Le vecteur de sortie correspondant est

516,)/0 oy 51971 o 522,72 o) 5+oo,73
Yopt = ( 51370 @ 51641 @ §1942 g 5003 >

ce dernier est la plus grande sortie inférieure ou égale a la consigne

3.1.2 Poursuite de modéle

La démarche adoptée ici, empruntée a I'automatique classique, est de "compenser"” la dynamique du
systeme nominall par I'action d’un autre systéme, nafé(un correcteur), lui méme (max,+) linéaire,
dont on sait maitriser (ou paramétrer) la dynamique (c’est a dire ici le transfert). Le syiStémai du
correcteurP possede alors un transfert différent n6tg par la suite.

Structurellement, le correcteu? s'interpose entre la consigne d’entfée(qui devient I'entrée du
systeme corrigér p) et la commandé’ du systéme nominall (voir figure[3.3). La command¥ est
élaborée par le correctedt a partir de la consign&’. De la relation de transfedt = HU (pour
le systeme libre) on passe a une relation de trandfeet HPV = GpV pour le systéeme corrigé.

La synthése du correcteur est effectuée dans I'objectif d'atteindre pour le systéme contfandé
transfert aussi proche que possible du transfert de réfﬂelmmé par la matricé’,. .

2Nous renvoyons aux théses de B. Cottenceau et de M. Lhommeau pour des discussions relatives au choix du modéle de
référence.
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G,
U— H_ ) vl ey V—{ Gy |

Systéme Systeme Systéme
nominal precompense de référence

Figure 3.3 — Correction d’'un systéni€ par un précompensatefir

Formellement le probléme de commande consiste a calculer un syBtéehque

GP = Gref
P soit le plus grand possible

La contrainteGp < G, signifie pratiquement que pour toute entiéen a

Yo, =GpV = GTer = Y(;Tef vV.

En représentation dateur ceci correspond & : pour une trajectoire d’entrée §oinée.cz,

Vk € Z,Ya, (k) = Yo, (k),

ref(

c'est-a-dire que pour une méme entté@ppliquée aux systemésp etG,., le jeton numéroté sort
du systéeme> p avant le jeton numérote issu du systemér,.; . En terme de production de jetons par
unité de temps, les performances attenduegpar pourront également étre assumées@ar.
Le probléme de calcul de précompensateur se ramene sous cette forme a un probléme de résiduation.
Le résultat suivant est alors direct.

Proposition 3.4. Pour tout modele de référend@,.; € (M$*[y,d])P*™ et une matrice de transfert
H € (M%]~,48])P*™, il existe un plus grand précompensatéty,; périodique( P,y € M5 [y, §])P*P
tel queGp,,, < G,cs . Le précompensateur,,; est donné par le calcul

Popt = Hk{Gref-

Remarque 3.5 ((Correcteur Neutre)). Notons qu’un modéle de référence intéressant d’'un point de
vue pratique estr,.; = H, I'objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du systeme,
tout en augmentant autant que faire se peut la commande. Cette stratégie conduit au précompensateur
Py = HXH, qualifié de neut@ Il exprime simplement le fait que I'on peut toujours "filtrer” le flux
d’entrée d’'un system& par un précompensateur sans dégrader les performances initiales.

Dans la proposition qui va suivre nous introduisons un nouveau précompensateur. Celui ci permet de
garder le vecteur d’état inchangé et il sera netg.

Proposition 3.6. Le précompensateur optimal permettant de laisser le vecteur d'état inchangé est donné
par

3Cette appellation pertinente a été suggérée par C. Commault.
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P,, = (A*B)}(A*B).
Démonstration.L'objectif estA* BPv = A*Bv Yo
< A*BP = A*B
& P < P, = (A*B)}(A*B).
De plus, on &A*BP,,v = A*B((A*B)}(A*B))v = (A*B)v. Par conséquenk,,, est le précompensa-
teur optimal qui préserve le vecteur d’état. O

Remarque 3.7.La résiduation doit s’entendre ici comme la résiduée de I'application
Ly : M@y, §] — Moxty, 6], « — Huz,

avecM¢rrt[y, 4] le dioide des séries causales et périodiques (voir notatior] 2.38).

3.1.2.1 lllustration

On peut reprendre ici 'exemple de I'atelier décrit dans I'exeniplg (3.3). Le transfert du systéme libre
est décrit dansvi{” [y, 6] par la matrice

_ . _ 56(537)* 514(53,7)* 512(537)*
H = CA B = < c 511(5672)* 59(5672)* >

Le taux de production est de une piéce tout les trois unités de temps. On souhaite baisser ¢¢4aux a
donc on se fixe comme modéle de référence le transfert suivant

_carp_ (07 @7 @
meowm=( I GN G )

Le correcteurP,,; = (H{G,.s) est donné ci-dessous :

5—6(54,y)* 5—6(547)* 5—6(547)*
Popt — € 5714(547)* 5714(547)*
€ (5_12(54’}/)* (5_12(54’}/)*

Le systémeP n’est pas causal, il n’a par conséquent pas de réalisation par un GET (a temporisations
dansN).

Pour remédier a ce probléeme de causalité, il suffit de projetelans le dioide des séries causales
Mérrat[~ 4], le projecteur not®r, (voir propositio). Ainsi, le précompensateur est donné par

22 (64y)* 822 (6M)F 622 (6M)*
Prat = Pry(Popt) = € 52 (01y)* §1y%(81y)*
€ V(oY) AR (6N)

Une réalisation de ce précompensateur est donnée figlire 3.4. Les équations récurrentes fournissant I'ex-
pression de la commandeen fonction de la consignesont les suivantes sur le dioide, . :

ui(k) = dui(k—1) ®2v1(k —2) ® 2v2(k — 2) ® 2v3(k — 2)
UQ(]{:) 4UQ(,I€ - 1) D 47)2(1{? — 2) ) 4113(]43 — 2)
us(k) = 4duz(k—1) ®va(k —3) D vs(k—3)
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Figure 3.4 — Réalisation du précompensateur permettant d’approcher au@higux

3.2 Commande en boucle ouverte des GEP-T ; Poursuite de trajectoire

Dans cette partie nous allons proposer une méthode de calcul de la commande optimale pour les

systemes modélisés par des GEP-T. Cette méthode se résume en deux étapes :

e Dans un premiértemps, nous modélisons le probleme par une équation au point fixe d’'une fonction
monotone non linéaire dans l'algékr@ax, +).

e Dans un deuxiéme temps, nous calculons le plus grand point fixe de cette fonction par un al-
gorithme et nous montrons, dans le cas ou l'algorithme converge, que ce point correspond a la
commande optimale.

Soit z une trajectoire désirée en sortie. Nous souhaitons calculer la plus grande cominihde

gue la sortiey du GEP-T soit la plus grande inférieure ou égale a la consigioeit en respectant les
contraintes du modéle. Pour cela nous considérons le modéle introduit dans le parfagraphe 2.7.2.
Il sagit de calculer la plus grande commandgui satisfait les contraintes de sortie qui sont données

par :
z = Az ©® Bu,
{ Y= Cr. (3.4)
avec
Yy =z (3.5)

et qui respecte les contraintes imposées par le modéle, c.-a-d. :

r=3AQx (3.6)
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3.2.1 Vérification de la consistance d’'un GEP-T

La solution triviales peut se réveler étre la plus grande. Cette solution formelle signifie 'absence de
solution au probleme de planification proposé. Cette absence de solution physique peut survenir lorsque
le graphe d’événement P-temporel est inconsistant, c’est a dire que les propriétés structurelles du graphe
rendent impossible le respect des contraintes.

Cette partie a pour objectif de fournir une méthode algébrique permettant de vérifier a priori la
consistance des GEP-T.

Préalablement, un exemple illustrant ces problémes de consistance est proposé

(®\ﬂ =
/’ ¥ @6y Y,
Q

3
(2:7)

S
x@»

Figure 3.5 — Graphe d’événement P-temporel non-consistant

Exemple 3.8 (lllustration d’un graphe non consistant). Considérons les deux chemins qui relient les
transitionsu estxs, soit{u, x1, x3} et{u, x2, x4, x3}. Supposons que la transitiensoit tirée a I'instant
t, deux jetons apparaissent simultanément dans le graphe, un dans la place situéestntret I'autre
dans la place située entieet z». Le premier induira le tir de la transition:; et I'apparition d'un jeton
dans la place située entre, et xs. Il sera disponible pour le tir de:s a I'instant ¢ + 5 et violera la
contrainte a l'instantt + 9.

Le second induira le tir des transitions, puis x4 et I'apparition d'un jeton dans la place située
entrex, etzs. |l sera disponible pour le tir das a I'instant¢ + 11 et violera la contrainte a I'instant
t + 16.

Clairement, quelque soit la date de tir de la transitionle jeton présent dans la place située entre
x1 estxs violera la contrainte (formellemerit + 5,¢ + 9] N [t + 11,¢ + 16] = ().

3.2.1.1 Vérification de la consistance d'un GEP-T

Rappellons le modéle d’'un GEP-T
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r = Ax® Bu,
= Cu,
etz <X Aoz (avecl'y : = +— A® x une application semi-continue supérieure)

La premiére expression implique :
x = Ax etx = Bu.

La structure interne du graphe d’événement P-temporel devra donc satisfaire
Ar <z <A0zx.

En d’autre terme, I'abscence de solution finie de ce systéme impliqgue que le graphe d’événement P-
temporel est structurellement inconsigtant

Définition 3.9. Un graphe d’événements P-temporel est dit consistant sk D" fini (x; # ceta; # T
pour tous les) tel quedr <z < A ® x.

Lemme 3.10 ([Baccelli et al., 1992], Lemma 4.77, p. 191l.es équivalences suivantes sont vraies :
rrarsx=adrsSr=<agr e r=aie.

Proposition 3.11. Soit la matriceA € D"*", si l'application'; : z — A ® z est semi continue
supérieure, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) < Aoz,
(ii) Avx <,
(iii) A.x =,
(iv) Ay Oz =
Démonstration.Tout d’abord rappelons que bi; est semi continue supérieure ald% existe, avec

F% Dz Az,
(i = ii)

r=XAG0r= Ay <.

Siz < Az alorsAyr < A%(A © ) puisque @y.) est isotone (voir théorénje 1.113), de plus le
théoréme 1.113 implique quéy (4 © ) < z, par conséquent

Avz < .

(ii = i)

Az <z = Adz =1

Siz = Ayz alors par isotonie et en utilisant.(6) = = Ayz = A%z = -+ = z = (¢V%z) @ (Ayz) @
Az) @ -
etgrace ala propositi]z:?t Az = 2= (OANANADA- - az = Az (voir définition),

or A, < e® doncA.xx = e“%x = x. Par conséquent

1Le systéme est mal fait, on ne peut pas empécher les violations de contraintes



94 CHAPITRE 3 — Sur la commande optimale en boucle ouverte des GEP-T

T = Z*\m.

(iii = iv)

r=Axt=>1r=A,0x

v =Axr = A, 0z =4, 0 (Axz) = z (voir théoréemé 1.113), maid, © = < ¢® ® z = x, par
conséquentl, © r = x.
(iv = 1)

A, Gr=rx=>zx=<A0z.

A, 0z =(0ANAAP A )z dufait quel'; est semi continue supérieure (voir défini.SO),
OnaZ*Qx:(;E/\Z@;U/\Z®2®x/\~~)jZ@x. O

Corollaire 3.12. Soit un dioideD et deux matricest, A € D"*" si l'applicationI'; : z — A ©® x est
semi continue supérieure alors on a

Ar<z<A0z <z clmA*Nim A,.
Démonstration.Le résultat est une application directe de lenime]|3.10 et de la propgsitign 3.1100

Remarque 3.13.Considérons un dioid® et deux matricest, A € D™*", si l'applicationI'; : x —

A ® z est semi-continue supérieure alors le plus grandui vérifie linégalittA® 2 < 2 < Ao x

est calculé en utilisant le corollaife 1.p8. Il ressort du corolldire 3.12 que les trajectaid'sin GEP-T
devront nécessairement étre dansA* N Im A, pour garantir le respect des contraintes.

SiAN(A*® X) = (ANA*) ® X VX (voir la propositior] 1.12P pour une condition suffisante) alors la
plus grande solution peut étre calculée en considérant la proposition donnée ci-dessous.

Proposition 3.14. Si A,%(4* @ X) = (A,.3A*) ® X VX alors
[TA"0A () = A"z = 2 avecA = A,y A%,
est un projecteur dans I'ensembite A* N Im A,. De plusz est le plus grand élément die A* Nim A,
inférieur ax.
Démonstration.Tout d’abord, il est clair quﬂé*ﬂz* est un projecteur, en effet :

A" o [AA () = A} (A'xz) = Ak = T ()
(on applique la formulef.6) et on rappelle que*a* = a* (voir équatiory 1.37)).

Ensuite, montrons queappartient dm A* N Im A,, c’est a dire que
AR 232 A037.

(¢) On montre qued ® & < &, ceci est équivalent & montrer géies Im A* (voir lemme 3.1D).
Onai = A\i (& € ImA"), de plus, on @d" = A* (en effetA = A3A* et A, < ¢® donc

A= A%).D'apréslemmé 1.1]2 ona"4* = 4"

Donci = (A" A*)yi = A*y(A'\&) d'apres (.6).
Par conséquent}*z = & (voir propriét§ 1.11]1), c’est a dite € Im A*.
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(i) On montre quet < A ® #, ceci est équivalent a montrer ggies Im A, (voir propositio).
On ai = A'\i, ceci est équivalenta = A (voir Iemm).
Donci = (ARA*)2 = AX(A*%) (par hypothese).
Par conséquent, = A% (A*%) = A,xd (puisquet € ImA*).
Par ailleurs4, =< e® ce quiimplique que: < A,%z.
Nous avons dong = A,%# qui est équivalent @ < A ® # c’'est a direz € ImA,.

Enrésumé& < Im A* N Im A,, nous montrons maintenant qu'’il s’agit du plus grand élément inférieur a
xZ.
Soity un élément dém A* N Im A, inférieur az, on a:

Ay=y=A4A0y

y = A "Xy (voir lemmg 3.1D)

y = A%y < A'\z = & (par isotonie) cap < .

& y=A*yety = A, ©y (voir lemme3.ID et propositidn 3]11).
& y= A'yety = Ay (voir propositior] 3.1]1)

= y=AxA4%)

= y = (AXA")y = Ay (par hypothése)

= y= Ay

=

=

Corollaire 3.15. Soity un élément démA” (i.e.,y = A y), on a I'équivalence suivante :
yelmAd & Ay<y=Aoy.

Démonstration.Découle directement de la proposition précédente.
yelmA” =y =A%y = Ay <y < Aoy (il suffit de remplacet: pary dans les point¢i) et (i) de

la preuve de la propositign 3]14).
Ay < Ay <y <Aoy =y =AYy (prouvé précédemment). O

Remarque 3.16.Notons que I'hypothése utilisée dans la proposifion[3.14 est toujours vérifiée lorsque
I'on considére le modéle de GEP-T introduit au chapitréuisque d’aprés la propositign 1.129, il suffit
que tous les éléments deadmettent un inverse.

D'aprés la propositio4, il ressort également que I'état Im A* N Im A, devra nécessairement
étre dandmA" et par conséquent que la matrigecaractérisera la dynamique du GEP-T.

La proposition qui va suivre donne une condition nécessaire et suffisante pour que le GEP-T soit
consistant.

Proposition 3.17. Un graphe d’événement P-temporel est consistant si et seulement si tous les éléments
de la matriced” € D" sont différents d& .

Démonstration.Si il existe un élément), égal &T alorsVYB € D" on a(I4" "4+ (B)), = (A"\B); =

noo__, n . — I , i i

A (AikBr) = A\ (AukBr) A (AkBr) = (A8Bk) = €. Par conséquent il n'existe pas de
7=1 j=1letj#l

solution finie.

Si tous les éléments de la matridé sont différents del” alors il est évident que pour Ul € D", tel

queB; # ¢ etB; # T pour0 < i < n, on allA "4+ (B), = (A"\B); - «. m
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Exemple 3.18.L’'exemple de GEP-T de la figure B.5 auquel nous avons appliqué la remargue 2.42 est
caratérisé par les matrices suivantes :
£ e e 3 €
B e e 6y e
A= 6 ¢ e ¢ 4% | A=
e 8 e ¢ 52
e e 6 ¢ €

~H = =~
H =~
H~
[
[
M ;O O OO o
Q
I
7N
M M
M M
(LI
[
SN—

La matriced” = A, 3A* =

AAAAA 44444
i e e A T R

H A
H A
~H =

c'est a dire que le GEP-T est inconsistant, ce qui est en cohérence avec I'ekerple 3.8.

Remarque 3.19.Rappelons quel = A.3A4* = A car A, < e© et A* = A. Il découle que le
taux de production d'un graphe d'événement P-temporel est inférieur a celui du méme graphe sans
les contraintes de temps de séjour maximales.

Exemple 3.20.Soit le graphe d’événement P-temporel de la fifure]2.14, la matrice

€ = € € € € €
€ € € € € € €
€ € € € € € €
58T 8@l (e3 ) §0y(eP)T ()T P(E )T sv(sP)T Ey(ei )

om0 0000000
om0 000000

A = e 87 (859%)" 85(854%)" € (854)" c 837%(3%9%)"

53(53'\/)* 611(53'7)* 59(63'\()* 52(637)* 54(63'\()* (537)* 5(53,”*

e 510(6672)* 58@6,\/2)* e 53@6,\/2)* c (66’\/2)*

56(53'y)* 614(5?7)* 512(637)* 55(637)* 57(537)* 53(53'\/)* 54(537)*

c 611(6672)* 59@6,\/2)* e 64(56"/2)* c 5(5672)*

et la matrice
A=

e® 854t 8P @80ty 8P @Sy (aty)r a3t 52 e %ty e y(ty)” 575 @Ay (sty)” e e
§7T (84 Ol e (Gl M Ol D M IR e TG ) M e T e O DR I R e TC ) M
§TT () ¢y 82y (847" 57854y a7t )" T2 @6 Tyt )T T @O e e
58ty STyt @80yt (5 85y (549" 5@ sy(5t)* s @87y (8t e e
(5 y)* 87 (5% 35 (s%y)* sty (5%y)* 577 @ (61y)* sTreey(etnT e e
82(84)” sty 89(84 )" 8% (84" 82 (84y)” (6*m)" 8(8ty)” e e
82(84)" 810(8%y)" 38 (84" 82(84 )" 82 (84" 572 @835ty (8*7)” e e
(57(54’y)* 514(54’\/)* 512(547)* 56(547)* 57((54’y)* 53(54’\/)* 54(647)* e e
54 (5% st 8% (8% ) 83 (8% s (5% 57 @ sty (st 3(s%y)* < e

le taux de production du systéme sans les contraintes de temps maximale de séjour est de une piéce toutes
les trois unités de temps tandis que celui du GEP-T est de une piéce toutes les quatre unités de temps.
3.2.2 Recherche d’'une commande optimale garantissant le respect des contraintes.

Les graphes d’événements P-temporels considérés dans cette partie sont supposeés consistants, c’est
adire que :

Ar<z=A0z
(avecl'; : = +— A © x une application semi-continue supérieure)

admet une solution finid.€, A;; # T Vi, j).
On s’interésse désormais a établir une commanges qui garantit le respect des contraintes,
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z<AQ0z,

et qui est optimal vis-a-vis du critére de juste-a-temps. Formellement

r = Ax® Bu,
Y Czx < z, avecz la trajectoire de référence.

En accord avec le théorerne 1.1L00, ce systeme de contraintes peut s’écrire :

r = A*Buu
y = CA"Bu=z,
x = AO .

Ou de maniére équivalente, d’aprés la propos[tion|3.14 :

r = A'Bu,
y = %*Eujz7
z = Az carz doit appartenir dmA, NImA*.
Ou encore :
xr = A*Bu7
u =< (CA*B)z, (3.7)
r = A'A*zcarA* <A etdapréslelemme 1.112 on& A* = 4"

Il apparait donc que la commande est bornée(pat* B)y = (la commande optimale du GET sous
jacent) et doit étre telle que = A*Bu = A"z = A" A*Bu (carA* < A" < A" A* = A" voir lemme
[L.112).

La proposition suivante fournit une condition suffisante garantissant I'existence d’une telle commande.

Proposition 3.21. Si le GEP-T est consistant et si toutes les transitions immédiatement en amont d’une
place sujette a contrainte sont controlées par une seule transition de contréle alors la plus grande com-
mande respectant les contraintes est donnée par :

Uopt = BRTopt AVECT oy = (CZ*)K{?J

Démonstration.Tout d'abord, en accord avec la propositjon 3.14,; est le grand état permettant le
respect des contraintes, c’est a dirg, < A © 2 op;.

La commande,,; = (A" B){zqp = Byzop: €St la plus grande commande telle glieBuqy: < Topt-

Reste & montrer qué* Bu,,: < A ® A*Bu,,, c'est a dire que les contraintes sont respectées lorsqu’on
applique la commande,,;.

Rappelons que I'abscence de contrainte sur une place située entre les trapsitiangplique 4;; = T.

Par hypotheése, les transitions dont au moins une place avale est sujette a contrainte sont controlées,
formellement, soitz; une transition, s € [1,n] tel queA;; # T alors3k tel queB;;, = e (z; est
controléd)|

La structure de la matric® implique queu,,: = Bz, €St constituée des élémentg,; dont une
place avale est sujette a contrainte.

SEn accord avec la convention, kest unique.
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De mémeBu,y,: = B(BRxopt) = xopt @Ura ses éléments égaux,au az,, ; lorsque la transition a une
place avale sujette a contraiﬂ.tdal vient alors que :

A©® (B(ByTopt)) = A ® Topt. (3.8)

Rappelons quer,,: € ImA* N ImA, cest & dire queryr = A'zo = A"{xop, par conséquent
B(Byxopt) = B((A*B)Xxopt) = A*B((A*B)Xzopt) (PUisqued™ > e). Donc en considérant I'équation
[3.§ et par isotonie nous obtenons :
Z © (A*B((A*B)k{xopt)) = Z © (B<B\°{xopt)) = Z © Zopt = Lopt -

Par ailleurs, par définition de la résiduation (théoréme|1.67)

A*B((A*B)§x0pt) = Zopt-
Par conséquent, le vecteur d'état= A* Bu,,,; est tel que

Ao A*Buopt = A*Buopt’
c’est a dire quex,,; est la plus grande commande respectant les contraintes. O
Remarque 3.22.La condition suffisante précédente est généralement satisfaite dans la réalité. Les en-
trées de four, le début de trempe, sont généralement commandées (tout du moins cela semble souhai-
table).
Néanmoins, il serait interessant de déduire la structure de la mafi@partir du vecteurz,,;, per-
mettant de préserver le respect des contraintes. C’est a dire établir si possible les transitions qu'il est
nécessaire de piloter pour y parvenir. -
Lorsque la condition suffisante n’est pas respectée etAiue A* Bu,y: 7 A* By, NOUS Proposons
d’utiliser un algorithme de type point fixe pour tenter d'établir une commande (si elle existe). Avant

cela nous proposons quelques lemmes qui caractérisent les propriétés des commandes respectant les
contraintes.

Lemme 3.23. Si I'égalité suivante est verifiée :
u = (A"B)}(A*Bu),
alorsu est une commande qui respecte les contraintesEeB,u = A" Bu).
Démonstration.D’abord
u = (A"B)}(4"Bu)

= A Bu= A"B((A"B)}(4"Bu))
= A"Bu = A*Bu (voir la formule f.1).

Par ailleursA™ = A* nous avons par isotonie du produit Bu = A*Bu.
Nous avons donc

u= (A"B)}(A*Bu) = A" Bu = A*Bu.
O

Lemme 3.24. Si u est une commande qui respecte les contraintes @eBu = A*Bu) et siu €
Im(A*B)¢(i.e., 3z tel queu = A* Byz) alors :

6C’est a dire(Buopt)j =€ Sizij =TVWVie [1, n]
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u= (A" B}(4" Bu).

Démonstration.Soitu une commande qui respecte les contraintes, c’est &diky, = A*Bu.

A'Bu = A*Bu = u < (A B)}(A*Bu). PuisqueA” = A*, on a, par antitonie de I'application
z — ayA, u = (A B)}(A*Bu) < (A" B)}(A*Bu)

or par hypothése ¢ Im(A*B)! c’est & direu = (A* B)}(A* Bu) (voir propositior] 1.148).

Pour conclure, ona < (A" B)}(A*Bu) < (A*B)}(A* Bu) = u ce qui prouve que

u = (A" B)}(A*Bu).

Lemme 3.25. Considérons la suite; aveck € N tel que :

{ U = (A"B)i(x)
etu.1 = (4 B)}(A"Buy)

La suiteu,, est décroissante.

Démonstration.Premiérement,

x) et

BIX(
B)}(A" Buo)
BIX(
BIX(

Uuo

A~ N N

Ui
*

AB(A'BR@)
A"B((A*B)\())) (card’B = A*B)

[ o] o s

LA

par conséquent; < (A*B)}(x) = up.

La propriété est donc vraie poug etu;.

Deuxiemement, SUPPOSONS QUE 1 = uk.

La fonction/ définie parh : u — (A" B)}(A* Bu) est isotone donc
h(ugy1) = upr2 = h(ug) = upyr.

Donc,upy1 R up VkeN. ]
La proposition qui va suivre donne un algorithme pour calculer la commande optimale.

Proposition 3.26. Soit I'algorithme suivant:

uy = (A" B)kzo

upy1 = (A B)}(A"Buy)

si pour unm € N on au,+1 = u,, alorsu,, estla commande optimale (voir lemmes B.73 ef]|3.24).
Démonstration.Le résultat est une application du théorgme|1.97. O

Dans la suite nous donnons des propositions permettant d’établir une condition d’arrét pour I'algo-
rithme de la proposition 3.26.

Corollaire 3.27. Soitug € Im(A*B)*. Si I'algorithme donné dans la propositipn 3|26 converge vérs
alors on a les égalités suivantes:

*

*

Il
ENNN
w5 W
= 7 F

;B*

=

g\

|
B
=
=
N
oy
Q\
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Démonstration.Soit’ la solution de I'algorithme donné dans la proposifion B.26.

e Premiérement,’ est une solution de I'algorithme domt = (A" B)}(A*Bu/).

e Deuxiément, puisque’ = (A" B)§(A*Bu/) nous avons
u' = BY(A'§(A*B')) (voir £.6)
— BY(A'§(A"A*Bu')) (voir propriétd 1.1111)
par conséquent’ = (A" B)y(A"Bu') (carA* < A™ < A" A* = A" voir lemmd 1.11D).
o Troisiément, si/ = (4" A* B)}(A* Bu') (nous rappelons qué” = A*, voir le lemme 1.11) alors
u' = (A*B)X(A}(A*Bu')) (voir £.6). Par conséquent € Im(A*B)¥, donc(A*B)}(A*Bu') =
u’ (voir équation 1.13).
e Enfin, vu quer’ = (A"B)}(4A"Bu') = (A" A*B)}(4A"Bu/), en utilisant la propriété 1.111 on a
u' = (A*B)(A"} (A Bu)) = (A" B)}(4"Bu).
O

Proposition 3.28. Considérons les termes de la suitggénérée par I'algorithme de la propositipn 3]26,
on a les inégalités suivantes :

uoRul 2 wiRug = - X wRUE1 X = U QU1 = wRy.

Démonstration.u; = (A" B)Y(A*Bug) etus = (A" B)Y(A*Buy)
wkuz = ((A'B}(A" Buo) k(A BY(A" Bu))
(A" B((A" B]\(A* Bug))X(A* Buy) (voir £.6)
(A*Bug)y(A*Buy)
uok((A* B)y(A* Buy)) (Voir £.6)
et puisqueu; = (A B)}{(A*Bug) = (A*B)}(AX(A*Bug) € Im(A*B)!, c'est & dire queu; =
(A*B)}(A* Buy), par conséquent

Y 1Y

’LLﬂ{’LLQ t uokul.
De la méme maniére, on prouve que :
VkeN ’U,kJrﬁ{uk = u/&uk,l.

Si il existern € N tel queu,,+1 = u,, = v’ alors :
uokur = urkuz <o L upkupggn X X Ui = '
O

Définition 3.29. Soitz, y deux polyndmes d&,,..«[7], ayant au moins un monéme a coefficient différent
dee et T, avecy < z, on définie la pseudo-distance par le coefficient du monéme d’exp0Osdunt
polyndme donné payyz, elle sera notééykz)(0).

Exemple 3.30.Considérong: ety dansZ,..[v] avecr = 57° 107! @ 1572 ety = 270 @ 4y @ 742
yyr = 37" @ 8y! @ 13~2 et donc(yyx)(0) = 3.
iy = 07° @ 57! @ 1092 et donc(xyz)(0) = e

Remarque 3.31.Siu’ est une solution finie de I'algorithme de la proposition 3.26 alargu’)(0) = e.
Donc, siu’ est finie on a les égalités suivantes :
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(u1ku)(0) = (ugkur)(0) = -+ = (ur1kup) (0) = -+ 2 (Um1kum)(0) = (W) (0) = e.

Ceci nous donne une condition d’arrét pour I'algorithme donné dans la proposition 3.26 :

Si (ug+18u)(0) > e alors la commande optimale est infinie.

L’algorithme devient alors :

ug = (CA*B)}z

g1 = (A" B)§(A* Buy)

si pour unm € N on au,,+1 = u,, alorsu,, estla commande optimale
sinon, si(ug+18ug)(0) > e alors il n’exsite pas de commande optimale finie.

Dans le cas de systéme a plusieurs entrées, la remarque suivante montre qu’en cas d'égalité entre
deux termes de l'algorithme donné dans la proposjtion| 3.26, la pseudo-distance entre ces deux derniers
est inférieure ou égalea

Remarque 3.32.Nous rappelons que si = (A;) € D™ ouD est un dioide, eB € D™, la résiduation
de B par A est donnée par la formule suivante :

(AB) = A (A4B).
donc siA = B alors
(ARA);(0) = 7\1(Aﬂ<z4j)(0) = (4;84;)(0) =e.
j=

3.2.3 lllustrations

Dans cette section nous donnons trois exemples illustrant les propositions données dans la section
précédente :

e Dans le premier exemple, nous calculons la commande optimale du graphe d'événement P-temporel
consistant donné figufe 3.6.

e Dans le deuxieme exemple, nous calculons la commande optimale du graphe d’événement P-
temporel incertain et consistant donné figure 3.7.

e Dans le troisieme exemple, nous appliquons I'algorithme donné par la remarque 3.31 pour montrer
gu’il n’existe pas de commande optimale finie qui satisfait le probléeme de planification du graphe
d’événement P-temporel consistant donné figure 3.8. Ceci montre que la consistance d’'un GEP-T
n'est pas suffisante pour garantir I'existence d’'une commande optimale finie.
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0 1;2 @ 3
u<3w45</ 3 A-O4-0,

3

(5 '8)

0
N ’ (1:3)
qu—>(> )K (7:9)
3 X7 1

%©w§;£€;;©%{>%

Figure 3.6 — Graphe d’événement P-temporel commandable.

Exemple 3.33.Considérons le GEP-T figufe 3.6. on cherche la plus grande commaugé satisfait
les contraintes de sortie données par :

y=CA"Bu = 2, (3.9)

et qui respecte les contraintes imposées par le modéle, c.-a-d. :

r <X AQuz, (3.10)
E € € € € € € € ¢€ T T T T T T T T T
E € € € € € € € ¢€ T T T T T T T T T
E € € € € € € € ¢€ T T T T T T T T T
§ 6 e € e 6y e € € 2 8§ T T T T T T T
A=) € 6 6 e e e 842 ¢ e |VA=| T 9 7 7T T 7T 1T T T [,
e € € 6 e e & e ¢ T T T 4 T T 3 T T
e € € € & € € € ¢ T T T T T T T TT
e € € € € 8 € € ¢ T T T T TTTTT
e € € € € € 6 € ¢ T T T T T T T T T
e € ¢
€ e ¢
€ € e
€ € €
B:€€€1C:(ssaeeese>
- e € € € € € € € e
€ € €
€ € €
€ € €
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Considérons la consigne de sortie suivante :

k o1 2 3
zi(k) | 17 [ 21 | 22 | 400
k) |17 | 22 | 25 | +oo

I'expression de: dansM ¥ [+, 6] est donnée par

L 51770 o) 521,}/1 &) 52272 D 5+Oo’y?
517,)/() o) 522,}/1 o) 52572 D 5+oo,yd

La commande: obtenue dans I'exemfle 3.3 provoque une violation de contraintes.
En effet,

51070 o) 613’71 D 516,)/2 o) 5+o<>,73
u = 62’}/0 D (55’}/1 P 58,}/2 P 5+oo,)/3 ,
64’}/0 P 5771 D 51072 o) 5+oo,y3

conduit au vecteur d’état suivant :

51070 D 51371 o) 51672 @ 5—&-00,}/3
5270 o) 55,}/1 o) 5872 @ 5+oo,>/3
54,}/0 D (57’)/1 D 510’72 fan) 5+oo,}/3

611,70 D 514,y1 &) 517,}/2 @ 6+oo 3

T = A*ﬁu — 59,}/0 D 51271 o) (515’}/2 P 5+oo 3

51370 D 51671 P 519’)/2 P 5+oo 3

51270 P 51571 P 51872 P 5+oo 3

516,)/0 D (519’}/1 @ 52272 @ gtoe 3

513,}/0 D 516,},1 @ 519,}/2 @ gtoe 3

220

= =22

qui ne respecte pas les contraintes puisqu’il est supérieur au vedteurd* Bu donné ci-dessous :

5+OO’YO
5+OO’YO
6+oo,yO
51070 @ 513’71 ey 516,72 D §+°O’73
Z@A*BU — (511’}/0 @ (514’}/1 D 517,)/2 P 6+oo,y3
615’}/0 P 51871 D (521’)/2 P 6+OO’)/3
5+00,YO
6+oo,>/0

(;Jroo,yo
L'algorithme de la propositiof 3.26 converge vers le vecteur suivant :

57’}/0 o) 51171 @ 515,)/2 o) 5+oo,y3
u/opt — ed (54’}/1 ® 58’)/2 @ 6+°°’y3
52,}/0 P 56,)/1 e 510,}/2 o) 5+oo,y3

Il s’agit du plus grand vecteur de commande (qui assure les dates d’entrée les plus tardives) qui respecte les
contraintes, il conduit au vecteur d'état :
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5770 @ 51171 ey 51572 P 5+OO’73
e® o'y @ 6847 @ 5toon?
(52’70 D 56’71 D 51072 D (5+OO’73
68’}/0 P 512,}/1 D 51672 P 5+OO")/3
T = A*Bu — 57,}/0 @ 511,)/1 D 51572 P 5+oo,.>/3 ,

51170 D 515,),1 o) 519,}/2 e 5+OO’YS

51070 ey 514,y1 @ 51872 P 5+OO,VS
Y

Y

614’70 D 518,)/1 o) 52272 o) 6+oo 3
511,}/0 P 515,)/1 P 519,}/2 P 5+oo 3

qui est bien supérieur au vectedr® A* Bu, donné ci-dessous :

5+oo,>/0
5+oo,yO
5+oo,y0
B 5870 D 51271 o) (516’}/2 P 5+oo,)/3
A QA*BU — 5970 D (513’)/1 &) 517’}/2 P 5+m73
512,Y() D 516,}/1 @ 52(]72 o) 5+oo,)/3
5+oo 0
5-5—0010
6-&-00,70

Le vecteur de sortie correspondant,(la sortie en juste a temps respectant les contraintes) est alors donné par :

y/ B (314’}/0 o) 51871 D 622,72 o) 6+oo,73
opt 511’}/0 P (515’}/1 oy 51972 P 6+OO’)/3

0 ([1,2L:[3.4D) @ 0
P O-HOSEA-O4-

(2 [2,4])
X 3

([1,31;5)

0 Xy X, 1 0

Figure 3.7 — Graphe d’événement p-temporel incertain

Exemple 3.34.Considérons le graphe d’événement p-temporel incertain de la figure 3.7, les matrices
de la représentation d’'état sont les suivantes :
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T T T T T T T T
9 3 3 3 3 3 g £
c c e & ¢ c . T T T T T T T T
[6,62] ¢ e € &y € € € B4 T T T T T T T
A e 8 e e e 8y e ¢ A T 7 T T T T T T
= £ e &% e e [0,83] e e | T T 24 T T 5 1T T [
e € ¢ & & e ¢ T T T T T TTT
3
e € € € 9 A T T T TTTTT
© o f e e e £ ° T T T T T T TT
e ¢
g e
g €
g &€ E € € ¢ ¢
B = etC = < )
g € e £ € e
g £
g €
g £
Ceci nous donne les matrices suivantes
e £ € £ € € € €
€ e € £ € € € €
[5,6%] (8%7)" [610,611«637)* (3000 [65,67jv(63v>* sv(8y* [62,64] 483" e e
. € 55 (88~ € (65~2)* € 63~2(8%42)* e e
A= [0% 00 (83 59’511J (6 8283y [54,56(1(5%)* (6%)* [ij &*n* e e
e 58(66~42)* e 53(68~42)* e (8%~2)* e €
[89,67] (62 [672,614] (83" 8%(s%y)* [57,59l<5%>* 33(8%y)" {5‘&53 @ e e
€ §9(5%42)* € 54(5%42)* € 5(5542)* e e
0 T 1T 1T T T T T
T 0 T T T T T T
3,4] T 0 T T T T T
ot A — T 7 T O T T T T
| B8 T 24 T 0 5 T T
T T T T T 0 T T
T T T T T T 0 T
T T T T T T T 0
donc la matriceA” est donnée par :
AT = (A dA%)”
(e @ 67)(5n)* [54,5‘1(637)* 573 (8% )" (671 6] (3 57 [57h672 (P T e e
e (66954’}’ )(56"/2)* e 5_7(5672)* e 5_4’72(56"{2>* c c
[6,8%] (8% )" [57,59l<537)* (6% [62,8%] (8% )" e O M et N OO
c 55 (552 e (6552)* e §342(5642)* e e
T [t @ [89,611] (8%4)* 82(s%y)* 5%, 8] ()" (CaR0 [5.6°] (5" e e
[6’2,6’1} (63w)* [58’68 @697} (66,‘/2)* 573(537)* {53,53 @547] (5672)* 575(537)* le, e ® 67 (5672)* e e
[55757} (53”* [5127514 (537)* 55(537)* 57759l(53w* 53(53W)* 54,66J (537)* e e
59(8%~2)* € 54(68~42)* € 5(86~2)* e e

considérons la consignesuivante :
L 52370 o 52471 o) 54572 ey 5—&—0073
51570 o 52671 @ 527,)/2 o) 5+oo,)/3

51470 o 61771 o) 527’)/2 P 5-&-00,)/3
6670 o) 610,),1 @ 618,}/2 e 5+oo,.)/3

la commande optimale est donnée pap; = <

Exemple 3.35.Soit le graphe d’événement P-temporel de la figuré 3.8 et soit la consigoenée par
la série suivante = 177° @ +oo!.
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(4;4)

Figure 3.8 — Graphe d’événement P-temporel non-commandable.

En utilisant les modifications introduites dans les remarques| 2.42 et 2.45, le graphe d’événement
P-temporel donné dans la figure B.8 devient le suivant :

Figure 3.9 — Graphe d’événement P-temporel non-commandable.
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La matriceA est donnée par la somme suivante

€ € £ £ € € € €
€ e e e e e 53 €
1> € € £ € 1> 1>
e 575 e e e e 52 e
s—14 5=2,3  5-10 523 -2 5.3 55 D
5—15 43 s—11 3 - e 533 -
67674 56 672'*/4 56 e e e €
59 e 57° 15 e e e €
stgl)l* 583 (5841)* 545841y 5843 (581" 585841y 585841y 51143 (58 1) 538841y
A (581" S8AT(6841)%  shaA(841)% 6847 (58410 684A(s841)*  §84A(s81)r  s114T(s841)F 55445841y
SIS AN g O MR v DGR o g 4% SRRy U AR e 0 ORI L S
AN OEyT(8%y )" & yT(8Ty )T 8Sy (8% )T T8y )T 8T T(80y )T Sy (80y )T 80y (80 )"
AL(6841)* 5574(5871)* SA41(5841)* 5844 (5841)* (5841)* 5841 (584 1) s1T44(581)% 5541 (5841)
53181 8046841 Syl (584 1)F 654t (6841)F 67 3(6841)* 6941 (6841)* 5844 (58 1)* 5-6(5841)*
5345 (5841)* SB3AT(684 1) S5TAP(8841)* 8347 (5841)F  6B4A(6841)F 534 (s841) 5647 (5841)* A (581"
R Gt M A A Gt MO A b T M A C A0 2 M CA i s (s8y T 809388y (834

Si toutes les transitions sont commandables les dates de tir des transitions respectent la consigne
et les contraintes du systeme.

58,)/1 oy 5—&—00,)/2
52374 D 5+oo,>/5
51471 e 5+Oo’72
523,74 e 5+OO’75
(510,}/1 o) 5+0072
51071 o 5+oo,>,2
517,}/4 o) 5+oo,.y5
51371 o 5+oo,)/2
Par contre, si seules les transitions et 2, sont commandables par les commandesgt us alors I'al-
gorithme donné dans la propositipn 3|26 indique qu’il n’existe pas de commande optimale finie.
Les premiers termes donnés par I'algorithme sont les suivants:

5147—1 oy 5—&-00,70
up = ( 5143 @ §Ho0y—2 >
51871 o) 5-%—0072
uyp = ( 5Bt @ 50045 >
527,78 o) 5-%—0079
527,}/6 @ 5+oo,y7 )
531710 P 5+oo,yll
u3z = ( §36,13 @ gHoon14 )
(540717 ey 6+oo,718
< 540715 @ 5—}—00,)/16 )

Ug =

Uy =

On obtient donc I'égalité suivante
uRuo = upkur = uzfug = usuz = 0y 2 @ 5oy

u1jup(0) = uoku1(0) = ugiua(0) = usjus(0) = +o0o = 0. Par conséquent il n’existe pas de com-
mande finie au probléme de planification.

3.3 Commande en boucle ouverte d’'un GEP-T : Poursuite de modele.

Dans cette section, le probléme de commande consiste simplement a choisir la dynamique du pré-
compensateuP de telle sorte que le systeme contrélg possede la dynamique décrite par un modéle
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de référencér,.; € DP*™ spécifié sous forme de matrice de transfert et que la commande généree par
ce précompensateur respecte les contraintes du modéle P-temporel.

3.3.1 Algorithme de calcul d’'un précompensateur optimal garantissant le respect des
contraintes.

Les graphes d’événements P-temporels considérés dans cette partie sont supposés consistants, c’est
a dire que le systéeme

Ar<=z=<A0x
(avecl'; : = +— A © x une application semi-continue supérieure)

admet une solution finié.¢., A;; # T Vi, j).
On s’interésse désormais a établir un précompens&tetie qui garanti le respect des contraintes.
r=<A0x.

et qui est optimal vis-a-vis du critere de juste-a-temps. Formellement, pour ¢oud :

r = Ax® BPv,
Yy = ijGrefvu

Ce systeme de contraintes peut s'écrire :

r = A*EPU’
Yy = CA*BPv = Grefva
r = AO .

D’aprés la propositiop 3.14, ce systéme peut s’écrire :

r = A*BPv,
y = CA*BPv = Grefv7
r = A zcarz doit appartenir dmA, N ImA*.
Ou encore :
r = A*BPuv,
Yy = CA*BPv = Grefva

x = A A*zcarA* < A" etdapréslelemme 1.1/12 ondfA” = A",

En d’autre termes un précompensateur garantissant le respect des contraintes doit vérifier la condition
suivante :

A"BPv = A*BPuv Y.

qui est équivalent a :
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Dans cette section, la démarche pour établir I'algorithme est analogue a celle de la section précédente,
il suffit de remplacew par P etz parG.;.
L'algorithme devient alors :
Py = (Cg*B)x{Gref
Piy1 = (A"B)y(A*BPy)
sipourunm € N on aP,,,1 = P, alorsP,, est le précompensateur optimal
sinon, si(Py115P%(0)) > e alors le précompensateur optimal est infini.

3.3.2 lllustration

! 4 P GEP-T

(1;2) (@ 3
/x @ 4);@ Q_)Hyl

(5:8)

% (1;3)

™
@@

(5:7) S 8)—) %Hyz

Figure 3.10 — Réalisation du préecompensateur permettant d’approcher aulhigux

Considérons le graphe d’événement P-temporel donné dans la[figure 2.13 et un modéle de référence

514(54,7)* 521(547)* 519(547)*

511(547)* 518(547)* 516(547)*
57(547)* 514(547)* 512(547)*

par : Poyr = (8%y)*  67(6%y)*  85(s*y)* |. Il garantit que les contraintes seront respectées
F(8hy)r 8%(ty)r 8T(dM)"

guelque soit les entrées

Une réalisation de ce précompensateur est donnée dans la[figure 3.10. Les équations récurrentes
fournissant I'expression de la commanden fonction de la consignesont les suivantes sur le dioide

donné par G,.; = ( ) Le précompensateur optimal est donné

Zmam
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Ul (k) = 4U1(k — 1) @® Ty (k) D 141)2(]4) & 12’[)3(]€)
UQ(]C) = 4U2(k‘ — 1) ©® Ul(k) D 71}2(/{7) D 51)3(](3)
U3(k’) = 4U3(/€ — 1) @ 2vq (k) ® 9’1)2(]€) S 71}3(k')

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la commande en boucle ouverte de graphe d'évé-
nements P-temporel. Dans un premier temps, nous avons donné une méthode permettant de vérifier la
consistance des graphes d'événements P-temporels, en d'autre terme cela permet d'établir I'abscence de
solution aux problémes de commande proposés par la suite. Lorsque le graphe d'événement P-temporel
est consistant, nous avons caractérisé un projecteur dans I'ensemble des états qui respectent la dyna-
migue du graphe d'événement P-temporel. |l permet d’obtenir, le plus grand état respectant a la fois la
dynamique du GET sous jacent et la dynamique propre au respect des contraintes.

Ensuite nous nous sommes intéressés au probléeme de commande. Si chaque transition immédiate-
ment en amont d'une place sujette a contrainte est commandée alors nous donnons le commande op-
timale du GEP-T vis a vis du critére de juste a temps. Cette condition suffisante semble pratiquement
raisonnable, néanmoins il serait intéressant d'établir les transitions qu'il est nécessaire de contrdler pour
garantir le respect des contraintes. Lorsque cette condition n’est pas remplie et que la commande précé-
dente se révele non satisfaisante ( i&E.Buqy # Z*ﬁuopt) nous proposons d'utiliser un algorithme de
type point fixe pour établir cette commande si elle existe.

Pour conclure ce chapitre, nous avons étendu les résultats a un probléme de poursuite de modéle qui
permet, lorsqu’une solution existe, d'obtenir un filtre en entrée du systéme garantissant le respect des
contraintes quelque soit I'entrée.



CHAPITRE4

Commande en boucle

fermee des graphes
d’eévénements
P-temporel

Le calcul de la commande optimalg,; (vue dans le chapitre précédent), pour une consigne donnée
z, fournit la commande la plus tardive possible permettant a la fois d’atteindre I'obj8etif,( < z) et
de respecter les contraintes€ A ® z). C’est a dire, qu’elle permet de diminuer optimalement le temps
de séjour des jetons dans le GEP-T ou, de maniére équivalente, permet une diminution optimale du mar-
quage instanta@ Mais le calcul de cette commande nécéssite la connaissance a priori de la trajectoire
a poursuivre, et une parfaite connaissance du systéme que I'on souhaite piloter. Lorsque la trajectoire de
consignez n'est pas connue a priori, il est possible de synthétiser un précompensateur optimal permettant
la poursuite d’'un modéle de référence, il permet de ce fait d’optimiser le flux interne de jeton quelque soit
le flux d’entrée. Ces approches de type boucle ouverte restent sensibles aux variations du modéle et aux
perturbations. C’est pourquoi des structures de commande de type boucle fermée ont été proposées pour
les GET (voir notamment [Cottenceau, 1899, Cottenceau et al.| [1999, Liiders and Santos-Mendes, 2002,
Maia et al., 2003, Lhommeau, 2004, Hardouin, 2004]). Il s’agit a I'aide de bouclage des transitions de
sortie (ou transitions internes) de modifier le comportement du systéme afin de s'approcher d’'un modéle
de référence et de répercuter ainsi I'’évolution des transitions internes sur les entrées pour gérer au mieux
I'entrée des jetons dans le GET. (On invite le lecteur a consulter http://www.istia.univ-angers.fr/ har-
douin/publications.html pour voir des simulations et I'intéret de tels contrdleurs).

Ces problemes ont pu étre mieux appréhendés grace au développement de la théorie géométrique des
systemes multivariables [Cohen et al., 1996, Cohen et al.,| 1997, Cohen et al], 2005b, Cohen et al., 2006].
En particulier le probléme de contrble en présence de perturbations a pu étre considéré [Lhommeau, 2004,
Lhommeau et al., 2003].

Notons qu’une autre démarche a été empruntée dans [Katz, 2006], la différence réside sur les objets
algébriques manipulés, des idéaux principaux dans notre cas, des sous semi-modules dans le cas de
Ricardo Katz et Stéphane Gaubert. Cela conduit au traitement d’applications différentes.

Dans ce chapitre nous allons étendre ces concepts de contrle en boucle fermée au GEP-T.

Ce chapitre est composé comme suit.

Dans un premier temps nous rappelons les définitions d’ensemblesriants et invariants contro-

Iés dans les dioides (vo[r [Lhommeau, 2004]).

!Dans un contexte de production, ce marquage instantané correspond aux en-cours de production.

111
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Dans un deuxiéme temps, nous appliquons ces résultats au probléme de synthése de commande en
boucle fermée des GEP-T. Nous considérons successivement le probleme de la synthése du contréleur
de type retour d’'état puis de type retour de sortie. Une condition nécessaire et suffisante pour garantir
I'existence du contrdleur sera donnée. Puis, une méthode, permettant de remédier au probléme de non
causalité du contréleur est introduite. Elle utilise un nouveau précompensateur neutre (voir 8hgpitre
préserve le vecteur d'état. Enfin, nous utilisons une relation de parallélisme, introdujte par [Kalz, 2006],
pour résoudre le probléme de non causalité du précompensateur.

Finalement nous traitons un exemple illustrant I'intérét de notre approche.

4.1 Ensembles A-invariants et invariants controlés

Dans la théorie linéaire conventionelle, les sous espaces invariants jouent un réle central dans plu-
sieurs probléemes de commande, citons par exemple les problemes de poursuite de modéle de réfé-
rence|[Wang and Desoer, 1972, Munoz and Malabre, |1998] et le probleme de découplage de perturbation
[Wonham, 1985, 84.1]/ [Basile and Marro, 1992, 84.2]. Dans la suite, nous considérons des concepts
analogues dans les dioides. Les structures de treillis étant a la base de la structure des semi-anneaux
idempotent, les ensembles manipulés sont des idéaux principaux, plutdt que les sous-espaces vectoriels.
Rappelons que dars [Gaubert and Katz, 2003a, Gaubert and Katz| 2003b, Katz, 2006] une approche dif-
férente est considérée, les ensembles manipulés sont des sous-semi-modules, ce qui conduit a des appli-
cations différentes.

Définition 4.1 (Idéaux dans un ensemble ordonné)Soit S un ensemble ordonné. On appelle idéal
("lower set" en anglais) d& toute partie non vid&’ de S satisfaisant

(reXandy <z)=yecX.
Un idéal principal ("closed lower set" en anglais) (généré&pale S est un idéal, notgY, de la forme :
X ={yeS|y=2a}. (4.1)

Lemme 4.2. [Davey and Priestley, 2002] Soff un ensemble ordonné ety € S. L’équivalence sui-
vante est vraie :
Ty < l‘){ Cly. 4.2)

Considérons un systeme linéaire défini sur un semi-anneau idemgotent
r = Ax® Bu, (4.3)

avecr € S™ est le vecteur d'étaty ¢ SP est le vecteur de commande. Les éléments des maiticBs
appartiennent au semi-anneau idempofent

Définition 4.3 (EnsembleA-invariant). Considérons un semi-anneau idempot&rdt une application
A: X — X, alors un ensemblg C X est dit ensemblel-invariant, si pour chaque élémenj € V, on
aAxy € V, ceciest équivalentdy C V, 00 AV = {Azx |z € V}.

Exemple 4.4.Un exemple simple est donné par 'ensemilmvariant suivanty = {¢}.
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Figure 4.1 — Contréleur retour d'état

Nous supposons dans la suite que le contréléude type retour d'état, est intégré dans le systeme
comme indiqué sur la figufe 4.4,= Fx @ v. Donc, I'équation[(413) devient = (A & BF)z & Bv.

Définition 4.5 (Ensemble invariant contrélé). Un ensembl®’ C X est dit invariant contrélé si il existe
une application isotong’ : X — U tel que

(A® BF)V C V.

on écrit (V) pour décrire la classe des applications isotafiest — U telles que(A & BF)V C V.
La notationF’ € F(V) se lit "F' est un ami dé".

Remarque 4.6. Chaque idéal principald-invariant est automatiquement un idéal principal invariant
controlé, il suffit de prendré” = ¢ (ou F' = BYA).

Proposition 4.7. Soit X un semi-anneau idempotent & = {n € X | n < 2} un idéal principal A-
invariant (i.e., AN C|NV). On a I'équivalence suivante :

FeF(N) <= F=<F=Byjn.

Démonstration.Premiérement on prouve qué,c F(N) = F < F.
On choisitF € F((N),i.e.(A® BF)N CN.
En utilisant le lemmg 4]2, on a
(A BF)N C N < (A®@BF)n=n < An<netBFn =< n.

Alors,

(A® BF)N C N = BFh =i < F < Byagn = F.
Maintenant on prouve qué; < F' = F € F(N).
on choisitF' < F', par isotonie des lois de multiplication et d’addition on a

(A@ BF)h < (A@® BF)n.
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De plus, en utilisant (f.1) et (f.3),
BFn = B(BXign)n < (Agn)n < i
et en prenant en compte I'hypothéde < 7 (i.e. AN CN),
ona(A® BF)ih <n,ieF € F(N),

et(A® BF)h < (A® BF)h <n,i.e, (A® BF)N C N,
donc

F Ef(l/\/').
]

Ce résultat montre que I'ensemble des "amigdéest un idéal principal généré pAl i.e. F(WN) =
{F | F < F}

Corollaire 4.8. Tout controleurE’ € F (V) est tel que
(A® BF)*n = .

Démonstration. " est A-invariant, etF’ < F nous conduit dA @ BF)n = n, par application du
lemme 3.1 nous avorisl & BF)*n = n. O

4.2 Contréleur de type retour d'état pour les graphes d’événements P-
temporels

Dans cette section nous proposons une stratégie de synthése d’'une commande en boucle fermée pour
les graphes d’événements P-temporels.

Nous supposons que les transitions internes ne sont pas toutes obsenables|oi de com-
mande est donnée par= F, s Mz @ v avec M, une matrice booléenne qui relit les transitions
internes observables aux entrées du correckgur Si toutes les transitions internes sont observables
alorsM,, = Id.
Sous les hypothéses données ci-dessus, la représentation du vecteur d’état est donnée par :

v =Ax ® Bu= Ax ® BFx & Bv avecF = F s M,
y = Cx.

Nous cherchons un controledt qui satisfait le probléme de poursuite de modele de référéhee

et qui respecte les contraintes. La nature des systémes, +) linéaires (synchronisation et retard) fait

gue toute action extérieure ne peut que retarder le systéme. Le correcteur ne pourra donc que retarder
I'entrée du systéme, et le systeme corrigé sera nécessairement supérieur ou égal au systeme nominal.
Formellement, nous cherchons le plus grand contr@tetal que :

r=(A® BF)z ® Bv
y=Cx X Grpv Vwvavecx < Aoz

Ce probleme s’écrit de maniére équivalente : B
y=Cr=C(A® BF)"Bv X GyepvVvavecr = (A@BF)x®Bv A0z
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& C(A®BF)*B <X GyepetX =(A®BF)*B<A0X

& X =(A®BF)'B<CkG,ef = XpetX < A0G X. (4.4)

De plus, on déduit les propriétés nécessaires suivantes :

X=(A®BF)'B=X=(A®BF)X®B
= X>(A®BF)X
= X»-AXetX - BFX.

Il vient que X devra satisfaire les contraintes suivantes :
AX <X <Aoo XetX <X
D’aprés la propositiorf (3.14)¥ est donc borné de la maniére suivante :
X = Xopy = A} X, (4.5)

Xopt €St le plus grand élément de référence qui respecte les contraintes. Le cofecieherché devra
étre tel que :

X = (A®BF)X
et (4.6)
X j Xopt

Proposition 4.9. Une condition nécessaire et suffisante, pour que le corredieassure le respect des
contraintes, est donnée par :

(A® BF)*B = A B.

Démonstration.Dans le cas d'un graphe d'événement P-temporel, la dynamique du systéme qui assure
le respect des contraintes est donné par la matficpuisque la projection d’un vecteur d'étatdans

ImA* N ImA, est donnée pad” yz (voir la proposmo) Or un vecteur d’'état généré par la boucle
fermée est danbn(A @ BF) B, pour qu'il respecte les contraintes il faut qu'il soit aussi dand”,
i.e,Im(A® BF)*B C ImA" qui est équivalent 834 & BF)*B € ImA" (voir proposmo)

& A"(A® BF)*B = (A@® BF)*B,
puisque(A @ BF)* = e,onaA B < (A® BF)*B.
Il nous reste a prouver queEf“B < (A® BF)*B alorsA” (A® BF)*B=(A® BF)*B.
Premiérement,
A (A® BF)'B < A (A® BF)*B(carA < A) or
A"(Ae BF)*B = (A® BF)*B voir équation[(1.36)
(A"BF)*A’B
Par hypothésel B < (A @ BF)*B donc

A(A® BF)*B = ((A® BF)*BF)*(A® BF)'B
< (A® BF & BF)*B
< (A® BF)*B

Par ailleursA” > e donc, on a toujoursl (A @ BF)*B = (A® BF)*B.
Par conséquent
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A'B=<(A® BF)*B=A"(A® BF)*B = (A® BF)*B.
]
Remarque 4.10.Puisque(A® BF)* B doit étre sugérieur ou égaleEB, le modele de référend®,. s
doit étre choisi tel qu&,.; = C(A @ BF)*B = CA"B.
Lemme 4.11.Soit| X, = {X|X = X, } unidéal principal (9énéré pak,,,). On aA Xoy | Xopi;
1 Xopt €St UN idéal principald-invariant.
Démonstration.|l suffit de rappeler quel,,; = AX,,. Le résultat est une application directe du lemme
4.3. O
Proposition 4.12. L'élémentX,,; est le plus grand tel qu'il existe uR satisfaisant le problemé (4.6).

Démonstration.Tout d’abordX,,; = A §Xo = A*(A"§Xg) = A* X,pt.
Donc il existe unF' tel que :
Xopt = (A@ BF)*Xopt (47)
(il suffit de prendreF’ = ¢). Ceci est en concordance avec la remafque 4.6, c’est a dire que l'idéal
principallfopt = {X|X < X, } estA-invariant et don¢ A & BF')-invariant.
Montrons que s¥’ satisfaitX,,; = (A & BF)* Xy alors X, = X.
En accord avec la remarque (4.10),; = A% Xy = (CA W\Gyep = (CA K (CA'B) - B,
par consequen,,; = (A @ BF)* X = (A® BF)*B = X. O

On cherche désormais le plus grafdjui satisfait I'équation 4]7.
Proposition 4.13. Le plus grand controleuf” tel que(A & BF)* Xy = Xop: €St donné par
Frae = BYXoptf Xopt-
Démonstration.En considérant I'ideéal principailz’\?opt = {X|X < Xt} qui estA-invariant (voir
lemme 4.111), il s’agit d’'une application directe de la propositjion| (4.7) et de son corollaire. O
Lemme 4.14. X ¢ X,,,; €st dans 'image del .

Démonstration.PuisqueX,,; = A §X, € ImA" nous avons
—x ., .

Xopt# Xopt = (é* 8 X opt ) Xopt (VOir équation 4.5

= AR (Xop#Xopt) (vOir équatior) 1.26)

= A" (Xopi# Xopt) (voir lemme 3.1D), qui achéve la preuve. O

Proposition 4.15. Il suffit que B(BY(Xoptt Xopt)) = Xoptd Xopt (1-€., Xopef Xopt € ImB) pour que le
contrdleurF,,., conduise a une commande qui respecte les contraintes.

Démonstration.PuisqueX ,,¢¢ Xop: € ImA” (voir Iemm).

(A@BFmax)*B = (A@B(B}?XOpt%XOpt))*B

(A ® (Xopt# Xopt))* B par hypothese

( Optnyopt) (A(Xoptf Xopt)*)* B d’aprés équation 1.36, or
( optngopt) = ( optf{Xopt) voir théorémO

( OPtYKXO;Dt)( ( OPtY{XOPt)) B

é (Xopt# Xopt) (A(Xoptf Xopt))* B voir lemme 4,14

A" (A @ BF,.,)* B voir équatiorf 1.36 et théorere 1.110
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Cette condition indique que la structure Beaura une influence sur la possibilité de respecter les
contraintes.

0 (@\
HQH /x<24>£6©Hyl

L O
MZHHQHK (1:3)

& (7; 9)

A &87 -

Figure 4.2 — Graphe d'événement P-temporel

Exemple 4.16.Considérons le graphe d’événement P-temporel de la figuie 4.2 et un modéle de réfé-
rence donné par la matric€',.; = CA"B.

Nous supposons que les transitianszo etxs ne sont pas observables. Le correctély,, qui satisfait

le probléeme de commande par modéle de référence est donné par :

Fmam — B&(Xopt%Xopt)

E € € € € ¢ ¢
Alors, le correcteur optimal est donné paFpsmazr = Frnazf Mops QVECM pps = c e e e e e
eE € € € € € ¢
E € € € € € ¢
5_1(53’}/)* 51 (53’7)* 5—3(537)* 5_2(53’}/)*
Fopsmaz = | 0711(3%)" (077 @ 5769)(0%92)" 0713(5%9)* (6710 @ 5~ %4)(3%42)"
578y (0@ ) (0%2) 67H(8%y)" (6786 T) (%)

et NoUS NOLErONS as = Fobsmaz Mobs:

Notons que la conditiolA & BF.:)* = A" est respectée. Par conséquent, en accord avec la
propositio = hoN. respecte les contraintes. Néanmoins subsiste un problemE,gay,.. n'est pas
causal (coefficients négatifs sur les séries périodiques) et donc non réalisable (voir thEoréme 2.32). La
projection de ce correcteur dao®{?"t [, &, Pri(Fopsmaz) = Fobsmazrat NE Satisfait plus la condition
(A® BF ppsmazrat Mops)™ = A", etdonc plus les contraintes. Nous NOtErdhS,,rar = FopsmazratMobs-

Afin de contourner le probléme on se propose de considérer la structure de contrble présentée figure
[4.3 et introduite pour la premiére fois dahs [C.A. Maia, 2005]. La méthodologie de synthése est alors la
suivante :
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e Dans un premier temps, nous calculons un précompensateur qui préserve le respect des contraintes.
e Dans un deuxiéme temps, nous appliquons le correcteur cBuS@ka rat-

G N

Figure 4.3 — Correcteur retour d’état.

Soit un GET modélisé par la représentation d’état suivante :
r = Ax ® BPv
y = Cu,
ou P est un précompensateur. Ceci est équivalent au systéme suivant :

{CL’ = A*BPv

y = CA'BPv—HPu, (4-8)

Nous rappelons que la matrice de transfert du GET, sans considérer le précompensateur, est donnée
par H = C A*B. Le précompensateur qui préserve la relation de transfert entre I'entrée et:I'état
A*Bu est donné paP,y = (A*B)}(A*B) (voir propositior] 3.5).

Proposition 4.17. Si la condition nécessaire et suffisante donnée dans la propositipn 4.9 est respectée,
alors, le précompensateur qui préserve I'état est donné par :

P = ((A @ Bﬁmam)*B)k{((A @ Bﬁmam)*B) aveCﬁmaz = obsmamMobs
et il garantit le respect des contraintes.

Démonstration. PuisqUEA & BFjna;)* = A” alorsz = (A ® BFyae)* BPu= (A ® BF ) Bu =
A" (A® BF,4,)* Bu (puisquen(aya) = a (voir .3) et grace au corollaife 1.147), c’est a dire ImA”
(z respecte les contraintes (voir proposition 4.9)). O

Exemple 4.18.A partir du correcteurﬁmaz = FpemazMops dOnné dans I’exempll6) nous obte-
nons le précompensateur suivant :
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(8%y)* 5%(6%y)* §%(8%y)*
P=| 0719 (e@dly)(8°%*)" (672 @87 19)(3%)" |,
578(6%)* (07 @ 8*y)(6%9%)* (e 6My)(0%9%)*

qui lui non plus n'est pas causal. Nous utiliserons donc une relation de parallélisme introduite dans
[Katz, 2006] afin d'établir un précompensateur causal qui garantit le respect des contraintes (
ImA").

Définition 4.19 ([Katz, 2006], Relation de parallélisme)Si P’ = «P aveco un monéme de\V 22 [, 0]
etP, P’ € M{*[v,0]" alorsP ~ P’. Larelation~ est appelée relation de parallélisme.

Proposition 4.20. Considérons I'ensemble = {P'|P’ ~ P}. Tous les éléments de garantissent le
respect des contraintes.

Démonstration.Soit P un précompensateur qui garantit le respect des contraintes. Par cons€gBénte
A" A* BP (voir propositior] 4.p).

Par ailleurs, la multiplication par un monémeétant commutative, si on considére un élémeént aP
alors on ad*BP’ = A*BaP = A*BPa = A" A*BPa = A" A*BaP = A" A*BP'.

C’est a dire que”’ est un précompensateur qui permet de respecter les contraintes. O
Py - Py
Notation 4.21. Soit une matrice® € M{[v, §]"*9 avecP = : o
Py -+ Py
Pufg - P
on notePjy = : :
Paifp - Pngpo)

avecP;;jg = 0"~ le premier monoéme du polyndmg transitoire deP;; (P;; = p;; % @igTi;)-

Remarque 4.22.Le plus petit précompensateur caupale P tel quep’ = p, est donné pap’ = ap
aveca = §" v, —n, = /\ (des exposants ehdes monomes); o) et—ta = A (des exposants en
des monomes;; o). De cette maniere tous les exposantsdeneny) de la matricen P sont supérieurs
ao.
Proposition 4.23. Si (A @ Bﬁmam)* = A" etsion applique au GEP-T le précompensat&lrcausal
donné par :

P' = aP = o((A® BFnq)*BX(A® BF4:)*B)
alors tout correcteur' tel queF =< F,ysmaz, @SSOCié &P’ garantit le respect des contraintes.
Démonstration.Considérond” < F_pemax-
z = (A® BF My,)*BaPv = a(A ® BF My,s)*BPv (voir équatior] 4.B)
o 7= a(A® BFMy,)*B (((A ® BFnaz)* B (A & Bﬁmm)*B)>v
PUISQUE(A & BFq0)* = A*,
© = o(A® BFMyys)* B(((A® BF )" A*BR((A& Bﬁmam)*B))v (voir équatior 1.3’6)
et en utilisant la propriéfe 1.1[L1 on obtient
© = a(A® BF M) B(((A"BR(A® BEypas)"B) Ju
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o 7 = a(A*BFMy,)*A *B(( )&((A*Bfmax)*A*BDv (voir équation 1.36)
(A*BF Myy,)* *B(( B} (A*B (ﬁmmA*B)*))v(voir équation 1.35)
&z = a(A"BF Mys)* B(FmazA* )*)v (voir f.3)

S o= a(A*BFMobS) (A*BFmam) A* B (voir equatlo)

& =oa(A" Blimam) A*Bu (puisque(A* BF My )* < (A*BFymaz)®)

& x = (A® BFya.)"Bav (voir équatio).
Par conséquent, les contraintes sont respectées. O

ST =

\D> [

Corollaire 4.24. Le plus grand correcteur causal de type retour d'état est donc donn&pak,qzrat =
Pr+(Fobsmax)-

Démonstration.Immédiat puisQuePr i (Fopsmaz) =< Fobsmaz- O

Exemple 4.25.Considérons le précompensategidonné dans I'exemple 418, le plus petit précompen-
sateur causal’ tel queP’ ~ P est donné par :

510(537)* 518(537)* 516(537)*
P = aP = (537)* (510 ey 511’Y)(5672)* (58 @ 597)(5672)* aveca = 51070_
52(53,7)* ((512 e 513,},)(56,},2)* (510 ) 511,}/)(56,}/2)*

Par conséquent, le plus grand correcteur causal inférieur ou €da),a,,q.. €st donné par :
Fobsmazrat = Pry (Fobsma:c) (voir coroIIaire)

527(6%)* 51 (837)* ~(837)* 517@37)*
Fopsmazeat = | 87 (0%y)" (3 @ 8991 (0592)  6295(6%y)* (627" @ 6%4°)(8592)*
73(53,”* (5172 @52 3)(5 72)* 5174(537)* (5474 @ (5575)(5672)*

4.2.0.1 Alternative

Lorsque la condition nécessaire et suffisante de la propo§itipn 4.9 n’est pas vérifiée, il faut soit re-
mettre en cause la spécification du probleme donnée&par, soit considérer une autre structure de
contrdle (par exemple augmenter le nombre d’entrée de contrdle).

Dans la suite nous proposons la structure présentée sur laffigure 4.4. La synthése du cétestteur
obtenue en considérant la secfion 3.3 et la synthegeek celle d’'un GET classique.

Proposition 4.26. Considérons un graphe d’'événements P-temporel, si il existe un précompenRateur
qui vérifieHP = CA*BP = G,.y, alors le plus grand correcteur de type retour d’état, comme indiqué
dans la figur¢ 44, est donné par :

Fraz = (HP)XQ(HP)%(A*BP)
Démonstration.Tout d'abordC(A @& BPFy4,)*BP = CA*BP = HP.

Puis,

C(A® BPFpo,)*BP = C(A*BP((HP)y(HP)}(A*BP)))*A*BP
= CA"BP(((HP){(HP)}(A*BP))A"BP)*
= CA"BP((HP)}X(HP))*

(HP)X(H P) est une étoile dont H P)y(HP))* = (HP)}(HP) alors

C(A® BPFp,,)*BP < CA*BP((HP){(HP)) = HP((HP)}(HP)) = HP. Donc
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‘G, N

- =~

Figure 4.4 — Structure de contrble avec un précompensateur interne a la boucle.

C(A® BPF4,)*BP = CA*BP.

Enfin, supposons qu'il existe . tel que :
Gref = C(A® BPF),,,) BP > C(A® BPFy4.)*BP =CA*BP

Grey = C(A*BPF),,,)*A*"BP »~ CA'BP

max

Grey = CA*BP(F!..A*BP)* = CA*BP
donc il existeP’ = P(F},,,A*BP)* tel queP’ = P etG,.; = CA*BP’' -~ CA*BP, ce qui est
impossible puisqué est le plus grand précompensateur.
Donc £, est le plus grand correcteur. O

Exemple 4.27.Si on considére le graphe d’événement P-temporel donné dans la[figlre 3.6 et le modéle
de référence donné dans la secfjon 3.3.2 par :

o _ 514(54')’)* 521 (547)* 519(547)*
ref = 511(547)* 518(547)* 516(547)*
Nous avions obtenu le précompensateur suivant :
57(54,”* 514(547)* 512((54’}/)*
Popt — (54,}/)* 57(547)* 55(547)*
) M e R A RO
Le plus grand correcteur ayant la méme structure que celui de la figure 4.4 est donné par :
Fraz = (HP)§(HP)7{(A*BP)

577(54'}/)* (54’)’)* 5—2(647)* 678}54,\/)* 5—7(547)* 5711(54'}/)* 5710(54"{)* 5—14(54,}/)* 5711(547)*
Fraz = 5714(547)* 572(54"{)* 579(647)* 571‘)(547)* 6—14(547)* 5718(54'}/)* 671Z(64,Y)* 5—21(54,}/)* 5718(547)*
5712(547)* 570(54"{)* 577(647)* 6713(647)* 6—12(547)* 5716(54'}/)* 571‘)(54"{)* 5—19(54,}/)* 5716(547)*

F,... N'est pas causal, sa projection dans I'ensemble des éléments causaux donne la matrice suivante :

sly?(atyr (8t)” T CIe0 M G s DM S e D S e e O e A C ) M e O G D M 0 G 0
Pri(Fmaz) = | 827" 822807 83436ty elytety)r 20Nt 8208t 8Pty 650t 83 (0t
RO G DR R il G DR el ') e ) M A e D B ) A e e C 0 M e CTC ) M A CRt Ol
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4.3 Contrbleur de type retour de sortie pour les GEP-T.

Dans cette section nous allons étendre les résultats précédents au contrdleur de type retour de sortie.
F estintégré dans le systéme comme indiqué sur la figure 4.5, et conduit a la loi de commadtietv
et au systéme suivant :

F <—__W

Figure 4.5 — Contréleur de type retour de sortie.

x=Ax ® Bu= Ax ® BFy & Bv
y=Cuz.

Nous cherchons un controledit qui satisfait le probleme de poursuite de modéle de référéhce
et qui garantit le respect des contraintes.
En notantK’ = F'C ce probleme se raméne a la synthése d’'un contrdleur de type retour d’état :

Yy = C(A@BK)*B = Gref
X = (A@ BK)*B = C&Gref = X

Nous avons donc immédiatement (en appliquant les résultats de la $ecfion 4.2) :

Kmaz = B&(Xoptf{Xopt)
etFmax = B&(Xopt%Xopt)?{C1

avecX,,; = A} X.
Avec la condition nécessaire et suffisante pour le respect des contraintes qui est :

(A® BF0,C)*B = A'B.
Et le précompensateur optimal :

P = ((A® BFa:C)* B)R((A® BFpa.C)*B)
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Exemple 4.28.Considérons le graphe d'événement P-temporel de la figufe 4.2 et un modéle de réfé-
rence donné par la matric€,.; = CA'B.

Le correcteurF,,..., de type retour de sortie, qui satisfait le probléme de poursuite de modéle de réfeé-
rence est donné par :

Fma:c = B&(Xopt}{XOPt)%C

573(8%)* §72(8%)*
Fraw = 5—13(53,7>* (5—10 e 5—97)(5672)*
5711(537)* (578 e 5777)(5672)*

Notons que la conditiofA® BF,,. C)* = A" est respectée. Néanmoins subsiste un probleme;gar
n'est pas causal (coefficient négatif sur les séries périodiques) et donc non réalisable (voir théoréme
). La projection de ce correcteur dand ([, 0], Pry(Faz) = Fmazrat N€ satisfait plus la
condition(A @ BF4zratC)* = A", etdonc plus les contraintes.
A partir du correcteurF;,,,,. nous obtenons le précompensateur suivant :
(0%7)* 8% (8%)* 3%(0%7)*
P=| 671%)" (e®d")(6%?)* (52 @ 1y)(0%%)"
57303 (2@ 8%y)(0%%)F (e ®d'y)(6%%)*

Le plus petit précompensateur caugdltel queP’ ~ P est donné par :

510(537)* 518(537)* (516((537)*
Pr= (@ (00edly)@3) (05 e )%
52(557)* (512 o 5157)(5672)* ((510 ) 5117)(56,}/2)*

Le plus grand correcteur causal inférieur ou égaFg,... est donné par :
Fmaxrat - Pr+<Fma;r)

Y(8%y)* 51y (6%y)*
Fmaxrat = 5275(537)* (52’74 2 6375)(5672)*
5174@37)* (5474 ey 5575)<56,Y2)*

Remarque 4.29.Le calcul de ces exemples peut étre effectué en utilisant la boite & outils Scilab (voir
[SW2001, 2001)).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le probléeme de commande en boucle fermée des graphes
d'événements P-temporels. Ce type de commande utilise les informations sur le systéme pour controler
(retarder) I'entrée des jetons dans le graphe, afin d’éviter une accumulation inutile de jetons a l'intérieur
du graphe et afin de garantir le respect des contraintes.

Nous avons, ensuite, présenté une méthode pour résoudre le probléme de non causalité du correcteur
F. Cette méthode consiste a calculer un précompens&tar préserve I'état et qui par conséquent
préserve le respect des contraintes. Dans le caB alest pas causal, nous avons utilisé une relation
de parallélisme qui permet d’établir un précompensateur causal garantissant le respect des contraintes.
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Une perspective serait de vérifier dans quelle mesure 'opérateur de parallélisme maintient I'optimalité
de la solution. Ensuite, nous avons appliqué la projection du correcteur dans I'ensemble des éléments
causaux ceci nous donne un correcteur cafsaét nous avons prouvé que le systeme corrigé par le
précompensateur et le contrbleur en boucle fermd&. respecte les contraintes.

Une poursuite de ce travail consisterait a étendre les résultats introduits ici aux systémes incertains
tel gqu’ils ont été introduits dans la sectipn]2.6. Les outils nécessaires concernant la résiduation sur les
dioides d'intervalles ont été introduits dans la sedfion]1.11.

T

(a:b) Q\ /i (a:b)

b X3 bzl X5

Figure 4.6 — Modélisation graphique de la mort d'un jeton dans un graphe d’événements P-temporel par
un RDP P-temporel T-temporisé

Les correcteurs étudiés ici sont synthétisés de maniére a respecter les contraintes. Néanmoins, si des
perturbations agissent sur le systéme, il se peut que des contraintes soient malgreé tout violées (pensons
a une porte de four bloquée au moment de I'évacuation des pains). Le modéle considéré ici ne tient pas
compte de la "mort" des jetons, ou plus exactement n’envisage pas son retrait du graphe (un pain bralé
serait tout de méme utilisé pour fabriquer un sandwich). La figuie 4.6 présente un modéle de réseau de
Petri tenant compte du retrait des jetons violant les contraintes. Les temporisaiédhssont associées
aux transitionse, etzs qui modélisent I'évacuation des jetons "morts”. La disparition des jetons induit
une modification du modéle (une commutation de modéle) gu’il serait intéressant de prendre en compte
lors de la synthése des contrbleurs. Notons que les travalix de [van den Boom and Schutter, 2006] sont
une premiére étape en ce sens.
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Etude de systemesmazx, +)-linéaires soumis a des
contraintes, application a la commande des graphes
d’événements P-temporel

Ilteb OQUERGHI

Résumé

Les systéemes a événements discrets sont essentiellement caracterisés par des changements d’état
(marche-arrét d'une machine, départ-arrivée d'un train). Lintroduction de paramétres temporels per-
met d’évaluer leur performances (taux de production d’'une cellule d’usinage, temps de parcours pour un
systeme de transport). Ces systémes dynamiques peuvent également faire I'objet de contraintes de temps
de séjour (temps maximal de cuisson d’'une piéce dans un four, attente maximum d’une correspondance
entre trains,...). Ce type de contraintes n'affecte pas uniquement les performances du systéme mais aussi
sa validité fonctionnelle (piéce brulée, ...). Il apparait alors primordial de disposer de méthodes d'analyse
et de synthése de commande de ces systémes afin d’en garantir le bon fonctionnement en dépit de ces
contraintes. Nous nous intéressons plus précisément aux modéles de type réseau de Petri P-temporel.
L'étude de systémes du type graphes d'événements P-temporels et leur supervision par un systéme de
commande, conduisent & des modétesz, +)-linéaires soumis a des contraintes, et rendent nécessaire

le développement de nouveaux outils algébriques combinant la théorie des dioides et la résiduation.
L'objectif de cette thése est de contribuer a la modélisation, la vérification et la commande des graphes
d’événements temporels, et d’élaborer une théorie analogue a celle concernant les graphes d’événements
deterministes décrits dans l'algélireaz, +).

Mots-clés : graphes d’événements temporisés, graphes d'événements P-temporels, dioides,
commande en juste-a-temps, commande de type boucle fermée, algébreH), résiduation,
analyse par intervalles.
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