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Examen de Techniques Mathématiques - Durée 2h30

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront
pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les différentes questions peuvent étre traitées, en générale, de maniére
indépendante, dans chacun des exercices.

L’usage des instruments de calcul n’est pas autorisé.

Le baréme est donné & titre indicatif, il pourra étre ajusté lors de la
correction.

Exercice 1 (1,5 points)

Tracer, dans un repeére orthogonal, une courbe représentative d’une:
o relation.

o application injective, puis non injective.

o application surjective, puis non surjective.

o application bijective.

Pour chacun de ces 6 cas, expliquer briévement votre réponse.

Exercice 2 (1 point)

Expliquer pourquoi une matrice qui n’est pas carrée ne peut étre élevé a
la puissance 2.



Exercice 3 (2,5 points)

1) Considérons l'équation différentielle du premier ordre avec second
membre suivante:

Y —ky=x (*)
ol y est fonction de la variable x et k € R*.
a) Résoudre I'équation homogene associé & ().
b) Rechercher une solution particuliére de la forme yg,(z) = ax + b.
c) En déduire la solution de ().

2) Quelles sont les solutions de cette équation différentielle pour k = 1.
3) Considérons maintenant le cas ou k = 0. Quelles sont les solutions de

().

Exercice 4 (3,5 points)
1) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant :

1—1
1

7= y

2) Ecrire Z sous forme exponentielle et trigonométrique (indication : Po-
ser Z = ZL).

3) En déduire la valeur de cos(3) = ‘/62\/5, et de sin(3%) =

\/61\/5 ]

Exercice 5 (2 points)

1) Rappeler la table de vérité de ’assertion p = q.
2) Etablir la table de vérité des I'assertions suivantes :

a) (non p et ¢) ou (non p et non ¢) ou (p et q)
b) (p=dq)et(g=r1))=p=r)
3) A quelles assertions plus simples ces assertions sont-elles équivalentes?

Exercice 6 (3 points)

Une entreprise fabrique des appareils de trois types différents: L,C, et
V. Pour un appareil de type L, on a besoin de 10 kg d’acier, 2 kg de peinture
et 10 heures de travail.

Pour un appareil du type C, il faut 4 kg d’acier, 1 kg de peinture et 6
heures de travail.



Pour un appareil de type V, il faut 10 kg d’acier, 1 kg de peinture et 12
heures de travail.

On appelle respectivement z, y, z les quantités d’appareils de type L, C
et V fabriqués, et a, p, t les quantités d’acier (en kg), de peinture (en kg),
et de travail (en heures) nécessaire pour leur fabrication.

1) Exprimer a, p et ¢ en fonction de z, y, et z.

x a
2)Onpose X=|y|letY=|p
z t

Déterminer une expression matricielle telle que connaissant X, on en
déduit Y. C’est-a-dire déterminer la matrice M telle que:

Y =MX.
3) On donne la matrice:
1 3 6 -3
=1z -7 10 5
1 —-10 1

a) Calculer le produit NM.

b) En déduire une expression matricielle donnant le vecteur X connais-
sant Y.

4) Calculer les quantités d’appareils de chaque type L, C et V fabriqués
en un mois sachant que 40kg d’acier, 6kg de peinture et 44 heures de travail
ont été nécessaire.

Exercice 7 (3 points)

Dans cet exercice, nous allons calculer I'intégrale suivante :

/—3 24 + 423 + 922 + 232 + 20
_4 3 +4x2 + 4z ’

1) Quel est le domaine de définition de la fraction rationnelle F':

2 + 423 + 922 + 23z + 20

F:
3 + 422 + 4z

2) Effectuer une décomposition en éléments simples de la fraction ration-
nelle I



3) Calculer les primitives de la fraction rationnelle F'.
4) En déduire la valeur de U'intégrale

/—3 zt + 42 + 922 + 23z + 20
_4 3 + 422 + 4z '

Exercice 8 (4 points)

Dans cet exercice, nous allons résoudre le systéme d’équations différen-
tielles suivant, ol y1 et yo sont deux fonctions de la variable z :

) Yy = 3y1+ 2y, (1)
Yy = —2y1 — 2. (2)

Afin de résoudre ce systéme d’équations différentielles, nous allons lui
associer une équation différentielle du second ordre uniguement en y;.

Méthode pour obtenir I’équation différentielle du second ordre en y; associé
a (*):
- Dériver ’équation différentielle (1).
- En utilisant (2), remplacer le terme faisant intervenir la dérivé de ys.
- En utilisant (1), éliminer les termes faisant intervenir ys.

a) Montrer que 'on peut associer au systéme (*), ’équation différentielle
du second ordre en y; suivante:

v =i =25 =0

b) Déterminer y; en résolvant I’équation différentielle du second ordre de
la question a).

c¢) En déduire la solution yo du systéme (*) en utilisant I’équation la plus
approprié: (1) ou (2).

d) Pour fixer les constantes d’intégration, on a les conditions initiales

suivantes :
Y1 (O) - _27
Y2 (0) = 1.

Montrer que ’on peut écrire une équation matricielle de la forme Az = b
pour obtenir les constantes d’intégration ot :

(11 et (2
=y (@)=



avec C1 et Co sont les constantes & déterminer.
e) Donner, si elle existe, la matrice inverse A7,

b

Rappel: L’inverse d’une matrice de la forme M = <CCL d

L (d —b
det M —c a |’

f) En déduire les constantes C et Cs.
Puis exprimer la solution du systéme suivant :

> est M~—1 =

vy = 3y + 2y,
vy, = —2y1 — 2.
Y1 (0) = _27

y2(0) = 1.



