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Estimation des parametres p avec

@ Hypotheses statistiques sur les entrées u.
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Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

@ S est I'ensemble des signaux aléatoires stationnaires,
ergodiques et lisses.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

@ S est I'ensemble des signaux aléatoires stationnaires,
ergodiques et lisses.

Définition : Indépendance de signaux aléatoires

Soit F I'ensemble des fonctions de R¥ dans R.

Les signaux aléatoires uy(.), u2(.) € S sont indépendants si
Vfi, f, € F, les variables aléatoires fi(u1(.)) et fa(u2(.)) sont
indépendantes.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

Groupe de transformation 7; préservant l'indépendance

Si les signaux aléatoires uy(.), uz(.) € S sont indépendants alors,
pour tout systeme stationnaire 71, 7, les signaux aléatoires
71(u1(.)) et 72(u2(.)) sont indépendants.
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lllustration
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Exemples
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Si u1(.) et wo(.) sont indépendants, alors
o Va,[ € R, aui(.) et Suy(.) sont indépendants.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

Propriété 1
Soient deux signaux aléatoires u1(.), u2(.) € S indépendants. On a,
Vk, | € N¥,

ugk)(.) et uél)(.) sont indépendants.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

Propriété 1

Soient deux signaux aléatoires u1(.), u2(.) € S indépendants. On a,
Vk, | € N¥,

ugk)(.) et uél)(.) sont indépendants.

| A\

Propriété 2

Si u1(.), u2(.) € S sont indépendants, alors

A

S. Lagrange, V. Vigneron, C. Jutten, L. Jaulin Estimation de parameétres en aveugle pour des systémes invers



Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires statistiquement indépendants

Propriété 1

Soient deux signaux aléatoires u1(.), u2(.) € S indépendants. On a,
Vk, | € N¥,

ugk)(.) et uél)(.) sont indépendants.

| A\

Propriété 2
Si u1(.), u2(.) € S sont indépendants, alors
E(uiw) — E(n1)E(u2) =0

E(u{ "y =0, vk, I € N*.

A
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires gaussiens

Définition : Signal aléatoire gaussien

Soit £ I'ensemble des fonctions linéaires de R¥ dans R.

Le signal aléatoire u(.) € S est gaussien si Vf € L, la variable
aléatoire f(u(.)) est gaussienne.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires gaussiens

Définition : Signal aléatoire gaussien

Soit £ I'ensemble des fonctions linéaires de R¥ dans R.
Le signal aléatoire u(.) € S est gaussien si Vf € L, la variable
aléatoire f(u(.)) est gaussienne.

Soit u(.) un signal aléatoire gaussien et f(u(.)) = u(20) + 4(10)
une fonction de L.
Quelle est la densité de probabilité de la variable aléatoire

Z = f(u(.)?
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Groupe de transformation 7¢ préservant la gaussianité

Si le signal aléatoire u(.) € S est gaussien alors, pour tout systeme
linéaire stationnaire 7, le signal aléatoire 7(u(.)) est gaussien.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Groupe de transformation 7¢ préservant la gaussianité

Si le signal aléatoire u(.) € S est gaussien alors, pour tout systeme
linéaire stationnaire 7, le signal aléatoire 7(u(.)) est gaussien.

Si u(.) est gaussien, alors Vo € R, au(.) est gaussien.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires gaussiens

Propriété 1

Si u(.) € S est un signal aléatoire gaussien, alors Yk € N*,

u(k)(.) est gaussien.
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Signaux aléatoires

Indépendance
Gaussianité

Signaux aléatoires gaussiens

Propriété 1

Si u(.) € S est un signal aléatoire gaussien, alors Yk € N*,

u(k)(.) est gaussien.

Propriété 2

| A

Soit u(.) € S un signal aléatoire gaussien. On a, Vk € N¥,

E ([u _ E(u)]4) —3E ([u— E(u)?)* =0,
E (i*) —3E (i?)* =0,

= (") 3£ (u<k>2)2 0.

A
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Fonction d’estimation

Fonction d’estimation

Soit M I'ensemble des moments d'un vecteur de signaux aléatoires.
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Fonction d’estimation

Fonction d’estimation

Soit M I'ensemble des moments d'un vecteur de signaux aléatoires.

<

Définition : L'algebre des moments A

On définit I'algébre des moments, noté A, telle que :
o pueMaeR=auc A,

+ur e A
o cAmec A= M .
H1 K2 { . € A
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Fonction d’estimation

Fonction d’estimation

Définition : Fonction d’estimation

Soit g un entier non nul.

) Sm— A9 : — )
Une fonction h : u est une fonction d’'estimation.

— h(u)
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Fonction d’estimation

Fonction d’estimation

Définition : Fonction d’estimation

Soit g un entier non nul.
S™— A9

Une fonction h : est une fonction d'estimation.
u — h(u)

Exemple de fonction d'estimation
S — A?

S. Lagrange, V. Vigneron, C. Jutten, L. Jaulin Estimation de parameétres en aveugle pour des systémes invers



Estimation de parameétres en aveugle

Estimation de paramétres en aveugle

“—>
Un—>p

S. Lagrange, V. Vigneron, C. Jutten, L. Jaulin

uzwp(ya}‘Ia"'

y™)

—»Y1
Y
—»n

Estimation de parameétres en aveugle pour des systémes invers



Estimation de parameétres en aveugle

Estimation de paramétres en aveugle
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v, avec
vy u € 8" et p inconnus.
- »Un y(). Vi € N connus.
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Estimation de parameétres en aveugle

Estimation de paramétres en aveugle

w Y, avec -
uZ — > u=p(y. Y, ... y)) —»Yi u € 8" et p inconnus.
Un——>» — y(). Vi € N connus.
Hypotheses
Hypotheses statistiques - h(u)=0
sur les entrées u avec h une fonction d'estimation
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Estimation de parameétres en aveugle

Estimation de paramétres en aveugle

uZ u:wp(ya}‘Ia"
Un——>p

Ly™)

v, avec
vy u € 8" et p inconnus.
- »Un y(). Vi € N connus.

Hypotheses

Hypotheses statistiques
sur les entrées u

h(u)=0
avec h une fonction d’estimation

v

Formalisme pour |'estimation de paramétres en aveugle

Soit un systeme paramétré u = ¢p(y,y; .. ., y(7) et une fonction
d'estimation h, déterminer |'ensemble

P = {p € R"|h(¢p(y,y, - --,y")) = 0}.

N
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Exemples

Exemple 1

On consideére le systeme inversible suivant :

{ n(t) = p(t) + B cos(ya(t)) — y(t)

w(t) = Jalt) + pipasin(x (1))
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Exemples

Exemple 1

On consideére le systeme inversible suivant :

{ u(t) = pya(t) + 2 cos(ya(t)) — ya(t)
uw(t) = ya(t) + pipzsin(y(t))
avec
@ u € S? inconnu et supposé indépendant,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.
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uw(t) = ya(t) + pipzsin(y(t))
avec
@ u € S? inconnu et supposé indépendant,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d’estimation pour I'indépendance
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Exemples

Exemple 1

On consideére le systeme inversible suivant :

{ u(t) = pya(t) + 2 cos(ya(t)) — ya(t)
uw(t) = ya(t) + pipzsin(y(t))
avec
@ u € S? inconnu et supposé indépendant,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d’estimation pour I'indépendance

() = ( E(uyup) — E(uy)E(up) )

E(u1uw2)
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Exemples

Exemple 1

On consideére le systeme inversible suivant :

{ u(t) = pya(t) + 2 cos(ya(t)) — ya(t)
uw(t) = ya(t) + pipzsin(y(t))
avec
@ u € S? inconnu et supposé indépendant,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d’estimation pour I'indépendance

E(uiup) — E(w1)E(u)
h(u) = ( 1 2E(u_1u2)1 2 )

u et up sont statistiquement indépendants = h(u) = 0.
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Exemples

Exemple 1

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uyup) =0
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Exemples

Exemple 1

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uyup) =0

i, —up i =0
L up =0
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Exemples

Exemple 1

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uyup) =0

i, —up i =0
L up =0

*y1y2 + £ y151 + 2 Czyz + p1P2C25t — y1y2
—p2y1 siny; — ( - i BT — y1)(2 + pipasin y1) =0
=ys + 2 BT e - BLYsays — pLpayasast — y1ye — Payisi =0
avec ¢; = cos y; et s; = sin y;.
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Exemples

Exemple 1

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}
{ E(U1U2) - E(Ul)E(UQ) =0

E(ty up) =0

i, —up i =0
L up =0

*y1y2 + £ y151 + 2 Czyz + p1P2C25t — y1y2
—p2y1 siny; — ( - i BT — y1)(2 + pipasin y1) =0
=ys + 2 BT e - BLYsays — pLpayasast — y1ye — Payisi =0
avec ¢; = cos y; et s; = sin y;.

SIVIA
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Exemples

Exemple 1 bis

On consideére le systeme inversible suivant :

{ = Ly1+Ecos(y2) —
uy =y + pipasin(y1)

avec
@ u € S? inconnu et u; supposée gaussienne,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

S. Lagrange, V. Vigneron, C. Jutten, L. Jaulin Estimation de parameétres en aveugle pour des systémes invers



Exemples

Exemple 1 bis

On consideére le systeme inversible suivant :

{ = Ly1+Ecos(y2) —
= yo+ pip2sin(y1)
avec

@ u € S? inconnu et u; supposée gaussienne,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d'estimation pour la gaussianité
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Exemples

Exemple 1 bis

On consideére le systeme inversible suivant :

{ = Ly1+Ecos(y2) —
= yo+ pip2sin(y1)
avec

@ u € S? inconnu et u; supposée gaussienne,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d'estimation pour la gaussianité

it bl — [ E(D) = 3(E(d)’)
= e -3 (82))
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Exemples

Exemple 1 bis

On consideére le systeme inversible suivant :

{ = Ly1+Ecos(y2) —
= yo+ pip2sin(y1)
avec

@ u € S? inconnu et u; supposée gaussienne,
e p € R? inconnu,
o y() Vi e N connus.

Fonction d'estimation pour la gaussianité

it bl — [ E(D) = 3(E(d)’)
Soit h( ) E(U14) _3 (E(u12))2)
u1 gaussien = h(u) = 0.
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Exemples

Exemple 1 bis

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(uf) — 3 (E(:])*) =0
E(ir*) — 3 (E(i2)*) =0

S. Lagrange, V. Vigneron, C. Jutten, L. Jaulin Estimation de parameétres en aveugle pour des systémes invers



Exemples

Exemple 1 bis

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(uf) — 3 (E(:])*) =0
E(ir*) — 3 (E(i2)*) =0

1 -
avec uy = -y1 + B cos(y2) — y1

et i1 = -1 + Eynsin(y2) —

Estimation de parameétres en aveugle pour des systéemes invers
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Exemple 1 bis

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(uf) — 3 (E(:])*) =0
E(ir*) — 3 (E(i2)*) =0

1 -
avec uy = -y1 + B cos(y2) — y1

et i1 = -1 + Eynsin(y2) —
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Exemple 1 bis
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Exemples

Exemple 2 : Systeme non linéaire non identifiable en
aveugle

On consideére le systeme inversible suivant :

{ u(t) = Lia(t) + 2 cos(ya(t))
w(t) = 9a(t) + B sin(x(t))
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Exemples

Exemple 2 : Systeme non linéaire non identifiable en
aveugle

On consideére le systeme inversible suivant :

{ ui(t) = S-y(t) + 2 cos(ya(t))

uw(t) = ya(t) + pisin(ya(t))
avec

@ u € 82 inconnu et supposé indépendant.

e p € R? inconnu.

e y() Vi e N connus.
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Exemples

Exemple 2 : Systeme non linéaire non identifiable en
aveugle

On consideére le systeme inversible suivant :

{ ui(t) = S-y(t) + 2 cos(ya(t))

uw(t) = ya(t) + pisin(ya(t))
avec

@ u € 82 inconnu et supposé indépendant.

e p € R? inconnu.

e y() Vi e N connus.

Fonction d’estimation pour I'indépendance

_ ( E(uiwz) — E(u1)E(u2)
h(u) = ( 2E(Li1u2) 2 >
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Exemples

Exemple 2

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(u1uo) =0
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Exemples

Exemple 2

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(u1uo) =0

ity —up i =0
l.,l]_U2 =0
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Exemples

Exemple 2

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(u1uo) =0

ity —up i =0
l.,l]_U2 =0

2
V1Y + 25151 + 2coyp + ppatast
—(o0n + 26)(v2 + pipasin y1) =0
2
i)'}ﬂ/z + %)71)'/161 — Bysays — pipayesesy =0

avec ¢; = cos y; et s; = sin y;.
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Exemples

Exemple 2

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(u1uo) =0

ity —up i =0
l.,l]_U2 =0

2
V1Y + 25151 + 2coyp + ppatast
—(o0n + 26)(v2 + pipasin y1) =0
2
i)'}ﬂ/z I %)71)'/161 — Bysays — pipayesesy =0
avec ¢; = cos y; et s; = sin y;.
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Systeme d’'équations

Le systeme des bacs d'eau est régi par les équations d'état
suivantes :

'\ _ ( —av2ghi— b sign(h — hy)\/2g [ — hyl L m
ho —av/2gh, — b sign(hy — hp)\/2g |ha — hy| 73
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Expression de la fonction

Le systeme des bacs d'eau est un systeme inversible non linéaire.

( y ) _ <y1+a«f2gy1+bsign(y1—y2) 2¢ [y1 — y2| )
7)) y2 + av/2gys + b sign(y1 — y2)\/28 |y2 — 1

@ L'entrée u est inconnue et a composantes indépendantes,

@ les sections a,b sont inconnues.
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uiyup) =0
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uiyup) =0

iy —ug up =0
) =0
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uiyup) =0

iy —ug up =0
) =0

avec uy = y1 + av/2gy1 + b sign(y1 — y2)1/28 |y1 — y2l,
ur = yo + a\/2gy> + b sign(yr — y2)\/28 |y — 1.
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Exemples

Exemple : Bacs d'eau

Caractérisation de P = {(p1, p2) € R?|h(u) = 0}

{ E(U1U2)—E(U1)E(UQ) =0
E(uiyup) =0

iy —ug up =0
) =0

avec uy = y1 + av/2gy1 + b sign(y1 — y2)1/28 |y1 — y2l,
ur = yo + a\/2gy> + b sign(yr — y2)\/28 |y — 1.
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Conclusion et Perspectives
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Conclusion

Conclusion et Perspectives

@ Ajout de dérivées améliore la robustesse.
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Conclusion

Conclusion et Perspectives

@ Ajout de dérivées améliore la robustesse.

o Conditions "d’identifiabilité en aveugle” des parametres.
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Conclusion

Conclusion et Perspectives

@ Ajout de dérivées améliore la robustesse.
o Conditions "d’identifiabilité en aveugle” des parametres.

o ldées d'autres exemples?
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Conclusion

Définition : Systeme inversible

Un systeme inversible de degré relatif r s'écrit

u(t) = (y(t), y(). ...y (t))

ot u(t) € R™, y()(t) € R™ est la dérivée i-ieme de y(t) et ¢ est
une fonction analytique de (R™)"*! dans R™.
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Conclusion

Définition : Systeme inversible

Un systeme inversible de degré relatif r s'écrit

u(t) = (y(t), y(). ...y (t))

ot u(t) € R™, y()(t) € R™ est la dérivée i-ieme de y(t) et ¢ est
une fonction analytique de (R™)"*! dans R™.

Exemples de Systemes Inversibles

\ | \,
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Conclusion

Définition : Systeme inversible

Un systeme inversible de degré relatif r s'écrit

u(t) = (y(t), y(). ...y (t))

ot u(t) € R™, y()(t) € R™ est la dérivée i-ieme de y(t) et ¢ est
une fonction analytique de (R™)"*! dans R™.

Exemples de Systemes Inversibles

| A\

@ Tous les systemes plats sont des systemes inversibles.
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Conclusion

Définition : Systeme inversible

Un systeme inversible de degré relatif r s'écrit

u(t) = (y(t), y(). ...y (t))

ot u(t) € R™, y()(t) € R™ est la dérivée i-ieme de y(t) et ¢ est
une fonction analytique de (R™)"*! dans R™.

| A\

Exemples de Systemes Inversibles

@ Tous les systemes plats sont des systemes inversibles.
o Voiture, bateau, grue, PVTOL, ...
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Conclusion

Soit u € S?
o E(uiuw) e M,
o E(iin) € M,
o E(uin)? ¢ M.
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Conclusion

Soit u € S?
° E(U1U2)2 €A,
E(if) - 3(E(i2))? € A
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Résultat

Répartition de la variable aléataire Z=i(2Q)+1'(10)




Conclusion

[llustration

Soient u;(.) et uy(.) deux signaux aléatoires indépendants.

Soient f(u1(.)) = sin(u1(20)?) + i1(10) et

fo(ua(.)) = 2u2(15) + cos(irn(40)) deux fonctions de F.

Les variables aléatoires Z1 = fi(u1(.)) et Z2 = fo(uz(.)) sont-elles
indépendantes ?
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Conclusion

Distribution conjointe de Z1 et Z2
18 T T T T T T

72
T

081

06

0.4

02 I I I L I I L
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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